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Resumo

Neste artigo iremos utilizar a Teoria de Sistemas Dinamicos para modelar, usando
Equagoes Diferenciais, problemas fisicos, quimicos e biolégicos. Vamos analisar tais pro-
blemas através dos retratos de fase, que nos trazem informacoes importantes a respeito
do sistema modelado. Assim, podemos fazer uma anélise qualitativa e estudar o compor-
tamento futuro e passado de fenomenos das mais diversas areas da ciéncia. Um ponto
interessante a ser destacado é que, mesmo se nao for possivel resolver a Equacao Diferen-
cial obtida a partir da modelagem do problema, podemos analisar o fenémeno utilizando

retratos de fase.
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Introducao

E bem difundida a idéia que Equacoes Diferenciais modelam os mais variados proble-
mas em diversas dreas do conhecimento, como: Fisica, Quimica, Engenharias, Biologia,
Medicina, Meteorologia, entre outros. Aqui abordaremos algumas dessas aplicagoes e bus-
caremos obter informacoes topologicas a respeito das trajetérias dos campos de vetores
usados para modelar determinados sistemas. Conforme descrito a seguir, utilizaremos a
Teoria Qualitativa das Equactes Diferenciais Ordinarias para analisar modelos reais em

um sistema Massa-Mola, um circuito LRC, um modelo Presa-Predador, entre outros.

1 Sistema Massa-Mola: Movimento Livre Nao

Amortecido

Vamos supor que uma massa m seja conectada a uma mola flexivel que esta suspensa
verticalmente. Segundo [3], a distensdao da mola dependerd da massa, ou seja, quanto
maior o peso, maior serd a elongacao da mola. Pela Lei de Hooke, a mola exerce uma
forga restauradora F' oposta a direcao da distencao e ao mesmo tempo proporcional ao
comprimento s da distencao, ou seja, F' = ks, onde k é a constante de proporcionalidade
(também chamada de constante da mola).

Apds a massa m ser conectada e ter distendido a mola, ela atinge sua posicao de
equilibrio, onde a forca peso P = mg é igual a forga restauradora f, ou seja, mg = ks.
Além disso, se a mola for distendida por um comprimento = de sua posicao de equilibrio,
a forca restauradora serd dada por F' = k(s + x), conforme mostra Figura 1. Supondo

que nenhuma forca esteja agindo sobre o sistema, podemos afirmar que a forca resultante
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Figura 1: Sistema Massa-Mola

serd a soma entre a forga restauradora e a forga peso, ou seja:

2 d?z

F, :F+P:>ma:—k:(s+x)—|—mg:>mﬁf:—k:s—k:x—i—mg:>mﬁ:—kx.

Vale destacar que o sinal negativo que acompanha k se deve pelo fato de que a forca

restauradora estd agindo no sentido oposto ao movimento da mola. Dividindo a tltima

- k
equacio por m e tomando — = w?, temos:
m

Az
W -+ Wiz = 0. (1)

A equacdo (1) é chamada de Equagao Diferencial do Movimento Livre Nao
Amortecido. Além disso, as condigoes iniciais z(t) = zo e 2/(t) = 1 deste sistema
representam, respectivamente, posicao e velocidades iniciais. E importante frisar que, se
xg > 0, a posicao inicial da mola estd abaixo da posicao de equilibrio, e se zg < 0, a

posicao inicial da mola estd acima da posi¢ao de equilibrio. Analogamente, z; > 0 indica

que a velocidade inicial estd direcionada para baixo, enquanto x1 < 0 indica que a massa
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estd com a velocidade direcionada para cima. Se x1 = 0, dizemos que a massa partiu do
repouso.
Para analisarmos o comportamento da mola utilizando retratos de fase, precisamos

encontrar um sistema matricial que seja equivalente & equagao (1). Para tal, tomaremos:

Assim, segue que nosso sistema sera

u = v,

o= —wiu.

=m? +w? (3)

O polinoémio caracteristico (3) é chamado de Equagao Auxiliar e suas raizes sao
mi = wi e mo = —wi. Como obtemos duas raizes complexas com parte real nula, segue
que as trajetérias no retrato de fase serao elipses.

A solucao da Equacao Diferencial (de agora em diante abreviada por ED) (1) é dada
por z(t) = ¢ coswt + casen wt e, sendo assim, o grafico de z(t) é peridédico. Além disso, o
periodo T da func¢ao pode ser calculado por T = Uﬂ e a frequéncia f pode ser calculada
por f = % = % A amplitude A das vibragoes pode ser calculada por A = \/m, ou
seja, o pontos de pico e de minimo de x(t) sao, respectivamente, A e —A. E importante
destacar que A representa a distancia maxima que a mola vai atingir abaixo da posicao de

equilibrio, e —A a distancia maxima que a mola ird atingir acima da posigao de equilibrio.

Para que isso possa ficar mais claro, vamos analisar o seguinte exemplo:
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Exemplo 1.1 Uma massa de 1L6 slugs distende uma mola em % pé. Emt =0, a massa
€ solta de um ponto % pé€ abaixo da posicdo de equilibrio a uma velocidade de —% PES/s

para cima. Considerando g = 32 pés/s?, temos que a constante k da mola serd:

1 1
mg 5:>163 2:>

2:

Como w — =64, a Fquagao do Movimento para este problema serd
m

d’x

Assim, a solugao desta ED serd dada por

x(t) = c1 coswt + casen wt = ¢; cos 8t + cosen 8t.

Para calcular ¢y e co, basta utilizarmos as condicoes iniciais dadas, ou seja, utilizarmos

o fato de que x(0) = 3 e 2/(0) = —3. Assim, temos
2
z(0) = c1 cos 0 + cosen 0 = ¢ = 3
, 4
2/(0) = —8cysen0+ 8cycos0 = 8¢y = —3
Como ¢1 = % e cy = —%, seque que x(t) = %cos 8t — %sen 8t. Calculando a amplitude
das vibracoes, temos:
2\2 142 17
A= a7 (=2
e 3) 5 6
Assim, concluimos que a mola se distende no mdximo g abaizo da posicdo de
equilibrio e —g acima da posicio de equilibrio. O grdfico de xz(t) pode ser visto na

Figura 2.
Além disso, € possivel esbocar o retrato de fase deste problema. Como vimos ante-
riormente, a Equacdo Auziliar é dada por m? 4+ 64 = 0, logo as raizes sio m, = Si e

mo = —8i e a trajetoria serd uma elipse. Veja o Figura 3.
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Figura 2: Gréfico de z(t)

Através do retrato de fase € possivel compreender melhor o que estd acontecendo com

o comportamento da mola. Observa-se que quando a mola estd na posicao de equilibrio

é justamente quando ela atinge maior velocidade (em mddulo). Além disso, podemos ver

que a velocidade se anula quando a mola atinge a distancia mdxima acima ou abaixo do

ponto de equilibrio.

A ideia do Movimento Livre Nao Amortecido é um tanto quanto iluséria, ja que

estamos considerando um mundo ideal, onde nenhuma forca externa age sobre o sistema.
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Figura 3: Retrato de Fase

Sendo assim, vamos analisar, como esta proposto em [3], o comportamento da mola quando
existe uma forca que faga com que a intensidade do movimento da mola diminua com o

passar do tempo.

2 Sistema Massa-Mola: Movimento Livre Amor-

tecido

No estudo de mecanica, as forcas de amortecimento sao porporcionais a uma poténcia
da velocidade instantanea. Aqui, vamos supor que a for¢ca de amortecimento seja um
multiplo da velocidade. Assim, quando nao houver outras forcas atuando sobre a mola,
segue que

d’x dx

mE = ke =g

onde f > 0 é chamado de constante de amortecimento. O sinal negativo se deve pelo
fato da forca estar agindo no sentido oposto do movimento. Dividindo a equacao acima

B2

k ~ . . . .
por m e tomando 2\ = — e w* = —, a Equacao Diferencial do Movimento Livre
m m
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Amortecido sera dada por

Az dx
W + QAE + wzx = 0. (4)

Analogamente ao Movimento Livre Nao Amortecido, as condigoes iniciais z(t) = x
e 2/(t) = x1 deste sistema representam, respectivamente, posi¢ao e velocidades iniciais.
Se zg > 0, a posicao inicial da mola estd abaixo da posicao de equilibrio, e se zg < 0,
a posicao inicial da mola estd acima da posicao de equilibrio. No que diz respeito a
velocidade, x1 > 0 indica que a velocidade inicial estd direcionada para baixo, enquanto
r1 < 0 indica que a massa estd com a velocidade direcionada para cima. Se 1 = 0,
dizemos que a massa partiu do repouso.

Para analisarmos o comportamento da mola utilizando retratos de fase, precisamos

encontrar um sistema matricial que seja equivalente & equagao (4). Para tal, tomaremos:

u = x,
v = 2.
Assim, segue que nosso sistema sera
o = v,
()
Vo= —2X\w —wlu.

O sistema (5) pode ser escrito na forma matricial como:

Calculando o polinémio caracteristico, temos:

-m 1
=m? + 2 m + w2 (6)
—w? —2X—-m
Determinando as raizes do polinomio (6), obtemos m = —\ + v A? —w?. Portanto,

para determinarmos qual serd a trajetéria que representa o sistema, devemos estudar trés

Ccasos:
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1. Se A\? — w? > 0, dizemos que o sistema é super-amortecido. Aqui, como vamos
obter duas solucGes negativas, o retrato de fase do sistema serd um N6 Atrator.
Isso indica que o coeficiente de amortecimento 8 é grande comparado & constante
k e, consequentemente, a velocidade da mola decresce rapidamente. Neste caso, a
solucio da ED é z(t) = e M(c eV~ 4 pe VA -0,

2. Se A\? — w? = 0, dizemos que o sistema é criticamente amortecido. Neste caso,
a Equacao Auxiliar ird4 possuir apenas uma raiz e, dessa forma, o retrato de fase
do sistema serd um N6 Préprio ou N6 Impréprio (dependendo da quantidade de
autovetores associados a raiz). A solucdo da ED serd x(t) = e (cy + cot).

3. Se A2 — w? < 0, dizemos que o sistema ¢é sub-amortecido. Aqui, obtemos duas
raizes complexas com parte real negativa, logo o retrato de fase do sistema serda uma
espiral convergindo para a origem. Isso indica que o coeficiente de amortecimento (5
é pequeno comparado a constante k e, consequentemente, a mola tem um movimento

oscilatdorio. Como as raizes da Equacao Auxiliar sao

mp=—A+ VA — A+ V(= —A2) = =X+ Vw? — N\,

mo = — VA —w?=-A— /(- —\?) — Vw? — N2,
a solucdo da ED é dada por z(t) = e (¢ cos vVw? — A2t + cosen vVw? — A\2t).
Note que, nos trés casos, quando t — 0o, segue que x(t) — 0, portanto o movimento

da mola tende a enfraquecer.

Exemplo 2.1 Seja o problema de valor inicial:

o + 5d +4 0,2(0) =1,2/(0) =1
— — r=0,x x =1
dt? dt ’
Temos que a Equacio Auziliar é m?> +5m +4 = 0 e que suas raizes sio m; = —1 e
my = —4. Como temos duas raizes negativas, seque que o movimento € super-amortecido.
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Assim, a solugao da ED serd

“AVA2—w?t + 6267)\7\/)\274*)215 _ 4t

z(t) = cre cre b+ e

Usando as condigoes iniciais x(0) =1 e 2/(0) = 1 para determinar ¢y e ca, temos

c1 + co2 = 1,
—c1 —4ey = 1.
Portanto, x(t) = ge_t — %e_‘“. Observe que, conforme dito anteriormente, quando

t — oo temos x(t) — 0.

Para analisarmos o retrato de fase, devemos levar em considera¢do a Equagdao Auziliar

m2+5m+4=0 e suas raizes my = —1 e mg = —4. Calculando o autovetor associado a
my1 = —1, temos:
0 1 10 Uy 0
+ = =
—4 -5 0 1 U 0
1 1 (75} 0
— e
—4 —4 U9 0
Como uy = —ug, o autovetor associado ao autovalor m; = —1 é vy = (=1,1). Para
mo = —4, seque:
0 1 4 0 w1 0
+ = =
—4 =5 0 4 w9 0
4 1 w1 0
= e
—4 -1 w9 0
Portanto, o autovetor associado ao autovalor mg = —4 € vo = (1,—4). Além disso,

como |my| < |mal|, a trajetoria ird tangenciar a reta passando pela origem cujo vetor

diretor € v1. Seque que a trajetoria da solu¢do serd um N6 Atrator, como mostra a Figura

4.
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Figura 4: Retrato de fase

3 Sistema Massa-Mola: Movimento Forcado

Além da forga de atrito, vamos considerar agora que uma forga externa f(t) esteja agindo

sobre o sistema. A Equagao Diferencial do Movimento Forgado, segundo [3], serd da forma
dx
— = —kz — f— t).
m x—p pri f(t)

Dividindo a equacao por m, obtemos

d’x dx
— + 2\ — 2y =F(t
dt2+ )\dt+wx (1), (7)
t
onde F(t) = &, 2\ = ﬁ e w? = —. Nio existe um método especifico para resolver a
m m m

equacao (7), ja que F(t) pode ser uma funcao de qualquer tipo: polinomial, exponencial,

etc. Sendo assim, vamos analisar o caso particular do exemplo a seguir.

Exemplo 3.1 Seja o problema de valor inicial

1d’z  6dx 1,

A equacdo acima nos diz que o sistema em questdo consiste em uma massa de peso

1

m = % kg presa a uma mola, onde k =2 N/m. A massa ¢ solta do repouso a 5 m abaizo

da posicao de equilibrio, com um coeficiente de atrito 8 = g.
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Se F' € uma fungao periddica, como por exemplo F(t) = Fysen~t ou F(t) = Fycost,
a solugao da ED (7) € a soma de uma fungdo nao periddica x.(t) (chamada de termo tran-
siente) com uma fungao periodica xy(t) (chamada de termo estaciondrio), onde x,(t) =
Acos~yt + Bsen~t.
Para resolver o PVI em discurso, primeiramente multiplicamos a equagdo por 5 e
resolvemos:
d*x dx

W‘Fﬁg‘i—loxzo.

A partir da ED acima, obtemos a Equacio Auziliar m? + 6m + 10 = 0, cujas raizes

sao m; = —3+1i emo = —3 — 1. Como as raizes sdo complezxas, temos que
Te(t) = e (e cos Vw? — N2t + cpsen v w? — A2t) = e 3 (¢q cost + cosent).

Agora, usando o método dos coeficientes a determinar, temos que encontrar x,(t) =

Acos4t + Bsendt. Note que

x,(t) = —4Asendt + 4B cosdt,
xp(t) = —16Acos4t — 16Bsen 4t.

Assim, seque que :
2" +62'+10x = (=16 A cos 4t—16Bsen 4t)+6(—4 Asen 4t+4 B cos 4t)+10( A cos 4t+Bsen 4t) =

= (—16Acos 4t — 16 Bsen 4t) + (—24Asen 4t + 24B cos 4t) + (10A cos 4t + 10Bsen 4t) =
= —6Acos 4t — 6Bsen 4t + 24 B cos 4t — 24 Asen 4t =
= (—6A + 24B) cos4t + (—24A — 6B)sen 4t = 25 cos 4t.
Portanto, obtemos o sequinte sistema de equacdes:

—6A+24B = 25,

—24A—-6B = 0.

PEREZ, O. P.; CARVALHO, T. Andlise qualitativa de modelos através de retratos de fase. C.Q.D. - Revista Eletr 6nica Paulista de
Matematica, Bauru, v. 5, p. 26-61, dez. 2015. Edic&o Iniciagéo Cientifica
DOI: 10.21167/cqdvol 5ic2015231696640hptc2661 - Disponivel em: http://www2.fc.unesp.br/revistacqd/index.jsp

37



D
Resolvendo o sistema acima, obtemos A = _ﬁ e B = %. Portanto, temos que a
solucao da ED é
25 50
z(t) = e 3 (¢ cost + casent) + ( ~ 1oz & 4t + ysen 4t>.
Aplicando as condigdes iniciais ©(0) = 3 e 2/(0) = 0, obtemos
25 1
0) = - — = =
$( ) 1 102 9’
200
2(0) = —-3c14+c+—— = 0.
51
Por fim, seque que c1 = g—? € co = —g—? e assim a solucao da ED é dada por:
38 86 25 50
z(t) = e ( ost——sent)+<——cos4t+—sen4t),
51 51 102 51
onde x.(t) = e (8 cost—sent) e x,(t) = — 2 cos dt+Dsen 4t. E importante observar

que quando t — oo, temos z.(t) — 0, ou seja, para grandes quantidades de tempo, o termo
zc(t) se torna desprezivel, logo o movimento da mola pode ser aprozimado por x,(t). Por
conta disso, podemos notar pelo grdfico de x(t) (como mostra a Figura 5) e pelo retrato
de fase (Figura 6) que no inicio o movimento da mola € oscilatdrio, e conforme o tempo

passa ele se torna periodico.

Vamos analisar agora, assim como proposto em [3], uma situacado onde existe uma

forga externa agindo sobre o sistema, porém nao ha forca de amortecimento.

Exemplo 3.2 Considere o sistema:

d2
7z + w?z = Fysennt, (8)

onde v # w, (0) =0 e 2/(0) = 0. Como visto anteriormente, a solu¢ao de (8) é dada por
z(t) = zc(t) + 2,(t). Para encontrar z.(t), precisamos resolver 2 + w?x = 0. Utilizando

a equacio auxiliar m? + w? = 0, encontramos as raizes m| = wi e My = —wi e assim
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Figura 5: Gréfico de z(t)

Figura 6: Retrato de fase do problema

obtemos x.(t) = c1 coswt+cpsenwt. Para encontrar x,(t) = Acos~t+ Bsen~yt, utilizamos

o método dos coeficientes a determinar:
xp(t) = Acosvyt + Bsennt,

), (t) = —yAsen~t 4 yBcosnt,

zp(t) = —v?Acost — 42 Bsen~t.

Substituindo em (8), encontramos

2" + w?x = (—y?Acosyt — y?Bsent) + w?(Acosyt + Bsen~vt) =
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= A(w? — 4% cosyt + B(w? — 4?)sen~t = Fysen t.

Assim, resolvemos e sequinte sistema

A(w2 - 72) = 07
Bw?—-+?) = K.
Fy . P
Portanto, A=0 e B = — 5. Por fim, temos que a solugao x(t) serd da forma
w [e—

Fi
x(t) = zc(t) + xp(t) = (c1 cos wt + cosenwt) + (%sen 'yt>.
ws =7

Aplicando as condigoes iniciais x(0) =0 e 2/(0) = 0 para calcular ¢; e co, obtemos

Fi
z(t) = W(TS’YQ)( — ysenwt + wsent).

Obviamente, x(t) nao estd difinida para v = w. Porém, podemos usar I’Hopital para

determinar um valor-limite para a fungao quando v — w. Assim, quando w = 7y a solu¢do

€ dada por:
d ( t+ t)
. —7sen wt + wsen vyt . dy —ysenw wsen vy
z(t) = lim Fy 5 = Fp lim _
Y—w w(w? —~?) 5w d A
R CICEE )
~
_Q t t N a " " ot r r
— F} lim sen wt + wt cos 7y — R, sen w +u; coswt _ OQSenwt— Fo, oo
YW —Qw’y —2w 2% > %

O comportamento de um sistema massa-mola ndo pode ser descrito como na fungdo
acima, pois, quando t — 0o, a mola € for¢cada além do limite de sua elasticidade, e assim
o sistema falharia. O grdfico de x(t) para v = w pode ser visto na Figura 7 e o retrato de

fase que mostra o comportamento da mola na Figura 8.

4 Circuito em Série LRC

Considere o circuito em série contendo um indutor, um resistor e um capacitor. A corrente

no circuito no instante ¢ é denotada por i(t) e a carga em um capacitor no instante
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Figura 7: Gréfico de z(t).

Figura 8: Retrato de fase.

t é denotada por ¢(t). As constantes L, R e C representem indutéancia, resisténcia e

capacitancia, respectivamente. De acordo com a Segunda Lei de Kirchhoff, a voltagem

aplicada F(t) em uma malha fechada ¢ igual a soma das quedas de voltagem da malha.
Além disso, por [3], as quedas de voltagem do indutor, do resistor e do capacitor sao

1 1
dadas respectivamente por L—, iR ¢ —q. Uma vez que ¢ = —q, obtemos a seguinte

dt’ C dt
equagcao:
d’q dg 1
L— — + —=q=FE@1).
a2 TRy T aa=EW) )

Quando E(t) = 0, as vibragoes elétricas sao consideradas livres. Neste caso, tomando
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u=gqev=¢q,épossivel calcular a equacao auxiliar de maneira semelhante ao do sistema

massa-mola:

u = v,

v = —=v— —a.

0—m 1 , R 1 ) 1
) R m+Lm+CL m—i—Rm—i—C, (10)
CL L

onde raizes do polindmio acima sao dadas por

AL
~R+,/R2— =
C

2L

m =

A solugao de (9) dependerd das raizes da equagao auxiliar, de acordo com o discrimi-
o 4L - . , N
nante R* — Yol A nomenclatura usada na andlise de circuitos é semelhante & usada na

analise de sistemas massa-mola. Sendo assim, temos trés casos possiveis:

4L
1. Se R? — — > 0, chamamos o circuito de super-amortecido.

C

4 N .. .
2. Se R? — — =0, chamamos o circuito de criticamente amortecido.

C

4
3. Se R? — rel < 0, chamamos o circuito de sub-amortecido.
Nos trés casos, a solugao de (9) contém o termo 67%, logo ¢(t) — 0 quando t — oo.
Exemplo 4.1 Seja um circuito em série LRC, onde L = 0,25 henry (h), R = 10 ohms

(), C = 0,001 Farad (f), E(t) = 0, q(0) = qo coulombs (C) e i(0) = 0. A equagdo

diferencial que representa este problema € dada por

1 " / o
44"+ 104’ +1000g = 0,
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ou ainda

q" + 404’ + 4000q = 0.

Seque que a equacdo auxiliar do problema € m? 4+ 40m + 4000 = 0, logo m = —20 +
60i. Como temos duas raizes complexas, o circuito em questdo € classificado como sub-
amortecido. Neste caso, a carga sobre o capacitor oscilard a medida que decair, ou seja,
o capacitor € carregado e descarregado quando t — oo.

Analogamente ao caso sub-amortecido do sistema massa-mola, a solucdo da ED deste
problema €

q(t) = e72%(c; cos 60t + cosen 60t).

Utilizando as condigoes iniciais q(0) = qo e ¢'(0) = 0, temos que ¢c; = qp € ca = %,
portanto

1
q(t) = q06720t(cos 60t + gsen 60t).

Como as raizes da equacao auxiliar sao complexas com parte real negativa, a trajetoria
da solugcao no retrato de fase serd uma espiral convergindo para a origem. Além disso,
considerando que 0 = 60t é positivo (pois t > 0 sempre), seque que a espiral gira no

sentido anti-hordrio, como mostra a Figura 9.

N

Figura 9: Retrato de fase.
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No caso de E(t) =0 e R =0, o sistema ¢ dito ndo amortecido e as vibragoes elétricas
nao tendem a zero quando ¢t — oo. No caso de E(t) ser uma funcao e R # 0, as vibragoes

elétricas sao chamadas de forcadas.

5 Love Affairs

Vamos analisar agora um modelo chamado Love Affairs, proposto em 1988 pelo ma-
tematico norte-americano Steven Henry Strogatz.

Strogatz chamou de R(t) o amor de Romeu por Julieta (ou édio, caso R(t) < 0) e J(t)
o amor de Julieta por Romeu (ou édio, caso J(t) < 0). A forma geral do modelo é dada

por

@ = aR+bJ,
th (11)
— = cR+dJ
7 chii + adJ,

onde as constantes a e b representam caracteristicas amorosas de Romeu e ¢ e d represen-

tam as caracteristicas amorosas de Julieta.

Exemplo 5.1 Vamos considerar novamente o casal Romeu e Julieta. Nesta situacdo,
quanto maior o amor de Romeu, mais a Julieta ”foge”desse relacionamento. Entdo,
Romeu se sente rejeitado e comega a se afastar de Julieta. FEsta, por sua vez, comeca a
achd-lo interessante e atraente, porém Romeu tenta evitd-la.

O modelo para este tipo de relacionamento € dado por

AR
e
dt .
dJ
N N
it )

com a e b positivos.
Analisando a matriz do sistema, temos trA = 0 e detA > 0. Dessa forma, o ponto

critico deste modelo € um centro, como mostra a Figura 10.
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Figura 10: Retrato de fase.

O retrato de fase nos mostra que a relagcdo entre Romeu e Julieta serd um ciclo sem
fim de amor e édio. Conforme o amor de Romeu aumenta, o amor de Julieta diminui e
chega a se tornar édio. Por outro lado, o amor de Romeu diminui e o de Julieta aumenta
e assim por diante. Observe que o casal se ama apenas em um quarto do tempo (primeiro

quadrante) e que ambos se odeiam também em um quarto do tempo (terceiro quadrante).

Exemplo 5.2 Seja o sistema

dR

—_— = b
o aR+bJ,
dJ

e = b

o R+ al,

coma <0 eb>0. Aqui, a constante a representa cautela (ambos evitam se ”entregar”ao
outro) e a constante b representa a reacdo da pessoa (ambos se sentem atraidos com os

avangos do proximo.) A matriz do sistema é

e portanto trA = 2a < 0 edetA = a>—b*. Calculando as raizes do polinémio caracteristico

da matriz, temos:

=a=+b.

N 2o V(trA)2 —4ddetA 20+ VAb?
B B 2

2
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O autovetor associado ao autovalor A1 = a +b é (1,1) e o autovetor associado ao
autovalor \g =a —b é (1,-1).

Se |a| > |b|, teremos dois autovalores negativos e o ponto critico serd um nd atrator.
Observe que [A2| > |Ai], logo as trajetorias vio tangenciar a reta gerada pelo autovetor
(1,1). Isso nos mostra que cautela em excesso leva a uma indiferenca de ambas as partes,

tornando a relagdo apdtica, como nos mostra a Figura 11.

J

Figura 11: Relagao apatica.

Por outro lado, se |a| < |b|, teremos dois autovalores de sinais distintos e assim o
ponto critico serd uma sela. Isso indica que, dependendo dos sentimentos do casal no
iicio, a relacdo poderd ser puro amor ou puro édio. Em ambos os casos, o sentimento

entre os dois serd reciproco. Veja a Figura 12.

6 Reacoes Quimicas

Vamos supor que a gramas de uma substancia A sejam combinados com b gramas de uma
substancia B, formando uma terceira substancia C'. Considerando X (¢) a quantidade de

gramas da substancia C' e que ela seja formada por M partes de A e N partes de B, o

nimero de gramas restantes das substancias A e B sdo, respectivamente, a — mX e
N
b— —X.
M+ N
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2

Figura 12: Sentimento reciproco.

Segundo a Lei de Ac¢ao das Massas descrita em [3], quando nao hd mudancas na
temperatura, a quantidade da substancia C' é proporcional ao produto da quantidade de
A e B remanescentes, ou seja:

% =M <“_ MA—fNX> (b_ M]J\:NX)' (12)

M e N
M+N M+N>

Colocando em evidéncia os fatores temos:

o 3) o) = () ) (2522 0) (520 ).

M+ N M+ N M+ N/\M-+ N M N
(13)
Substituindo (13) em (12) e tomando o = a(MAjN) e = b(MAJ,rN), obtemos:
dX
— = kla—X)(8 - X), (14)
M N
onde k= kl(M+N><M+N>'

O exemplo a seguir nos mostra um caso onde o retrato de fase nao serd uma trajetoria
no plano, mas sim uma reta. Isso se deve ao fato de que, para este problema, nao é
possivel obter um sistema 2 x 2 de equagoes diferencias. Dessa forma, o retrato de fase

estard em uma reta e nao no plano.

Exemplo 6.1 Seja C um composto quimico formado por A e B. Nesta reagdo quimica,

para cada grama de A, quatro gramas de B sdo usadas. Além disso, observa-se que 30
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gramas do composto C sao formadas em 10 minutos. Consideramento que inicialmente
temos 50 gramas de A e 32 gramas de B, calculemos a quantidade do composto C quando
t — o0.

Vamos chamar de X (t) o nimero de gramas do composto C' no instante t. Sabe-se
que X (0) =0 e X(10) = 30.

Para formarmos 1 grama do composto C, precisamos de a gramas de A e b gramas de
B de tal forma que a+b=1. Temos, também, que b = 4a. Assim, resolvendo o sequinte

sistema linear

a+b = 1,

4a—b = 0.
. , X 4X
concluimos que para obtermos X gramas de C, precisamos de 5 gramas de A e &

gramas de B. As quantidades remanescentes de A e B sdo, respectivamente, 50 — 5 e

39 4X
5

Pela Lei de Acao das Massas, temos:

dX X AX\  dX 1 4 dX
B (50— ) (32- 22 ) = Tk (250 X) 2 (40— X) = T8 = k(250 X)(40—X).
dt 1<50 5)(3 5>jdt 15(250-X)5(40-X) = 2 = k(250-X)(40-X)

Resolvendo a ultima equacgao diferencial, temos:

dX
= kdt.
(250 — X)(40 — X)
Aplicando o método das fragoes parciais, seque:
1 B A . B A40-X)+B(250-X)
(250 — X)(40 — X) 250 —X 40— X (250 — X)(40 — X)

404 — AX 4+250B— BX (—A—B)X + (404 4 250B)
(250 - X)(40 - X) (250 — X)(40 — X)

Agora, resolvemos o sistema linear:

~A-B = 0,

40A + 2508 = 1.
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M\ﬂ-ﬂ\
s §

donde obtemos A = —ﬁ e B= 2—%0, portanto:
dX 1 dX 1 dX
=kdt=> ——-——+ ————— = kdt =
(250 — X)(40 — X) 210 (250 — X) | 21040 — X
S / CLS——— / X jar =
210 / (250 — X) 210 ) 40— X
1 1 250 — X
—In|250 — X| — — In |40 — X| = kt In|——| = 210kt
= 310 n 250 | 510 n |40 | +c = n|40_X| Okt + c2 =
250 — X 250 — X
210kt+co _ 210kt __
- 0-x ¢ 0-X°

Isolando X (t), obtemos

250 - X —40ce?10kt 4 250
210kt 210kt 210kt
ce =10 =X —250 =ce X —40ce = X(t) = 1= ccZi0kt

Usando as condigdes iniciais X(0) = 0 e X (10) = 30, seque que c = 2 ¢ k = 0,1258

e, por fim, temos que a solugcdo do problema €

~ —1000€%1258 4+ 1000 1000 — 1000e 012581
X(t) = 4 — 25¢0,1258t B 25 — 4e—0,1258t

Pelo grdfico da solugao, notamos que X — 40 quando t — oo, como mostra a Figura

135.

35
a0
25

204

T T T T T T T T T T T T T
o a 10 19 20 25 30 3% 40 45 &S0 55 ©0 65 FO VS 80

Figura 13: Gréfico de X (t).
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Tal comportamento também é explicitado pelo retrato de fase. Como X' = k(250 —
X)(40 — X), temos que os pontos criticos sao X = 250 e X = 40. Para X < 40 temos
X' > 0, logo a trajetéria neste intervalo € orientada da esquerda para a direita. Para
40 < X < 250 temos X' < 0, logo a trajetoria neste intervalo é orientada da direita para
a esquerda. Para X > 250, temos novamente X' > 0 e neste intervalo a trajetoria é
orientada da esquerda para a direita. Em tais condicoes, concluimos que X = 40 € um

ponto atrator e X = 250 € um ponto repulsor, conforme mostra a Figura 1j.

> ® < < *—>

40 250

Figura 14: Retrato de fase.

Observe que é muito mais prdtico estudarmos o retrato de fase para analisar este

problema do que resolver a ED.

7 Modelo Presa-Predador e Modelos com Com-
peticao

Em outro modelo proposto por [3], vamos supor que duas espécies diferentes vivem no
mesmo ecossistema e, além disso, a primeira espécie alimente-se apenas de vegetais e que
a segunda espécie alimente-se da primeira espécie, ou seja, a primeira espécie é a presa e
a segunda espécie o predador.

Vamos chamar de x(t) e y(t), respectivamente, a populacao de predador e presa no
instante t. Caso nao existisse presa, é natural imaginar que a populacao de predadores

diminuiria por falta de alimento, ou seja

dz
= —ax,

=
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onde a > 0. Porém, quando as presas estao no ecossistema, obviamente o nimero de
interacoes entre as duas espécies é proporcional as populagoes = e y, ou seja, sao pro-
porcionais a xy. Logo, quando houver presas no ecossistema, a populacao de predadores
ird crescer a uma taxa de bxy, onde b > 0. Sendo assim, a variacdo da populagao de

predadores é dada por:

.
o = ox by,

Com um raciocinio andlogo, podemos inferir que se nao houvesse predadores e que a

fonte de alimentos fosse ilimitada, a populacao de presas cresceria, ou seja

d
d—z = dy.
Porém, com a presenca dos predadores, a populacao de presas tende a decair a medida
que elas interagem com os predadores. Logo, a variacao da populacao de presas é dada
por
dy

5 = W~ cay,

onde ¢ > 0 e d > 0. Portanto, teremos um sistema de equacoes diferenciais nao-lineares:

dz

— = —ax+ bxy,

dt (15)
@ = dy—cx

dt - y y'

O sistema de equacgoes diferenciais acima é conhecido como Modelo Presa-Predador
de Lotka-Volterra. Tal sistema nao pode ser resolvido em termos de fungoes elemen-
tares, porém é possivel analisi-lo qualitativamente a partir dos retratos de fase. Como
se trata de um sistema de equagoes diferenciais nao-lineares, teremos mais de um ponto

critico. No caso do modelo Lotka Volterra, resolvendo

CE(—CL + by) = 0’

y(d—CCE) = 0’
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d a
podemos ver que o sistema terd dois pontos criticos: (0,0) e (—, 5) Mesmo o sistema
c
sendo nao-linear, pelo Teorema de Grobman-Hartman enunciado e demonstrado em

[2], numa vizinhanga préxima aos pontos criticos os retratos de fase terao um comporta-

mento linear, como poderemos ver no exemplo que segue.

Exemplo 7.1 Seja o sistema

d

d—f — 0,16 + 0,082y,
dy

W 45y —0,92.
yr ,5y — 0, 9zy

Facilmente, verificamos que os pontos criticos do sistema sao (0,0) e (5,2). Pelos
métodos estudados até aqui, nao podemos determinar como serao as trajetorias, pois se
trata de um sistema nao-linear. Porém, podemos utilizar o Teorema de Grobman-Hartman
para analisarmos o comportamento das trajetorias em uma vizinhanca proxima desses
pontos. Para que possamos fazer tal andlise, devemos estudar o Matriz Jacobiana do

sistema. Neste exemplo, devemos analisar a sequinte matriz:

~0,16 4+ 0,08y 0,08z
Jay) =
0,9y 450,92

Analisando a matriz acima nos pontos criticos obtidos, temos

—-0,16 O
J0,0) = ; (16)
0 4,5
0 0,4
J(572) - . (17)
—-1,8 0

Observe que a matriz (16) possui determinante negativo e trago positivo. Sendo assim,
numa vizinhanga préorima de (0,0), as trajetérias se comportam como uma sela. No
caso da matriz (17), temos que seu determinante € positivo e seu trago € igual a zero.

A principio, as trajetorias em torno desse ponto seriam centros, contudo nao podemos
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afirmar isso pois, como esta singularidade nao € hiperbdlica (ou seja, o autovalor associado
a esta singularidade possui parte real nula), temos que analisar também a parte nao-linear.

Veja a Figura 15.

2 - - — — — — -* Possivel Centro

|
Sela \

1 5

Figura 15: Pontos criticos do sistema.

Vamos supor agora duas espécies no mesmo ecossistemas disputando por recursos
(comida, agua), ao invés de uma ser predadora e a outra ser presa, modelo também
proposto em [3]. A populacao da primeira espécie é dada pela fungao z(t) e a populacao
da segunda espécie é dada por y(t). Sendo assim, na auséncia de uma das espécies, a taxa
na qual cada populacao cresce serd

¥ = ax,
Yy = ay.

Analogamente ao Sistema Lotka-Volterra, a populagao de cada espécie diminui a uma
taxa proporcional ao nimero de interagoes com a outra espécie:

¥ = ajz— by,
Yy = axy— baxy.

Para ser mais realista, vamos considerar que a populacao de cada espécie, quando em

isolamento, cresce de forma logistica, ou seja, quando a populacdo de uma espécie esta
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crescendo sem a presenca de outra espécie, a populacao é limitada por um longo periodo
de tempo. Assim, temos o seguinte sistema

¥ = ax— by — cz?,

(18)

Y = agy — by — cay?,
onde a1, as, by, b, c1 e co sdo constantes positivas.

O sistema acima é chamado de Modelo com Competigao. Analogamente ao Modelo
Lotka-Volterra, o sistema acima nao pode ser resolvido em termos de funcoes elementares,
mas podemos estudar o comportamento das solugdes a partir do retrato de fase. Para
isso, basta analisarmos como a solucao se comporta numa vizinhanca préxima as singu-

laridades. Novamente, como se trata de um sistema de equagoes diferenciais nao lineares,

o retrato de fase terd mais de um ponto critico.

Exemplo 7.2 Seja o sistema
¥ = x(2-0,42 —0,3y),
y = y(1-0,1y —0,3x).
Para calcularmos os pontos criticos, basta resolvermos o sistema
x(2—-0,4¢ —0,3y) = 0,
y(1-0,1y —0,3z) = 0,
e assim encontramos que as singularidades sao (0,0), (5,0), (0,10) e (2,4). Calculando

a matriz jacobiana do sistema, temos

2—-0,8c— 0,3y -0, 3x
Jay) =
—0, 3y 1-0,2y —0,3x

Vamos estudar o trago e o determinante da matriz jacobiana do sistema e analisar

cada uma das singularidades.

1. Para o ponto (0,0), a matriz é dada por
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Como (trJ)? > 4detJ com detJ > 0 e trJ > 0, logo a origem do sistema se com-

portard como uma fonte (né repulsor).
2. Para o ponto (5,0), a matriz é dada por

—2 —1,5
Je.0) =
0 -0,5
Como (trJ)? = 6,25 > 4 = 4detJ e trJ = —2,5 < 0, logo o ponto (5,0) é um né

atrator.
3. Calculando a matriz jacobiana no ponto (0,10), seque
-1 0
Jo0,10) =

-3 -1

Como (trJ)? =4 = 4detJ, e trJ <0, o ponto (0,10) serd um nd.

4. Calculando a matriz jacobiana no ponto (2,4), temos

-0,8 —0,6
J20) =
-1,2 -0,4
Temos que detJ = —0,08 < 0 e, consequentemente, (2,4) € um ponto de sela.

Veja a Figura 16.

8 Péndulo Oscilatorio

Considere uma massa m presa a uma barra rigida sem peso e de comprimento L. Na outra
extremidade da barra encontramos a origem O. A posicao do péndulo é determinada pelo
angulo 6 entre a barra e a direcao vertical a partir da origem, onde o sentido anti-horario
¢é considerado positivo, como mostra a Figura 17.

Observe que o arco s esta relacionado ao arco de uma circunferéncia de raio L cujo

angulo central é 0. Por uma simples regra de trés, temos que:
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Figura 16: Pontos criticos do sistema.

27 — 2wl

0 — s,

d? d*0
logo s = L. Dessa forma, a aceleracao angular é a = ¢ L——. Temos também que

dt? dt

a forga peso W = mg age para baixo, donde obtemos uma forca mgsenf que atua no

. . , } db ,
sentido oposto ao movimento, além da forga de amortecimento c— (¢ > 0) que também

dt

atua no sentido contririo ao movimento.
A equacgao do movimento pode ser obtida a partir do Principio do Momento Angu-
lar conforme descrito em [1], que nos diz que a taxa de variagao no tempo do movimento

angular é igual ao momento da forca resultante naquele ponto. Assim, considerando
d2

F=ma= mLﬁ7 a equacao do movimento é

d*0
me =—Cco - mgsen 0,
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myg

Figura 17: Péndulo oscilatério.

ou ainda

d?0

dt?

C
— W

mL L’

2_ 9

onde v =

Para encontrar os pontos criticos, tomemos z =60 e y =

dx

dt
dy

dt

e portanto

0

+ Wﬁ + w?senf = 0,

dt

—. Assim, segue que

dt

(20)
= —wsenz — vy,

= Y,

= —w?senz — Yy,

donde obtemos y =0 e x = 0 = £tnnw, n € Z. Podemos deduzir que para um n par teremos

uma posicao de equilibrio estavel, e para um n impar teremos uma posicao de equilibrio

que ¢ instavel. Em outras palavras, se n for par, a massa estara diretamente abaixo do

suporte, enquanto que se n for impar a massa estard diretamente acima do suporte.
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Se a massa for ligeiramente deslocada da posicao de equilibrio abaixo do suporte, ela
ird oscilar para a direita e para esquerda até que a forca de amortecimento faca com que o
péndulo se mova cada vez menos, atingindo novamente a posi¢ao de equilibrio. Por outro
lado, se a massa for ligeiramente deslocada da posicao de equilibrio acima do suporte,
ela ird cair rapidamente por influéncia da gravidade e oscilard até atingir a posicao de
equilibrio abaixo do suporte.

Vale destacar que, se ¢ = 0 (y = 0), terfamos um sistema cujo coeficiente de amor-
tecimento é nulo. Assim, quando a massa fosse deslocada ligeiramente da posicao de
equilibrio abaixo do suporte, ela oscilaria com amplitude constante e nunca tenderia ao
ponto de equilibrio. Esse movimento é impossivel de acontecer, ja que, por menor que
seja a resisténcia o ar ou o atrito do ponto no suporte, isso faria com que a massa tendesse
assintoticamente para a posicao de repouso.

A matriz jacobiana do sistema (20) é dada por

Devemos calcular a matriz acima nos pontos (nm,0), n € Z, para n par e n {mpar.
Para tal, vamos usar os pontos (0,0) e (,0), j& que para todos os outros pontos iremos

obter matrizes iguais. Sejam

0 1

J0,0) = ; (21)
0 1

J(mo) - . (22)
w2 —y

Observe que o determinante da Matriz (22) é negativo. Dessa forma, os pontos

(£nm,0) com n inteiro impar serado pontos de sela.
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No caso da matriz (21), os autovalores sao dados por

Ly E VY - dw?
)\1,)\2 — 2 I

e além disso as trajetérias do sistema dependem do discriminante.

1. Se 4% — 4w? > 0, chamamos o sistema de super-amortecido. Aqui, teremos duas
raizes reais e negativas, logo a trajetoria em torno do ponto critico serd um né

atrator.

2. Se 42 — 4w? = 0, chamamos o sistema de criticamente amortecido. Neste caso,
vamos obter apenas umas raiz negativa e, dessa forma, o ponto critico serd um N6
Préprio ou N6 Impréprio (dependendo da quantidade de autovetores gerados pela
raiz).

3. Se v? — 4w? < 0, chamamos o sistema de sub-amortecido. Aqui, obtemos duas
raizes complexas com parte real negativa, e consequentemente a trajetéria numa

vizinhancga proxima do ponto critico serd uma espiral convergindo para o ponto.

Como suspeitdvamos, os pontos (+nm,0) com n par sdo pontos estaveis, ou seja, as
trajetdrias irao convergir para esses pontos. Ja os pontos (+£nm,0) com n {impar sao pontos

instaveis, ou seja, as trajetérias tendem a se afastar desses pontos.

Exemplo 8.1 Seja um péndulo cuja suas equacdes de movimento sao

r = Y,

' = —9senz — -y,
Yy 5y

1
onde v =0 ey =40. Além disso, temos que w?> =9 e vy = . Para estudarmos os pontos

criticos, devemos estudar as sequintes matrizes:

0 1

Jo,0) = ;
’ 1
9 -
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Considerando a primeira matriz, como % = (trA)® < 4detA = 36 com detA > 0 e

trA < 0, teremos que as trajetorias numa vizinhanga prozima dos pontos criticos (nm,0),

n € Z, onde n € par, sao espirais convergindo para seus respectivos pontos criticos. E

importante observar que neste exemplo a gravidade € mais forte que a resisténcia do ar,
pois v2 — 4w? < 0.

Considerando a sequnda matriz, como detA = —9 < 0, as trajetorias numa vizinhanga

prézima dos pontos criticos (nm,0), n € Z, onde n é impar, sio pontos de sela. Veja a

Figura 18.
(3 )
\ )
Figura 18: Retrato de fase do movimento do péndulo.
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