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A matematica das imagens digitais como recurso
didatico na escola basica

The mathematical of digital images as teaching resource in
basic school

Resumo
Neste trabalho apresentamos o conceito de imagem digital e
alguns elementos do processamento digital de imagens (PDI)
fundamentais a compreensdo de como estas imagens sao cri-
adas, armazenadas e manipuladas e exploramos algumas pos-
sibilidades de utilizd-las como recurso diddtico na Educacdo
Bésica. Em uma perspectiva tedrica uma imagem digital é
uma matriz cujas entradas sdo associadas, biunivocamente, a
um conjunto de cores ja definido. Deste modo, fazer a ma-
nipulacdo de uma imagem € equivalente a realizar operacoes
com matrizes que tradicionalmente sdo ensinadas aos alunos
durante o Ensino Médio. Esta relacdo direta entre imagens
digitais e matrizes permite que sejam construidas propostas
didéticas para a Educacdo Bdsica que podem ressignificar o
aprendizado de matrizes fazendo uso da tecnologia como a
Base Nacional Comum Curricular (BNCC) sugere.
Palavras-chave: Imagens digitais. Matrizes. Manipulacdo de
Imagens. Operacoes com Matrizes.

Abstract

In this work we presented the concept of digital image and
some elements of digital image processing that are fundamen-
tal to understand how these images are created, stored, and
manipulated, exploring some possibilities of using them as a
teaching resource in Basic Education. Considering one theo-
retical perspective, a digital image is a matrix whose elements
are associated, one by one, with a predefined color pattern. In
this sense, image manipulations are the same that mathemati-
cal operations with matrices that are traditionally considered
during High School but without practice contexts. The direct
relationship between digital images and matrices allows them
to be considered didactic proposals for Basic Education that
can re-signify the learning of matrices using the technology, as
suggested by the Common National Curricular Basis (BNCC).
Keywords: Digital Images. Matrices. Images Manipulation.
Operations with Matrices.
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1 Introducao

E ponto comum entre a maioria dos Curriculos de Matemdtica das Redes Oficiais de Ensino e
a BNCC a do uso das Tecnologias como recurso importante que ndo pode mais ser negligenciado
diante de uma sociedade cada vez mais on-line. Todavia, para que a prética docente se aproprie da
Tecnologia como um importante recurso diddtico € necessario que as praticas docentes se reinventem.

E neste contexto de reinvengio da pritica e considerando que a Tecnologia ndo pode mais ser
relegada ao segundo plano dentro do ambiente escolar que apresentamos neste trabalho algumas
possibilidades de utilizar fundamentos do Processamento Digital de Imagens (PDI) no ensino de
Matrizes e coordenadas cartesianas na Educacdo Bdsica. Justificamos nossa escolha pelo uso
de Imagens Digitais como recurso didético pois € fato que a maior parte dos alunos as utilizam
cotidianamente.

Temos dois objetivos principais com este trabalho: (a) apresentar aos professores de Matematica
uma breve introducdo ao PDI dando énfase a conceitos simples relacionados as imagens que sdo
representacdes pictogréficas de estruturas matriciais e (b) apresentar algumas possibilidades de
praticas docentes que considerem as conexdes entre a chamada “Matemadtica Escolar” e a Tecnologia
e que também sejam praticas de inclusdo digital.

O presente trabalho estd estruturado como segue:

* Na Secio (2) apresentamos alguns elementos da histéria do Processamento Digital de Imagens
cujo inicio se d4d na primeira metade do século XX e alcanca grande relevincia com a
popularizacdo de computadores e smartphones.

* Na Secdo (3) fazemos uma breve exposi¢éo dos fundamentos do PDI. Discutimos o processo
de discretizacdo de uma imagem de onde emerge naturalmente o conceito de matrizes e
abordamos os conceitos de imagens bindrias, de imagens representadas em tons de cinza e de
imagens coloridas.

* Na Secido (@) discutimos as conexdes matematicas existentes entre matrizes e imagens e como
as operacoes elementares com matrizes podem ser interpretadas como modificagdes visuais
nas imagens que estas matrizes representam. Esta Sec¢do contém variados exemplos para que
a exposicao seja a mais didatica possivel.

* Na Segdo () ilustramos como o tema pode ser levado para a sala de aula descrevendo algumas
sugestoes e possibilidades ao professor, que deseja explorar imagens digitais seja no Ensino
Regular ou na Educacao de Jovens e Adultos.

 Apresentamos as conclusdes e sugestdes de trabalhos futuros na Se¢@o (6)), alguns dos quais
jé estdo em andamento uma vez que este artigo relata parte de uma pesquisa desenvolvida no
ambito do PROFMAT.

Adotamos como principais referenciais tedricos os livros de Gonzalez e Woods (2010) e Scuri
(1999). Indicamos o primeiro deles como leitura inicial, uma vez que ele traz variados exemplos
e exercicios resolvidos. Recomendamos o segundo para o leitor que ja tenha algum conhecimento
prévio sobre o tema, pois a exposicdo € mais avancada possibilitando que as imagens digitais
sejam manipuladas de modo prético. Além destas duas referéncias também consideramos alguns
referenciais mais recentes como dissertacdes e notas de aulas de cursos voltadas devidamente
indicadas nas referéncias bibliograficas.
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2 Breve historico

Um dos primeiros marcos histéricos que envolve a utilizagdo do Processamento de Imagens
Digitais (PDI) de forma prética ocorreu, segundo Siqueira (2014), por volta de um século atrds
(no inicio da década de 20 do século X X), quando os jornais de Londres e Nova lorque utilizaram
um equipamento eletronico que codificava as imagens e fazia a transmissao a cabo, atravessando o
Oceano Atlantico.

Nesse periodo as imagens transmitidas utilizavam tons de cinza e chegavam com até 5 variacoes
de tonalidades. Como apresentado por Marques Filho e Vieira Neto (1999), a partir dai o avanco na
drea de criacdo, armazenamento e transmissdo de imagens ocorreu rapidamente e no final de 1920
a transmissao ja suportava até 15 tonalidades de cinza diferentes.

Ap0s este periodo inicial, os avancgos na drea de PDI ocorreram de forma mais lenta uma vez que
a maioria dos setores para os quais as imagens eram importantes conseguia lidar com elas usando
processos analégicos.

Neste contexto, somente com o advento da computacdo € que a drea ganhou novo impulso uma
vez que tudo o que ¢é digital encontra sua fundamentacdo na Matematica Discreta, exatamente a
linguagem que o computador reconhece e entende. Esse avanco ocorreu na década de 60 e foi
essencial na corrida para conquistar a Lua no contexto da Guerra Fria.

Com o desenvolvimento tecnoldgico, dreas como a Astronomia e a Fisica Espacial, por exemplo,
atingiram novos patamares e entao tornou-se necessario o desenvolvimento de recursos que possibi-
litassem além de um armazenamento eficiente, a correcdo do ponto de vista numérico das imagens
com a extracdo, inclusive, de ruidos que se manifestam como visualiza¢des espurias ou perda de
nitidez. Segundo Scuri (1999), na década seguinte o uso das imagens e das técnicas ja estavam sendo
aplicadas em diferentes dreas daquelas relacionadas as Ciéncias Espaciais, como em Medicina por
exemplo.

Para se ter uma ideia de como eram as imagens no periodo da corrida espacial e da Guerra Fria,
a Figura (I)) apresenta a primeira imagem do solo lunar feita pela U.S Spacecraft em 31 de julho de

19641

Figura 1: Primeira Imagem do Solo Lunar (1964).

ICréditos da Imagem: National Aeronautics and Space Administration (NASA). Disponivel em https://www.
nasa.gov/content/first-image-of-the-moon-taken-by-a-us-spacecraft. Acesso em 04/07/2021.
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3 Fundamentos de PDI

Nessa Secao apresentamos alguns elementos PDI importantes na compreensdo do processo de
geracdo, criacdo, manipulacdo e representacdo de imagens digitais. Os processos que permitem
discretizar as imagens e representd-las mantendo a “ilusdo” de continuidade sdo discutidos na
Subsecdo (3.1); na Subsecdo (3.2)) apresentamos as imagens bitmaps e o principal esquema de
cor utilizado atualmente no contexto das imagens digitais. Discutimos o conceito de resolucao na
Subsecao (3.3) e como as imagens se classificam em relagéo as cores na Subsegao (3.4)).

3.1 Imagens digitais: a discretizacao do continuo

Uma imagem fotogrifica € uma representacdo do mundo real obtida através de cameras ou
sensores que captam luz, conforme Scuri (1999). Em uma perspectiva matematica, trata-se de um
subconjunto retangular limitado S ¢ R? para o qual existe uma associagio biunivoca entre cada um
de seus pontos P e uma tonalidade de cor c.

Com o avanco da computacdo em que grandezas continuas devem ser discretizadas adequada-
mente para sua correta representacdo, manipulagcdo e tratamento, os processos digitais impdoem-se
naturalmente sobre os analégicos. E por isso que a expressdo “imagem analégica” (ou imagem
continua) ndo faz sentido algum uma vez que todo o processamento de imagens existente nos dias
atuais € feito via aplicacOes computacionais.

Uma vez que imagens digitais estdo relacionadas com discretizacdes realizadas no plano é
necessario um processo adequado e suficientemente eficaz para tratar a “continuidade” do mundo
real e reproduzi-la de maneira discreta. Este processo € conhecido como rasterizacao. Nele, o
continuo € convertido adequadamente para o discreto através de criacao de uma malha no plano em
que cada pequeno intervalo do continuo € representado por apenas um elemento na malha.

A rasterizagdo consiste, portanto, basicamente em um processo de compilacao de uma quantidade
finita de pontos presentes na malha introduzida no retingulo S ¢ R? associando cada pequena regido
continua a uma Unica entrada numérica conhecida como pixel gerando graficos do tipo bitmap, aos
quais limitamos a apresentacdo e discussao no restante deste trabalho. Neste processo, também €&
necessdrio estabelecer uma fungdo entre as infinitas cores do mundo real com as finitas cores/tons de
um esquema de cores pré-definido; chamamos esta etapa de quantizacao, segundo Marques Filho
e Vieira Neto (1999).

3.2 Bitmaps, matrizes e esquemas de cores

A primeira abordagem de uma imagem na forma matricial (bitmap) foi feita por Russel Kirsch
no National Institute of Standards and Technology, em 1957. Kirsch utilizou uma fotografia de
seu filho e a reproduziu usando uma malha quadriculada usando as cores preta e branca, conforme
apresentado por Scuri (1999).

Em uma imagem bitmap define-se pixel como a menor parte da imagem digital, ou seja, ele €
uma unidade de discretizacao utilizada na representacdo computacional das imagens continuas via
rasterizacdo. Para cada pixel atribui-se uma cor e, desta forma, € possivel representar as imagens de
modo discreto; adicionalmente esta representacdo permite o processamento € armazenamento em
sistemas computacionais.

A discretizagdo de uma imagem pode ser identificada facilmente com o uso de qualquer visuali-
zador de imagens. Para isto, basta abrir qualquer imagem em dar zoom até que se veja apenas uma
parte dela: serd possivel ver os pixels que, graficamente, apresentam-se como pequenos quadrados.
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Na Figura (2)) é possivel,no painel a direta, os pixels correspondentes a pequena regido retangular
destacada na imagem do painel a esquerda.

Figura 2: Esquerda: imagem digital de um copo. Direita: zoom da regido retangular destacada na
imagem da esquerda. Producgdo dos Autores.

Dado o processo de captura de uma imagem real, tem-se que uma imagem digital bitmap €
representada computacionalmente por uma matriz A,,x, onde cada elemento a; ; € A € associado a
um ndmero natural (ou subconjunto de naturais) que representa uma cor ou tonalidade. Em notacdo
matematica, temos:

ao,o0 ao,l e apn-1
aio ai o aln-1
A=| | . . . (D
aAm-1,0 Am-1,1 °°° Am-1,n-1

Uma das maneiras mais comuns pelas quais faz-se a associacdo de cores aos elementos da
matriz A € via definicdo de uma fung¢do f : A — P em que P € o conjunto de todas as triplas
ordenadas (R, G, B) onde R, G e B indicam tonalidades de vermelho (red), verde (green) e azul
(blue), respectivamente. Como Gonzalez e Woods (2010) apontam, “(...) a maioria das cores
visiveis pelo olho humano pode ser representada pela combinacdo de luzes monocromdticas nos
comprimentos de onda do azul, vermelho e verde”. Em termos matematicos tem-se:

f:A— P

2
a;j — (R,G,B), @

para0 <i<m-1e0< j<n-1. AFigura (3) ilustra a agdo da Fungdo (2).
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Figura 3: Esquema mostrando o sistema RGB. Baseado em Gonzalez e Woods (2010).

O sistema RGB faz uso de 256 tons de cada uma das trés cores “base” e que sao identificadas por
um natural entre 0 e 255. Isto implica na espantosa quantidade de 2563 = 16.777.216 de possiveis
cores a serem utilizadas. O RGB ndo € o unico sistema de cores possivel de ser considerado.
Contudo, neste trabalho restringiremos nossa exposicao a ele.

O tratamento de imagens como matrizes, ainda que sem qualquer formulacdo tedrica, é popular
entre grupos de artesanato. Ao abrir uma revista de bordado do tipo “ponto em cruz”, por exemplo, as
imagens sdo apresentadas em uma malha quadriculada, e portanto, a partir de uma certa discretizacao.
Cada elemento desta malha € um espaco a ser preenchido no tecido por um determinado tipo de
ponto em uma cor pré-fixada por uma codificagdo numérica previamente estabelecida. Notem que
o principio € o mesmo que o utilizado na cria¢do das imagens digitais.

Na Figura ()] apresentamos um exemplo de como estes grupos utilizam as cores na criagio de
imagens: do lado esquerdo a imagem na forma matricial e do lado direito a legenda, indicando qual
cor deve ser utilizada de acordo com o padrao pré-estabelecido.

EIRL CANRANERAN RRRUNE oDRERREERI" (|| 1} soroaporontooE crUZ
1 .dﬁ E‘D1.111
I T T 245.2‘GD255
i mm [ 256 [J261 [ 267
[ 293 @304 [ 314
. 316 D 324 g 370
W@ @ere
[ 926 g 1025[] 1042

Figura 4: Figura em ponto em cruz e a utilizag¢do de cores conforme padrao pré-estabelecido.

3.3 Resolucao de uma imagem digital

Antes de definirmos cada um dos termos € necessdrio esclarecer que o termo resolucao de imagem
¢ frequentemente utilizado para se referir as dimensdes de uma imagem digital, por exemplo 640x480
pixels, apesar dos padrées mundiais ndo reconhecerem tal termo.

A dimensao também € de extrema importancia em uma imagem, pois ela € um parametro para
determinar qual € a dimensao méaxima com que podemos imprimir uma imagem, de modo que ela

2Revista Ponto de Cruz e Croché - N°26. Disponivelemhttp://www.artmanuais.com.br/revistas/arquivo.
pdf/PC_croche.n26.pdf. Acesso em 02/07/2021.
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ainda tenha a aparéncia de uma imagem continua, sem evidenciar os pixels que a compde.

Em umaimagem digital podemos medir e classificar diversos tipos de resolugdes, como a espacial,
a de profundidade, a radiométrica ou a temporal. Neste trabalho abordaremos especificamente os
casos das resolucdes espacial e de intensidade (ou espectral).

A resolugdo espacial € “a medida do menor detalhe que podemos discernir em uma ima-
gem" (SIQUEIRA, 2014). De forma simplificada podemos dizer que se refere a capacidade de
apresentar os detalhes de uma imagem em um determinado espaco.

Scuri (1999) indica que a resolugdo € medida em pontos por polegadas (do inglés, dots per inch
(dpi)). Quanto maior esse valor, mais proximo da imagem real ela serd mas, em contrapartida, mais
espaco de armazenamento se faz necessario. Assim, duas imagens capturadas de um mesmo objeto,
mas que utilizem resolugdes diferentes, terdo tamanhos e quantidade de detalhes diferentes.

Ja a resolugdo de intensidade € “a medida da menor variagdo de nivel de intensidade de uma
imagem” (SIQUEIRA, 2014). Deste modo, a quantidade de variagdes de tons e luminosidades
possiveis na imagem. Quanto maior esse nimero mais proximos estaremos de uma imagem real,
mas, por consequéncia, como no caso da resolu¢do espacial, maior serd o tamanho do arquivo em
que imagem digital serd armazenada.

3.4 Cores em imagens: do binario ao RGB

Nesta Subsec¢ao apresentamos trés tipos diferentes de imagens digitais considerando como critério
de classificacdo o conjunto de cores utilizado em sua constituicdo e ilustremos cada uma com
exemplos para ter por objetivo tornar clara a exposicao feita. Apresentamos as imagens bindrias, as
que utilizam tons de cinza e as coloridas.

3.4.1 Imagens binarias ou booleanas

Dentro do conjunto de bitmap, a imagem bindria € a que apresenta menor resolugcdo de intensi-
dade, pois ela é composta apenas por duas cores: o preto que € representado pelo nimero 0 e o branco
representado pelo nimero 1. Neste caso, a fun¢do f definida pela Equagdo (2) tem contradominio
P = {0, 1}, o que explica o uso do termo booleano.

Consideremos um exemplo: Na Figura (5) podemos visualizar uma matriz A (5 X 5) cujas
entradas sao elementos de P e sua respectiva representacao grafica.

=

Il
otk fd
o R T e R e Y
-0 - D
e e

Figura 5: Numero 9 no formato bitmap gerado por uma matriz bindria.

A baixa variagcdo de cores faz com que a imagem tenha um tamanho de arquivo digital bem
pequeno; entretanto, muitos detalhes acabam se misturando, sendo preenchidos pela mesma cor
e isto retira completamente a maioria dos detalhes da imagem. Atualmente, imagens bindrias sdao
utilizadas para digitalizar textos monocromaticos, criando a “imagem do texto” cujo armazenamento
€ bastante compacto.
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A Figura (6) exemplifica a perda de detalhes em uma imagem bindria. Esta figura foi criada a
partir da Figura (T1)) no software GIMP - GNU Image Manipulation Progranf’]com o objetivo de
obtermos um parametro de comparacao e ser possivel deste modo, visualizar a perda quase que total
de todos os detalhes da imagem original.

Figura 6: Imagem bindria de dimensao 1080 x 1080. Producdo: Os autores.

Ao fazermos a conversdo de uma imagem colorida para uma imagem bindria temos como
resultado uma figura com mesma dimensdo, onde os maiores valores matriciais sao transformados
em branco e os menores valores sdo transformados em preto, como mostrado na Figura (0)).

3.4.2 Imagens em Tons de Cinza

Ao inserirmos variagdes de tons de cinza em uma imagem, estamos nos referindo a resolucao de
intensidade de uma imagem. Por questdes de processos de armazenamento e quantizacdo, os niveis
de intensidade de luz em uma imagem (L) costumam ser representados por poténcias de 2:

L=2% comkeN 3)
Os bits b necessdrios para armazenar uma imagem digital de dimensd@o m X n sdo:
b=mxnxk. €))

Quanto maior o valor de k mais bits disponiveis para cor, interferindo diretamente nos detalhes
de uma imagem. Quanto menor a quantidade de tons utilizados, menos suave serd a transicao de
tons na imagem, isso cria trechos blocados ao invés de mudancgas sutis de cores. Notemos ainda que
k =1 corresponde as imagens bindrias.

Normalmente as imagens em escala cinza utilizam k = 8, gerando a possibilidade do uso de
28 = 256 intensidades diferentes de cinza identificadas pelo uso do conjunto P = {0, 1,2, ..., 255}
como contradominio da Fungéo (2)) e cujos menor e maior valores representam o preto e o branco,
respectivamente. Estes 256 tons de cinza estdo no limite de percep¢iao do olho humano.

Consideremos a Figura (7) cujo painel superior a esquerda é uma versdo da Figura (1) mas
manipulada de modo que fosse possivel visualiza-la em 256 tons de cinza e onde destacamos uma
pequena regido retangular.

No painel a direita da mesma figura é possivel ver a ampliagdo da regido destacada feita de
tal modo que os pixels tornam-se visiveis e no painel inferior da Figura vemos a matriz cujas
entradas ay, ,, com 0 < i < 15 estdo associadas aos respectivos tons de cinza de cada pixel.

3Disponivel gratuitamente em https://www.gimp.org/. Acessado em 01 de julho de 2021.
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Para realizar esse procedimento utilizamos o software FIJT¥ especifico para o processamento de
imagens em codigo aberto, que dentre outras funcionalidades converte facilmente uma imagem em
uma planilha digital. A escolha do software se deu principalmente por ser livre, ndo exige muito
processamento dos computadores quando utilizado para as tarefas que apresentaremos mais adiante
e por ter uma interface simples e intuitiva, ainda que ele seja em inglés.

Tomemos inicialmente um recorte da figura, como apresentado em (7). Conseguimos perceber
como a torre é formada com pixels em tons cinzas.

Figura 7: Imagem digital em 256 tons e zoom da regido destacada. Produ¢do dos Autores.

Dentro do ambiente do FIJI abrimos essa figura e visualizamos o espaco de trabalho escolhendo
a opcdo Open no menu File. A conversdo da imagem em uma tabela de dados € feita via subitem
Image Results no menu Image conforme mostrado na Figura (8). Como resultado desse processo
temos a Figura (9)

[ (Fiji Is Just) Image)

File Edit Process Analyze Plugins Window Help
gjola e O o] o [ &
Adjust »
Show Info Ctri+l
Properties... Ctrl+Shift+P
Color )
Stacks L]
Hyperstacks »
Crop Ctrl+Shift+X
Duplicate. Ctrl+Shift+D
Rename.
Scale. Ctri+E
Flip Horizontally
Zoom »| Flip Vertically
Overlay » Flipz
Lookup Tables .| Rotate 90 Degrees Right
Rotate 90 Degrees Left
Annotate * Rotate.
T * Translate
Video Editing *l Bin

Convert
Convolve
Threshold 4

Results to Image

Figura 8: Processo de conversdo de uma imagem monocromatica para uma tabela numérica. Pro-
ducdo: Os Autores.

4Disponivel gratuitamente em https://fiji.sc/. Acessado em 03 de julho de 2020.
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Y19 113 113 113 113 113 113 113 116 108 116 92 83 75 51 49 63 44 55 54 57 91 86 106 97 102 101 102 104
Y20 116 116 116 112 116 115 111 110 113 106 90 86 71 57 62 44 44 55 55 61 90 79 119 102 100 100 102 102
¥21 116 116 116 116 116 116 117 116 108 106 95 86 66 62 64 48 52 55 54 52 93 73 129 9 102 97 102 104
¥22 113 116 116 116 116 117 116 116 108 106 96 83 71 62 62 49 52 52 55 58 89 78 118 106 100 100 102 100
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Y28 116 115 116 118 118 118 118 120 113 108 96 81 75 66 61 55 69 52 68 68 89 118 113 106 108 108 106
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Figura 9: Parte da imagem da torre e uma parte da tabela representante dessa figura. Produgdo: Os
Autores.

O processo segue o mesmo modelo quando trabalhamos em imagens monocromadticas ou em
escala RGB. Quanto maior a dimensao de uma matriz A,,x, maior serd a dimensdo da imagem
associada e quanto maior for sua resolu¢do de intensidade, maior a quantidade de variagdes de tons
de cinza.

Figura 10: Imagens de dimensdes 1080 x 1080 para diferentes resolucdes de intensidade. Producao:
Os Autores.
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As variagdes dos niveis de intensidade de luz podem parecer quase imperceptiveis na primeira
imagem do quadro, pois ela possui 256 tons de cinza, mas quando esse valor diminui a imagem
tende a parecer menos real. Na dltima imagem (que possui uma resolugao de intensidade menor) ja
€ possivel ver que as nuvens estdo blocadas e os tons no céu tem menos variagoes.

Se considerarmos a imagem (@), bindria, temos 2! opgdes de cores. Deste modo, a imagem
necessita de 1.166.400 bits para seu armazenamento. Para a primeira imagem do painel superior
da Figura (T0) em que temos 2% possibilidades de cores, precisamos de 9.331.200 bits para seu
armazenamento de acordo com as Equacdes (3) e @). A diferenca de espago necessério para o
armazenamento da imagem em suas versoes monocromdtica € com 256 tons de cinza € igual a
700%. Isto mostra o quanto imagens de qualidade estdo diretamente relacionadas com grande
necessidade de espago para seu armazenamento.

3.4.3 Imagens coloridas

No caso das imagens coloridas, ao invés de um valor numérico de cada pixel, utilizamos uma
tripla ordenada, como ja mostramos anteriormente na Subse¢do (3.2). A estrutura dessa tripla
depende de onde essa imagem estd inserida. Sejamos mais especificos: nos aparelhos emissores
de luz (televisdo, projetores, etc) sao utilizados frequentemente o padrao RGB, mas quando estas
precisam ser utilizadas em dispositivos que ndo emitem luz (como impressoras, por exemplo)o
computador converte para o padraio CMYK (Cyan, Magenta, Yellow, Black) IGNACIO, 2013).

Ap06s avangos no sistema de captura de imagens digitais novos padrdes de cores foram formados,
como o HSL (Tonalidade, Saturacdo e Luminancia) e o HSV (Matiz, Saturagcao e Valor) para citar
alguns. Para detalhes, consulte IGNACIO, 2013).

Tlustramos o uso de cores segundo o padrio RGB em uma imagem digital na Figura (T1).
Observemos como € possivel visualizar com riqueza de detalhes e tons, o contetido da imagem sem
qualquer manipulacdo adicional.

Figura 11: Imagem colorida de dimens@o 1080 x 1080. Produgdo: Os Autores.

4 Operacoes com matrizes geradoras de imagens

Dado que, no contexto deste trabalho, uma imagem digital tem como representagdo uma matriz de
nimeros naturais podemos manipula-las utilizando operacdes matriciais. Nesta Se¢ao apresentamos
alguns fundamentos da manipulacdo de imagens via operacdes elementares efetuadas com as matrizes
que as representam e mostramos as conexdes entre estas operacdes no espaco das matrizes com 0s
efeitos/alteracdes provocadas nas imagens.
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Para tanto, seja Az o conjunto das matrizes quadradas de dimensdo 3 que representam imagens
com 8 tons de cinza, ou seja, cada entrada numérica a;; € Az, para i, j = 1,2, 3 expressa por um
natural no intervalo 0 < a; ; < 7. Neste conjunto, a titulo de exemplo, tomemos trés matrizes P, Q e
R em Aj:

0 2 4 00O 0 2 6
P=|(1 3 4(,0=1(3 3 3| eR=1|3 3 6 (5)
5 6 7 1 10 3 47
Essas matrizes geram respectivamente as imagens:
Figura 12: Imagem das matrizes P, Q e R, respectivamente.
Fazendo a soma das matrizes P e Q temos:
02 4
P+0=1|4 6 7 (6)
6 7 7

€ essa matriz representa uma imagem que existe no contexto em que estamos trabalhando. Agora
observe que:

0 4 10
P+R=14 6 10 (7)
8 10 14

¢ uma matriz que ndo pertence ao conjunto Az uma vez que em suas entradas numéricas existem
valores superiores a0 miximo permitido. Em uma perspectiva matemdtica, portanto, vemos que A3
ndo é fechado para a operacdo de adicao.

Quando executamos operacdes aritméticas sobre imagens, considerando as suas respectivas
representacdes matriciais, podemos nos deparar com problemas de underflow ou overflow, que em
linguagem informal significam a existéncia de entradas (na matriz resultante) cujos valores sdo
negativos ou superiores a0 miximo permitido. Na adicdo de duas imagens com L tons de cinza
podemos obter facilmente algum valor superior a L, assim como na subtracao de imagens, podemos
obter valores negativos. Em situagdes como essas existem basicamente duas solugdes:

* Truncamento: os valores acima e abaixo do mdximo e minimo permitidos, respectivamente,
sdo truncados para estes e assim, no caso da imagem de L tons, os valores maiores do que
L-1, sdo substituidos por L-1 e valores negativos tornam-se nulos. Apesar dessa estratégia ser
simples, ela apresenta grandes limitagdes uma vez que uma quantidade significativa de pixels
presentes na imagem serdo associados com as cores branca e preta, o que provoca a perda dos
detalhes presentes da imagem.

* Normalizacao: neste caso consideramos o intervalo real /; cujo extremo inferior (superior)
¢ igual ao menor (maior) valor da matriz e depois aplicamos uma normalizacdo em que o
valor méximo seja L — 1 (nos casos de overflow) e o valor minimo seja 0 (nos casos de
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underflow), fazendo com que os valores em /| sejam proporcionalmente escalados para o
intervalo numérico / = [0, L — 1]. Especificamente, sejam fiin € fmax OS respectivos valores
minimo e méaximo de /;. Entdo a Equacdo (8)) indica como o intervalo I} = [ fiin, fmax]
€ normalizado para o intervalo / = [0, L — 1] fazendo com que as entradas de A sejam
automaticamente normalizadas para uma nova matriz A, -

L-1
Anorm = ————(A = fnin - 1d) - U, ®)
f max — f min
em que /d € a matriz identidade e U € a matriz unitdria. Note que /d e U possuem a mesma
dimensao que A.

De (7)), aplicando a normalizacdo de acordo com a Equagdo (8)), temos:

1 025
(P+R)n0rm:§(P+R): 2 35
4 5 7
Caso o resultado da normalizacao seja racional podemos arredonda-lo ou truncé-lo uma vez que

as entradas da matriz devem ser naturais. Apresentamos a comparacao visual dos dois modos da
soma das matrizes P e R na Figura (I3).

Figura 13: Visualizagdo de P + R com truncamento e normalizac@o a esquerda e a direita, respecti-

.\“

‘\ T
Figura 14: Painel Superior: Imagens em 256 tons de cinza. Painel Inferior: Soma destas duas
Imagens usando Truncamento (a esquerda) e Normalizacao (a direita). Fonte: Os Autores.
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Na Figura (I4) temos um exemplo de overflow no processo de soma de duas imagens (as
representadas no painel superior). Nela, aplicamos o processo de truncamento (figura a esquerda
do painel inferior) e o processo de normalizacao (figura a direita do painel inferior). Note como o
truncamento deixa a imagem resultante com uma quantidade significativa de pixels brancos.

Além da operacdo de soma entre duas matrizes podemos também trabalhar outras operacdes
entre elas e também com escalares reais. Sejam X1, X, X3 matrizes de mesma ordem e 4 € R um
escalar qualquer; a Tabela (I)) indica a correspondéncia entre algumas das operacdes que podem
ser definidas e seu efeito visual nas imagens em que sdo aplicadas (MARQUES FILHO; VIEIRA
NETO, 1999).

Operacao Efeito na Imagem Digital
Soma de Matriz com
Escalar Real Versao mais clara ou mais escura de X
(X, = X1 + AU, onde U € uma conforme o sinal do escalar A € R.

matriz com entradas iguais a 1)

Produto de Matriz por Versdo cuja intensidade de cores aumenta ou diminui
Escalar Real proporcionalmente a A € R alterando
X2=4-X1) o brilho da imagem original X.

Subtracdo de Matrizes Detecc¢ao das diferengas entre duas imagens em relacao

(X3=X2 - X1) as intensidades de cores presentes em cada uma delas.

Tabela 1: Operacdes com Matrizes e suas Interpretagdes no Contexto das Imagens Digitais. Adap-
tado de Marques, 1999.

5 Imagens digitais: possibilidades para o ensino de matematica

Nesta Secao apresentam-se algumas possibilidades de praticas docentes com o uso de imagens
digitais cujo objetivo geral é o de permitir que os estudantes estabelecam relacdes entre matrizes,
coordenadas e imagens digitais ainda na Educacdo Bdsica. Buscam-se, neste contexto, novos
significados a conceitos tedricos como matrizes, coordenadas no plano e principio da contagem que
estejam em concordancia com o estabelecido na BNCC para a drea de Matematica.

5.1 Abordagem no ensino fundamental

Os objetivos de aprendizagem em Matematica para a segunda etapa do Ensino Fundamental, de
acordo com a BNCC, incluem a identificagdo de coordenadas cartesianas em diferentes contextos e
a utilizacdo de malhas quadriculadas.

De maneira mais especifica, a BNCC apresenta para o 5° Ano a possibilidade de trabalhos
com desenhos através de coordenadas; na pagina 297 do documento se 1&: “(EF0SMA14) Utilizar
e compreender diferentes representacoes para a localizagdo de objetos no plano, como mapas,
células em planilhas eletrénicas e coordenadas geogridficas, a fim de desenvolver as primeiras
nogoes de coordenadas cartesianas". A mesma pratica estd inserida nos anos seguintes, citando
situacdes de redimensionamento de imagens através da tecnologia como registrado na pagina 303:
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“(EF06MAZ21) Construir figuras planas semelhantes em situacoes de ampliacdo e de reducdo, com
o uso de malhas quadriculadas, plano cartesiano ou tecnologias digitais” .

Neste contexto, a abordagem sugerida para o Ensino Fundamental II encontra-se estruturada
em trés atividades e baseia-se na constru¢io de imagens em malhas quadriculadas, com a posterior
edi¢do dela em um visualizador de imagens seguidas de ampliacOes e/ou redugdes. A indicagdo € que
as atividades apresentadas na sequéncia sejam desenvolvidas em duplas e que, antes de aplicéd-las, o
professor as realize para se familiarizar com o processo.

Atividade 01: Em uma malha quadriculada de dimensdes 20 X 20, solicite que o aluno fagca um
desenho pintando os quadradinhos usando apenas o lapis de cor preta.

Deve-se estimular os alunos para que aproveitem o maior espago possivel da malha quadriculada,
seja introduzindo mais de um objeto ou introduzindo detalhes variados.

Ap6s esta atividade, propde-se que as duplas apresentem e expliquem os desenhos feitos e, que
sejam trabalhadas simultaneamente no¢des como area e perimetro considerando o quadradinho e seu
lado como medidas padrdes. Questdes como “Qual o desenho de maior drea e de maior perimetro?”,
“Qual o de menor drea e menor perimetro?”, “O desenho de maior drea tem o maior perimetro?”,
“Existem desenhos diferentes com drea ou perimetros iguais?” sao sugeridas para este momento e
contemplam paralelamente outros objetivos de aprendizagem da BNCC.

Atividade 02: Utilizando o Bloco de Notad?| transforme o desenho em uma tabela numérica,
indicando o quadradinho preenchido (preto) com o nimero 0 e os ndo preenchidos (branco) com o
nimero 1. Na primeira linha, insira o c6digo P1 e na segunda linha as dimensdes da malha quadricu-
lada (estas duas primeiras linhas sdo necessdrias para a correta geracao da imagem posteriormente).

Durante esta atividade deve ser feita uma introdug@o aos conceitos bdsicos de imagens digitais
com comentarios sobre a associacdo do preto com o nimero 0 e do branco com o nimero 1, como
apresentado na Figura (9.

P1

20 20

o o0 01011O0O0O0O1I1TT1TO0OI1T1TUO0OO0OT1TO0
1 110 0 0101O0O0O0OO0OO0DI1IT1TT1ITUO0OUO0OO0

Tabela 2: Exemplo de arquivo de texto contendo uma imagem bindria de dimensdes 20 X 20.

Ao finalizar o preenchimento da tabela numérica no arquivo texto € necessario salvar o arquivo
seguindo alguns cuidados: (i) O nome do arquivo deve seguir o formato NomeDoArquivo.pmb,
tornando o arquivo no formato .pmb (Portable Bitmap). Caso o nimero de entradas inseridas na
tabela seja inferior a dimensdo indicada na segunda linha, o préprio visualizador de imagens a
completard com pixels pretos.

Atividade 03: Usando o editor de imagens Gimp[®| abra o arquivo de texto criado na atividade
anterior e compare o resultado com o desenho original feito na malha quadriculada.

Serd necessario dar zoom na imagem gerada para facilitar sua visualizacdo: como a atividade se
desenvolve em uma malha de dimensdes pequenas,a imagem gerada também terd dimensao pequena.
Questdes como “A imagem no computador é a mesma que feita na malha quadriculada?”, E possivel
dizer que a tabela numérica e o desenho feito sdo representagoes diferentes mas equivalentes de um

SConsiderando o sistema operacional Windows.
SE importante notar que tal procedimento ndo funciona no Paint, editor de imagens nativo do Windows.
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mesmo objeto?” e outras podem guiar a discussdo com os alunos. O importante é que o principio
digital das imagens bindrias seja compreendido.

5.2 Abordagem no ensino médio

Nessa etapa da escolarizacdo os curriculos apresentam matrizes definindo-as de maneira formal
e certamente os alunos ja possuem os conceitos bdsicos envolvendo coordenadas no plano.

Os alunos no Ensino Médio ja conseguem trabalhar nos contextos de imagens bindrias, mono-
cromadticas e coloridas, inclusive com possibilidade de trabalho interdisciplinar como por exemplo:
(a) a aplica¢ao de métodos de capturas de imagens fotograficas digitais como montagem de cendrios
em Artes, (b) o estudo da estrutura pela qual o olho humano capta a luz em Biologia e (¢) até mesmo
considerando o conceito de cor associado a comprimentos de onda na Fisica; para citar algumas
disciplinas com as quais o tema que propomos neste artigo e direcionado para a Matemdtica pode
ser desenvolvido com cardter interdisciplinar (ALMEIDA; MAGRINI; BARONI, 2020).

Considerando a influéncia que as redes sociais exercem sobre os adolescentes € possivel que
sejam discutidos processos de conversdo de imagens e tratamento via filtros que sdo geralmente
aplicados pelos jovens nas imagens e registros que realizam nas redes.

Esta € a etapa em que uma abordagem formal das operagcdes matematicas em matrizes deve ser
feita e, acreditamos que o contexto de interpretd-las como modificacdes/transformagdes nas imagens
digitais, pode fornecer um contexto motivacional para o estudo tedrico do tema. Para isso o professor
pode contar com planilhas eletronicas, além do GIMP e F1JI (ja citados anteriormente).

No FIJI, ao abrir a tabela numérica, como apresentado na Figura (9)), é possivel exportar em
formato “.csv", que € um arquivo de valores separados por virgulas. Para executar qualquer mani-
pulac@o numérica nesse arquivo € necessario transforma-lo em uma planilha comum. Tal processo
pode ser feito seguindo os seguintes passoy’t

» Selecione a primeira coluna

» Escolha a Guia "Dados"e selecione a opc¢do "Texto para colunas"
» Clique em "Avancgar".

» Na Secdo Delimitadores selecione apenas a caixa da "Virgula".
» Clique em "Avancar'e "Concluir".

O arquivo resultante € a planilha que ja havia sido exibida no FIJI.

Dentro do ambiente de uma planilha eletrdnica, o professor deve explorar conceitos de adi¢ao e
multiplicacdo de escalar, construcao de histograma com os dados obtidos, dentre outras possibilida-
des ja listadas no artigo.

Para os alunos identificarem o resultado das operagdes efetuadas € necessario fazer o processo
reverso, ou seja, converter a tabela em um arquivo de valores separados por virgula (na opcao de
“Salvar como..."ja tem essa fun¢do) e converter o arquivo em “.csv"para imagem, no FIJI. Com isso
os alunos identificardo de forma prética como cada transformac@o matricial impacta diretamente na
imagem gerada.

7Estamos usando como referéncia o Microsoft Office Excel .
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5.3 Abordagem na educacao de jovens e adultos - EJA

Para esse modalidade de ensino o professor deve ter um olhar ainda mais atento pois cada
rede oficial de ensino possui sua prépria proposta para o ensino de Jovens e Adultos; ainda assim,
independente de a organizacdo desta modalidade de ensino se dar por ano, ciclo ou via projetos,
existem também possibilidades de se trabalhar com imagens digitais em um contexto matematico
com este puiblico. E possivel levantar discussdes sobre o avango dos aparelhos de fotografia, pois
muitos alunos podem lembrar de suas antigas cAmeras analégicas, VHS, dentre outros recursos, além
da possibilidade de serem feitos resgates de “fotografias” em meio fisico de grande valor afetivo
para os alunos e que provavelmente, ja apresentam algum grau de deterioracao.

Ainda que de modo mais informal, o professor pode explicar o processo de captura de imagens
digitais, ensinando a eles como fotografar utilizando celulares ou cameras digitais, promovendo
antes das discussoes do conteido, aulas de inclusdo digital. Também € possivel pedir para que
eles tragam “fotografias” antigas e com o auxilio de um scanner, converté-las em imagens digitais
explicando a eles que a imagem armazenada dentro de um dispositivo eletronico é uma matriz. A
sequéncia pode ser finalizada com exemplos em contextos reais, como o de artesanato citado nesse
trabalho, permitindo que cada um crie sua imagem, seja com o recurso da malha quadriculada ou
com planilhas eletronicas. Inclusive esta etapa pode ser usada no desenvolvimento de atividades
envolvendo coordenadas cartesianas.

6 Conclusoes e sugestoes de trabalhos futuros

A fundamentac¢do tedrico-matematica ligada aos conceitos de imagens digitais e a alguns de seus
fundamentos apresentados neste trabalho apresentam forte conexdo com alguns contetdos préprios
da matemadtica escolar como matrizes, principio fundamental da contagem, além de coordenadas
cartesianas como demonstrado ao longo do texto. Nesta perspectiva, como também propomos neste
artigo, € possivel explorar a conexao intrinseca entre as imagens digitais e sua fundamentagao ma-
temadtica nos niveis Fundamental e Médio da escolarizacdo formal. Neste sentido, as possibilidades
de utilizagdo das imagens digitais como recurso didético vai de encontro a BNCC que sugere um
trabalho docente integrado ao uso de recursos tecnoldgicos, dada a necessidade da formacgdo de
cidaddos capazes de lidar com a tecnologia de modo responsavel .

Também apresentamos possibilidades de usar as imagens digitais como recurso diddtico na
Educacao de Jovens e Adultos, que apresenta suas proprias especificidades e para a qual existe o
adicional potencial de promover a inclusdo digital de uma parcela significativa da nossa populagdo
que vive a margem de uma sociedade em que as relacdes interpessoais e de trabalho baseiam-se em
aspectos tecnolégicos que ela ndo compreende ou domina.

Como trabalhos futuros sugerimos que outros conceitos ligados a tecnologia sejam explorados
como recursos didaticos extrapolando a nossa escolha pelo uso das imagens digitais e a aplicacdo
in loco das préticas que aqui apresentamos como possibilidades para os diversos niveis de ensino,
seguida de uma reflexdo critica dos resultados alcancados. A presente discussdo faz parte de pesquisa
em curso desenvolvida pelo primeiro autor com orientacdo do segundo, no ambito do Programa de
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT).
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