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A Loégica do Muito descrita em um sistema de
tablos

The Logic of Many presented in a system of tableaux

Resumo

O conceito de ‘muitos’ nos remete naturalmente a uma no¢ao
de quantificacdo. Todavia, esta quantificacdo nao tem um en-
tendimento unico e satisfatério como os usuais quantificadores
‘para todo’ e ‘existe algum’. Gracio (1999) introduziu um sis-
tema logico de primeira ordem, o qual denominou de ‘Légica
do Muito’, que formaliza uma proposta de estrutura matema-
tica para o conceito de ‘muitos’. Este trabalho apresentou a
Logica do Muito em um sistema axiomatico dedutivo, que es-
tende a l6gica cldssica de primeira ordem com elementos que
formalizam a nog¢do de Grécio para o conceito de ‘muitos’.
Neste artigo, delineamos a Légica do Muito em um sistema
de tablds, que € uma forma alternativa de sistema dedutivo,
em geral, tido como mais econdmico e com deducdes mais
simples. Naturalmente, demonstramos a equivaléncia dedutiva
entre o sistema axiomatico original e o sistema de tablos aqui
introduzido.

Palavras-chave: Muitos. Légica quantificacional. Sistemas
dedutivos. Tablos.

Abstract

The concept of ‘many’ naturally lead us to a notion of quantifi-
cation. However, this quantification does not have a unique and
satisfactory understanding as for the usual quantifiers ‘for all’
and ‘exist some’. Gracio (1999) introduced a first order logical
system, that was named by ‘Logic of Many’, whose formalize
the mathematical structure proposed for the concept of ‘many’.
That paper described the Logic of Many in an axiomatic deduc-
tive system, which extends the first order classical logic with
elements that formalize the notion of Gracio for the concept of
‘many’.

In this article, we present the Logic of Many in a system
of tableaux, that is an alternative way of deductive system,
in general, more economic and with simpler deductions.
Furthermore, we proof the deductive equivalence between
the original axiomatic system and the system of tableaux
introduced in this paper.

Keywords: Many. Quantificational Logic. Deduction systems.
Tableaux.
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1 Introducao

Mostowski (1957), com o artigo “On a generalization of quantifiers”, inaugurou um novo t6-
pico de pesquisa em Ldgica, as 1dgicas generalizadas, ao evidenciar a incapacidade dos cléssicos
quantificadores l6gicos V (para todos) e 3 (existe algum), e demais quantificadores definidos a partir
destes, de expressar alguns relevantes conceitos matematicos, tal como a concep¢do numérica de “a
maioria”, uma por¢do enumerdvel, uma quantidade infinita de elementos, entre outros.

Para tanto, Mostowski passou a caracterizar e formalizar de modo apropriado novos quantifica-
dores, os chamados quantificadores generalizados, que foram integrados ao desenvolvimento 16gico
usual da légica de primeira ordem (EITER; GOTTLOB; VEITH, 1999; VAANANEN, 1999).

Lindstrom (1966) generalizou o tratamento dos quantificadores de Mostowski ao permitir o
uso de vdrias varidveis e formulas que formalizam, nessas condi¢des, importantes propriedades da
matematica e da teria dos conjuntos.

Como desdobramento, nas décadas de 1960 e 1970, vivenciamos um enorme desenvolvimento
de pesquisas sobre esses novos quantificadores na Linguistica, na Computacgao e na propria Logica
(VAANANEN, 1999).

No contexto das pesquisas com temas 16gicos, o interesse central deu-se no uso dos quantifi-
cadores generalizados para caracterizar estruturas matematicas importantes, mas nao definiveis em
termos da usual linguagem de primeira ordem. Paralelamente, linguistas como Barwise e Cooper
(1981) analisavam a inter-relagdo dos quantificadores 16gicos com questdes das semanticas das lin-
guagens naturais, mais uma vez, nao definidos a partir dos quantificadores usuais V e 3. Sdo exemplos
destes quantificadores naturais os termos ‘muitos’, ‘uma boa parte’, ‘a maioria’, ‘bastante’, ‘poucos’,
entre outros. De modo complementar, investigadores buscaram explorar a acao dos quantificadores
16gicos em estruturas finitas, ou em procedimentos algoritmicos, de carater finito (VAANANEN,
1999).

O tema de pesquisa chegou ao Brasil. Sette, Carnielli e Veloso (1999) introduziram no artigo
“An alternative view of default reasoning and its logic” um sistema l6gico, nomeado de Ldgica
dos Ultrafiltros, para formalizar o tema conjuntista e algébrico dos ultrafiltros, com a intencao de
interpretar os conceitos linguisticos de ‘quase sempre’ ou ‘quase todos’.

Gricio (1999) desenvolveu em sua tese “Ldgicas moduladas e raciocinio sob incertezas” um
conjunto de légicas, as Logicas Moduladas, cujo sistema formal “[...] pode ser considerado uma
abstracao do sistema de Sette, Carnielli e Veloso para a formaliza¢do da nocao de ‘quase todos” ”
(GRACIO, 1999, p. 105).

Loégicas moduladas sdo casos de ldgicas generalizadas que complementam a logica cldssica
de primeira ordem, caracterizando-as pelo acréscimo de novos quantificadores generalizados na
linguagem de primeira ordem. Esses novos quantificadores sdao planejados para representarem
nog¢des indutivas do tipo ‘muitos’, ‘a maioria’, ‘uma boa parte’ e ‘quase todos’, como apresenta a
autora com os seus quantificadores modulados.

Neste trabalho, concentramo-nos numa destas 16gicas moduladas, a Logica do Muito de Grécio
(GRACIO, 1999). A pioneira, ao desenvolver a Légica do Muito, tinha como meta formalizar
sentencas com a no¢ao intuitiva de ‘muitos individuos de um dominio’. De acordo com o considerado
anteriormente, ela inseriu um novo quantificador generalizado G na linguagem de primeira ordem,
com o significado seguinte: (Gx) ¢(x) indica que ‘muitos x satisfazem ¢(x)’.

Como nossa contribuicdo original, apresentamos esta Légica do Muito de Grécio (GRACIO,
1999), inicialmente descrita num sistema dedutivo axiomadtico, num sistema de tablos, que é método
dedutivo alternativo ao axiomadtico ou Hilbertiano.

Assim, para facilitar o entendimento global do artigo e como forma de destacar os topicos
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mencionados, entdo apresentamos elementos de 16gicas moduladas, e a sua particularizacdao dada na
Loégica do Muito. Relembramos nog¢des basicas sobre os tablos e, entdo, introduzimos um sistema de
tablds para a Légica do Muito e verificamos a equivaléncia entre o sistema de tablos aqui introduzido
e o sistema axiomatico original de Grécio (GRACIO, 1999).

2 Loégicas moduladas

Apresentamos nocdes breves sobre as 16gicas moduladas.

Considere L uma linguagem de primeira ordem, com simbolos para predicados, funcdes e
constantes, fechada para os operadores —, A, V, — e, também, para os quantificadores J e V.

Denotamos por L(Q) a extensdo da légica de primeira ordem L obtida pela inser¢do de um
quantificador generalizado Q (quantificador modulado).

As formulas (e sentengas) de L(Q) sao aquelas de L acrescidas das férmulas geradas pela cldusula
seguinte:
- se ¢ é uma féormula de L(Q) e x ocorre em ¢, entdo (Qx)¢(x) € uma férmula de L(Q).

As conceitualizagdes cldssicas de varidvel livre e ligada em uma férmula sdo estendidas ao quan-
tificador Q, isto €, se x € livre em ¢, entdo x ocorre ligada em (Qx)¢(x). Denota-se por ¢(x)(t/x) o
resultado da substituicao de todas as ocorréncias livres em ¢ da varidvel x pelo termo ¢. Por questdes
de simplicidade, quando ndo houver confusio, representaremos apenas ¢(z) ao invés de ¢(x)(¢/x).

Em termos semanticos, dada uma estrutura cldssica de primeira ordem A, com dominio A, e Q
um conjunto de subconjuntos de A, tal que @ ¢ Q, isto €, Q C P(A) — 0. A estrutura modulada
para L(Q), indicada por AQ, é determinada pelo par (A, Q).

A interpretacdo dos simbolos relacionais, funcionais e constantes individuais de L(Q) é a mesma
de L em A.

A satisfacdo de uma férmula de L(Q) em uma estrutura AQ é definida recursivamente, do modo
usual, acrescentando-se a cldusula seguinte:

- seja ¢ uma férmula cujo conjunto de varidveis livres esteja contido em {yy, ..., y,} e conside-
remos uma sequéncia @ = (ay, ...,a,) em A. Entéo:

AL (Ox)¢[x,d] @ {be A: AYE ¢[b,d]} € Q.

Em resumo, ao determinar Q a partir de estruturas matemadticas, Gracio (1999) analisa proposi-
¢oes do tipo ‘maioria’, ‘muitos’ e ‘para uma boa parte’.

A l6gica dos ultrafiltros, introduzida em Sette, Carnielli ¢ Veloso (1999) procurou formali-
zar proposicoes do tipo ‘quase todos’ ou ‘geralmente’, e também deve ser entendida como uma
particularizacdo das 16gicas moduladas.

Verifica-se que as no¢des de verdadeiro e falso, intrinsecas aos quantificadores modulados, €
dependente da l6gica subjacente, pois depende de qual medida (quantificacdo) estamos usando e
que “[...] deve ser incluida como parte do modelo antes que as sentengas tenham qualquer valor de
verdade estabelecido” (BARWISE; COOPER, 1981, p. 163).

As nocdes semanticas usuais como modelo, validade, consequéncia légica, entre outras, podem
ser apropriadamente adaptadas.
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F Os axiomas de L(Q) sdo aqueles de L com os axiomas da identidade acrescidos dos seguintes
axiomas para o quantificador Q:

(AXD) (Vx)(¢(x) & ¢ (x)) = ((Qx)¢e(x) — (Qx)y(x))

(AX2) (Qx)p(x) = (Qy)¢e(y)

(Ax3) (Vx)p(x) — (Ox)@(x)

(Ax4) (Qx)¢(x) — (Ax)p(x).

Dada uma interpretacio com universo A em AQ e as férmulas ¢, ¥, com exatamente uma
variavel livre x, entdo indicamos os conjuntos [¢] ={a € A : plal} e [¥] ={a € A : ylal}.

Intuitivamente, os axiomas indicam que: (Ax3) se todos os individuos satisfazem ¢, entdo Q
individuos de A satisfazem ¢, ou, ainda, que A € Q; Em (Ax4) tem-se que 0 ¢ Q. Em (Ax1)
evidencia-se que, se [¢] e [¢] sdo idénticos, entdo um deles pertence a Q se, e somente se, 0 outro
também pertence a Q. O (Ax2) apenas registra a substitutibilidade para vardveis livres.

Em termos de regras para os sistemas modulados adere-se as usuais de L (MENDELSON, 1964),
a saber: Modus Ponens (MP) e Generalizacao (Gen).

As defini¢des de sentenga, demonstragcdo, teorema, consequéncia ldgica, consisténcia, dentre
outras, para L(Q), sao definidas de modo semelhante as caracterizadas para a l6gica cldssica.

3 Alogica do muito

A Logica do Muito é um caso particular da l6gica modulada, motivada pela formalizacao da no¢ao
de ‘muitos’. Esta vaga no¢do associa-se, neste artigo, como a concep¢ao de um conjunto grande de
evidéncias, mas ndo necessariamente com a ideia de majoritdrio (em termos de cardinalidade).

3.1 Familia fechada superiormente propria de conjuntos

Carnielli e Grécio (2008) consideram que as seguintes propriedades devem ser contempladas ao
se formalizar a ideia de ‘muitos’, que expressa “‘um conjunto grande de evidéncias™:

(1) se ¢ € uma sentenga verdadeira para todos os membros do dominio, entdo ¢ € verdadeira para
muitos individuos deste universo;

(i) se ¢ € uma sentenca verdadeira para muitos individuos, entdo hd ao menos um elemento do
universo que satisfaz ¢;

(1i1) se o conjunto de elementos que satisfazem ¢ estd incluso no conjuntos de elementos que
satisfazem ¢, e hd muitos membros que satisfazem ¢, entdo hd muitos membros que satisfazem .

Estanocao de ‘muitos’ pode ser representada, matematicamente, pelo conceito de familia fechada
superiormente propria de conjuntos.

Definicao 1 Uma familia fechada superiormente propria de conjuntos no universo E é uma cole¢do
M C P(E) tal que:

WHEeM,

(ii) 0 ¢ M,

(iii) Se B M e B C C, entdo C € M.
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3.2 Um sistema axiomatico para ‘muitos’
Seja L a légica clédssica de primeira ordem com a igualdade. A Légica do Muito, denotada por

L(M), € obtida a partir de L do seguinte modo.

Os axiomas de L(M) sdo todos os axiomas de L acrescidos de novos axiomas relativos ao novo
quantificador M, denominado quantificador do muito que denota “para muitos x, ¢(x)”:

(Ax1) (Vx)(p(x) © ¢ (x)) = (Mx)p(x) — (Mx)y(x))

(Axp) (Mx)e(x) = (My)e(y), quando y é livre para x em ¢(x)
(Ax3) (Vx)p(x) — (Mx)p(x)

(Axq) (Mx)p(x) — (3x)¢(x)

(Axs) (Vx)(p(x) = ¢ (x)) = (Mx)p(x) = (Mx)y(x)).

As regras dedutivas para L(M) sao as mesmas de L, especificamente:

(MP) Modus Ponens: ¢, ¢ — ¥ |
(Gen) Generalizacdo: ¢ / (Vx)p(x).

A intui¢do original de ‘muitos’ estd formalizada nos axiomas (Ax3) — (Axs).
Os dois primeiros axiomas t€m a tarefa de tornar possivel a adequacao com o modelo proposto.

3.3 O modelo em primeira ordem

Seja A uma estrutura cldssica de primeira ordem com universo A.

Definicao 2 Uma estrutura de familia fechada superiormente propria de conjuntos, denotada por
AM, para (M), é obtida a partir da estrutura A acrescida de uma familia fechada superiormente
propria de conjuntos M.

A interpretacdo das relagdes, fungdes e simbolos de constantes é dado como a interpretacdo de
L com relacdo a A.

Definicio 3 A satisfacdo de uma formula ¢ de L(M) em uma estrutura A, é indutivamente
definida como o modo usual adicionada da seguinte clausula:

e se ¢ é uma formula cujo conjunto de variaveis livres estd contido em {x} U {y1,...,y,} e
a=(ay,...,a,) é uma sequéncia de elementos de A, entdo:

AME (Mx)p[x,d] & {be A: AME [b,d]} € M.
Para uma sentenga (Mx)p(x), tem-se:
AME (Mx)p(x) @ {ac A: AM k£ p(a)} € M.

Carnielli e Gracio (2008) provaram que a estrutura de familia fechada superiormente prépria de
conjuntos AM sio modelos corretos e completos para L(M).
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4 Tablos para a légica do muito

Os primeiros sistemas de tablos tiveram origem a partir dos sistemas de provas desenvolvidos
por Gentzen (1969), e foram aperfei¢coados e difundidos por Smullyan (1995). Os sistemas de tablos
classicos e pioneiros caracterizaram-se pela obediéncia a propriedade das subférmulas,! como nos
calculos de sequentes de Gentzen, e ainda por ser um método dedutivo por refutagao.

Suponhamos que nos seja dada uma férmula ¢ para analisarmos a sua validade (dedutibilidade)
no sistema légico em que estamos trabalhando. Para tanto, partimos, como hipétese, da negagdo
da férmula ¢, ou seja, supomos que —¢ € vdlida. Se apds aplicarmos todas as possiveis regras do
sistema, chegarmos a uma contradi¢do 16gica, entdo entendemos que a férmula ¢, que inicialmente
supomos como valida, ndo pode ser aceita. Dada a bivaléncia do sistema, entdo a férmula ¢, em
questao, € valida. Caso contrdrio, dizemos que ela nao é vdlida.

Antes de delinearmos o método em si, exporemos algumas definicdes que sdo essenciais para
uma melhor compreensao da teoria, as quais foram retiradas de Matulovic (2008), Silvestrini (2007)
e Smullyan (1995).

Consideramos, inicialmente, a definicao de arvore, visto que um tablo pode ser caracterizado
como uma arvore constituida de nés ou pontos.

Cada n6 ou ponto, de acordo com Silvestrini (2007), denota uma férmula associada com a
férmula inicialmente dada.

A utilizacdo do termo ‘drvore’ faz referéncia as arvores genealdgicas em razao de sua semelhanca
estrutural com os nascimentos hierdrquicos de familiares.

Distinguem-se dois tipos de nds ou pontos: (i) os nds sucessores imediatos que, conforme o
proprio nome sugere, ocorrem imediatamente apds algum ponto; (ii) 0s nds apenas sucessores, que
em algum momento sucedem um determinado ponto.

As concepgdes de sucessor e sucessor imediato sdo sempre relativos a algum ponto.

Sejam A um conjunto ndo-vazio de nds ou pontos, € R uma relacdo sobre A, isto ¢, R C A X A,
cuja especificidade estd em determinar a relagdo (antecessor X sucessor) entre os elementos de A,
ou seja, xRy denota a concepc¢ao de que o né x € antecessor ou predecessor de y. Neste caso, ond y
€ o sucessor de x.

Definicao 4 Uma drvore é uma estrutura A = (A, R), que satisfaz as seguintes propriedades
(MATULOVIC, 2008, p. 55):

1. existe um unico no, denominado raiz ou origem e denotado por r, que ndo possui elementos
antecessores, ou seja: ~3dx € A, xRr

2. todo né, distinto da raiz, possui um tinico antecessor, isto é, se y € A,y # r, entdo Az € A
tal que zZRYy

3. arelacdo R ndo possui ciclos, isto é, =3{xy, ...,x,} C A de modo que: x;RxsR...Rx

4. sey é um ponto sucessor imediato de x, isto é, xRy, entdo o nivel n de y é o nivel de x acrescido
de uma unidade

n(y) =n(x) + 1.

Propriedade das subférmulas: Trata-se de um procedimento utilizado em demonstracdes ou provas que usa como
elementos de andlise apenas subférmulas da férmula inicial considerada, ou seja, analisa-se apenas as subférmulas da
férmula que se quer demonstrar (MORTARI, 2001).
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Atribui-se um nivel para cada n6 ou ponto de uma arvore A por uma funcao que associa a cada
ponto ou né x da drvore um nimero inteiro positivo, do seguinte modo:

n:A—>N
se y é araiz, entdo n(y) = 1
se xRy, entdo n(y) = n(x) + 1.

Um n6 ou ponto final ou terminal ndo tem qualquer tipo de sucessor.

Os pontos com um tnico sucessor imediato sao denominamos de pontos simples. Os pontos
com mais de um sucessor imediato sdo os pontos de juncao.

De acordo com Smullyan (1995), um caminho ou ramo € uma sequéncia finita ou infinita porém
enumeravel de pontos, que se inicia no ponto da origem, tal que cada termo da sequéncia, exceto o
ultimo, € o predecessor de um préximo. Naturalmente, o dltimo ponto de um ramo € um ponto final.

Um ramo constituido por um conjunto finito de pontos € dito finito. Do contrério, ele € um ramo
infinito.

Uma arvore € finitamente gerada quando cada ponto dela tem apenas uma quantidade finita de
sucessores.

Como o método é fundado na propriedade das subférmulas de Gentzen, temos como fundamentais
os conceitos de formulas e subférmulas do sistema.

Assim, caracterizam-se como formulas imediadas aquelas que obedecem as seguintes condi¢des:

* a férmula —¢ tem como subférmula imediata ¢;
* as férmulas ¢ Ay, ¢ V¥, ¢ — ¥ t€m como subférmulas imediatas ¢ e ¢/;
* varidveis proposicionais nao t€ém subférmulas imediatas.

Conforme Smullyan, “¢ € uma subférmula de ¢ se, e somente se, existe uma sequéncia finita
que se inicia em ¥ e termina em ¢, de maneira que cada termo da sequéncia, exceto o primeiro, €
uma subférmula imediata do termo precedente?” (SMULLYAN, 1995, p. 8, tradugdo nossa).

A estrutura de arvore consiste do seguinte: no topo da drvore colocamos a féormula dada ¢. Os
nds abaixo sao as subformulas da formula ¢. Em cada tabld, se a validade de uma férmula estiver
condicionada com a validade das suas subférmulas, entdo dispomos essas subférmulas abaixo
férmula na drvore, ou seja, ocorrem num mesmo ramo. Em particular, se a validade da férmula
depende apenas de uma das subformulas, entdo as subférmulas aparecerdo em ramos distintos na
arvore, isto é, a formula gerard uma bifurcagdo (dois ramos), de modo que em sua sucessao, cada
subformula estard em um ramo distinto (MATULOVIC, 2008, p. 58).

Em razdo da complementariedade da Légica do Muito em relagdo a Légica de Primeira Ordem,
muitas das propriedades e defini¢des vélidas para a segunda também se aplicam para a primeira. No
entanto, hd diferencas em termos das regras referentes ao quantificador modulado M, bem como na
clausula de fechamento dos tablds, conforme exposto na subsecdo seguinte.

4.1 Asregras de expansao

O operador generalizado M, vinculado a definicdo de familia prépria fechada superiormente,
impde ao sistema dedutivo da Légica do Muito a necessidade de se elaborar um novo conjunto de

2Usamos a notagdo ¢ e ¢ ao invés de Y e Z para mantermos a coeréncia de notacdo das férmulas no decorrer do
artigo.
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regras para subsidiar as caracteristicas proprias desse sistema.

As regras que representam o operador M no sistema dedutivo de tablds, o qual denotaremos por
Tabl[L(M)], sdo as seguintes:

(i) Regra M,

1 (Mx)p(x)
1 p(a)

&)

para um novo termo a.
De modo intuitivo, tem-se que se hd muitos individuos que satisfazem uma dada propriedade
¢(x), entdo existe pelo menos um elemento que a satisfaz.

(i1) Regra M»

0 (Mx)e(x)
0 p(a)

2)

para um novo termo a.
Esta regra destaca que se conjunto de evidéncias que satisfazem uma tal propriedade nio tem
muitos individuos, entdo ndo € o caso que ela seja satisfeita por algum elemento.

(iii) Regra M3

0 (Mx)(ex)Vy(x))
0 (Mx)p(x) 3)
0 (Mx)y (x)

A definicao de familia fechada superiormente determina que numa unido de conjuntos, se um
(ou mais) de seus constituintes goza da propriedade de ‘ter muitos elementos’, entdo toda a unidao
também terd muitos elementos. Analogamente, se a unido de conjuntos niao goza da propriedade de
ter um conjunto grande de elementos que a satisfaz, entdo cada um dos seus conjuntos constituintes
também nao terd um conjunto grande de elementos.

(iv) Regra My

I () (e(x) & ¢(x))
L (V) (e(x) = ¥(x)) (4)
L (V) (x) = ex)

Regra que contempla propriedades vdlidas da LPO (Légica de Primeira Ordem). Assim € uma

regra cldssica e estd aqui apenas para simplicidade, pois a sua inser¢do decorre da necessidade de
utiliza-la nesse formato antes de instancia-la, como ocorre nos tablos tradicionais para a LPO.
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(v) Regra M5

I (Y)(ekx) = y(x)) )
0 Mx)o(x) | 1 (Mx)y (x)
Essa regra deriva do Axioma 1 da Légica do Muitos (L(M)) e da propriedade dos condicionais
associados a bi-implicagao.
Para a efetividade do método Tabl[L(M)], o sistema deve ser executado na seguinte ordem:

1. Aplicacdo das regras dos tablds cldssicos inerentes aos operadores (A, V, —, <) e dos quan-
tificadores (V, 3) (sem instanciacio).

2. Aplicar as regras especificas do Tabl[L(M)].
3. Instanciagdo das férmulas.
4. Andlise das cldusulas de fechamento

Em termos de clausulas de fechamento para Tabl[LL(M)], temos a defini¢do seguinte:

Definicao 5 Um ramo de um tablé em Tabl[IL(M)] é fechado se ocorre uma das condigcées seguintes:
(i) ¢ e @ (clausula de fechamento dos tablos classicos),
(ii) (Mx)p(x) e =(My)p(y), para situacdes em que y é uma varidvel livre para x em ¢(x).

Seguem alguns exemplos de tablos de Tabl[L(M)], conforme Matulovic (2008).

Exemplo 6 ((Mx)p(x) vV (Mx)y(x)) — (3x)(¢(x) V ¢ (x))

(@ O (Mx)(x) V (Mx)(x)) = (3x)(p(x) V¥ (x))  Inicio do tablo
(b) 1 ((Mx)p(x) V (Mx)y(x))  Regra do condicional em (a)
(c) 0 (3x)(p(x) V¥ (x))  Regra do condicional em (a)
(d) 1 (Mx)e(x) | 1 (Mx)y(x)  LPCem(b)
(e) 1 ¢(a) | 1 ¢(b)  Regra M em(d)
(f) 0 p@)vy(a) | 0  ¢la)Vy(a)  LPOem(c)
(g) O eb)vy() | 0 @b)Vvy()  LPOem(c)
(h) 0 ¢(a) | 0 @)  LPCem(f g)
(i) 0 ¥ (a) | 0 y(b)  LPCem(f g)
X | X
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Exemplo 7 (Mx)(p(x) V —¢(x))

(@ 0 (Mx)(¢(x) V =@(x))  Inicio do tablo
(b) 0 o(a) vV —p(a)  Regra M em (a)
(c) O o(a)  LPCem(b)
d 0 ~¢(a)  LPCem(b)
(e) 1 o(a)  LPCem(d)
X

A comprovacdo da correcdo (corretude) e completude da Légica do Muito em tablds ocorrerd do
seguinte modo: primeiro, ndo perderemos de vista a adequacao (correcdo e completude fortes) de
Grécio (1999); a seguir, mostraremos que a toda dedugdo no sistema axiomatico corresponde uma
deducdo no sistema de tablds; por fim, que a cada dedugdo do sistema de tablos corresponde uma
consequéncia semantica no modelo de L(M).

5 A equivaléncia entre os sistemas dedutivos

Com vistas a demonstrarmos a equivaléncia entre o sistema Tabl[LL(M)] e o sistema hilbertiano
proposto em Gracio (1999), denotado por L], ,(M) 3, desenvolveremos o seguinte:

Ui, om ¢ © T L my ¢

[ FrabiLm)] @

Ao demonstrarmos que I' b,z (y) ¢ < T IFrabi[L(m)] ¥, €stabelecemos uma equivaléncia dedu-
tiva entre os dois sistemas. Considerando que em Gracio (1999) estao demonstrados os Teoremas de
Correcdo e Completude para a Légica do Muito, entdo o sistema por tablds, Tabl[L(M)] também é
correto e completo para a semantica da Secao 3.3.

Observacao 8 O simbolo - representa a dedugdo no sistema de tablos.

Algumas defini¢cOes e teoremas expostos abaixo foram inspirados em Carnielli, Coniglio e
Bianconi (2005).

Definicido 9 Se I'U{¢} é um conjunto de formulas de (M), entdo I" deduz analiticamente ¢, o que
é denotado por T 1 @, se existe um tablo fechado para o conjunto I' U {=¢}.

Por vezes, o conjunto I' U {=¢} é indicado por (I", —¢p).

Definicao 10 Um conjunto T de formulas de IL(M) é T-inconsistente (inconsistente por tablés) se
existe um tablo fechado para T'.

3Em Grécio (1999) a autora denotou a Légica de Primeira Ordem por L], , e a da Légica do Muito por L], ,(G).
Na versao original o quantificador ‘muitos’ foi indicado por G.
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Uma regra central para as nossas demonstracdes seguintes, que € valida tanto para a Ldgica
Proposicional Classica (LPC), quanto para a Légica de Primeira Ordem (cldssica) (LPO), € a
introdugdo ao corte. Em razdo disto, veremos que ela é preservada ao complementarmos a LPO
com o quantificador generalizado M na L(M).

Teorema 11 (Introdugdo do Corte) Os conjuntos (I', @) e (I', =) sdo T-inconsistentes se, e somente
se, o conjunto I' é T-inconsistente?.

Demonstracdo 1 (<) Se I é T-inconsistente, entdo (I', ¢) e (I', =) sdo T-inconsistentes.

Se I' é T-inconsistente, entdo hda um tablé fechado para I'. Pela Monotonicidade, se ' C A e
I" é fechado por tabld, entdo também A também é fechado por tablo. Logo (I, ¢) e (I', =) sdo
T-inconsistentes.

(=) Se (', @) e (I', =) sdo T-inconsistentes, entdo I é T-inconsistente.

Em Carnielli, Coniglio e Bianconi (2005) esta uma demonstragdo deste teorema para a linguagem
L = {v,=}. Estenderemos para a linguagem da Logica do Muito, comecando pela insercdo do
condicional e depois pelos quantificadores, um a um.

1. Para a inser¢do do condicional na linguagem L = {V, -, —}, teremos o caso em que ¢ é
¢ =

Por hipdtese, (I, (¢ — ¥)) e (I, = (¢ — ¥)) sdo T-inconsistentes. Pela Definicdo 9, cada
conjunto T-inconsistentes admite um tablo fechado. Dai, ou hda um tablo fechado para I (e
nada precisa ser acrescentado) ou o tablo fecha pela inclusdo da formula condicional:

(a)

r
=Y
-0 | ¥

x | x

Como esse tablo é fechado, entdo ¢ ocorre no ramo a esquerda, e ~ ocorre no ramo a direita

a partir de T'.
(b)
r
(¢ —=¥)
1
Y
X

4Com vistas a uma simplificacdo de notagdo, substituimos os valores de verdade O e 1, pelo sinal (=) da negacdo, e
a auséncia de marcacdo para a afirmacgdo. Logo, (—=(Mx)¢(x)) indica que ndo sdo muitos os individuos que satisfazem
¢(x) e (Mx)e(x)) indica que muitos individuos satisfazem ¢(x). No momento adequado retornamos com a notagio
usual.
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Como o tablé é fechado, entdo —¢ ou  ocorre no tablo de T

Como devem ocorrer (a) e (b), entdo ha um tablo fechado paral e, portanto, I é T-consistente.

2. Para a inclusdo do quantificador universal em L = {V,—, —,V}, consideramos que ¢ é
(Vx)p(x):

Por hipotese, (I, (Vx)p(x)) e (I, =(Vx)@(x)) sd@o T-inconsistentes e pela Definicdo 9, existe
um tablo fechado para cada um destes conjuntos. Assim:

(a)

r

(Vx)p(x)
¢(x), para todo x
X

Entdo, temos que = ocorre no tablo de T

(b)

r

—(¥Yx)e(x)
—p(x), X novo no ramo
X

Logo, ¢(x) ocorre em T, para um x novo no ramo.

Como valem (a) e (b), entdo 1" é T-inconsistente.

3. Para a inclusdo do quantificador generalizado em L = {V, -, —,V¥, M}, tomamos que: ¢ é
(Mx)p(x)):

Como (I', (Mx)p(x)) e (I', =(Mx)@(x)) sao T-inconsistentes, entdo existe um tablé fechado
para cada um destes conjuntos. Dai:

(a)

r

(Mx)e(x)
X

Como o tablé é fechado, entdo tem-se —=(Mx)p(x), ou =(3Ix)p(x), ou =¢(a), para alguma
nova constante a ocorre no tablo de T'.

(b)

r
~(Mx)p(x)
X
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Diante disso, ocorre no tablo de I': (Mx)@(x) ou (Vx)p(x). Com o intuito de demonstrar
que " é T-inconsistente, avaliaremos todas as combinacoes possiveis entre os distintos tipos
de formulas que podem estar inseridas no tablo de 1', lembrando que (a) e (b) ocorrem

conjuntamente.

o =(Mx)p(x) e (Mx)p(x). Trivialmente, I é T- inconsistente.

o =(Mx)p(x) e (Vx)p(x). De (¥x)@(x) temos ¢(a), para todo a, inclusive para o —¢(a),
origindrio da instanciacdo de =(Mx)p(x). Logo, I é T- inconsistente.

* =(Ix)p(x) e (Mx)p(x). De =(3x)p(x) tem-se =¢(a), para todo a, inclusive para o
w(a), oriundo da instanciacao de (Mx)¢(x). Logo, T" é T- inconsistente.

* =(Ix)p(x) e (Vx)@(x). Por andlise direta, I" é T- inconsistente.

Logo, aregra do corte pode ser aplicada em contexto de férmulas generalizadas pelo quantificador

M.

5.1 Do sistema axiomatico para os tablos

Verificamos, agora, a primeira parte da equivaléncia entre os dois sistemas considerados.

Teorema 12 Do sistema hilbertiano para os tablos:

Ubpr ) ¢ = T erapiimn) ¢

Demonstragdo 2 Por indugdo sobre o comprimento da dedugdo U bz () ¢.

* Para deducdo de comprimento 1, ou sejan = 1, tem-se que ¢ € I" ou ¢ é um axioma de L(M):

— sep €I, umtablo de ' U {—p} certamente fecha.

— se ¢ é um axioma, entdo deve ter a forma de algum dos esquemas de axiomas. Mostremos
que para cada axioma especifico da Logica do Muito existe um tablé fechado:

Axs 2 (V) (¢(x) = ¥ (x)) = (Mx)e(x) = (Mx)y(x))

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)

()

0

(V1) (@(x) = ¥(x)) = (Mx)e(x) & (Mx)y(x)) Inicio do tablé
(Vx)(¢(x) > ¢(x))  Regra do condicional em (a)

(Mx)p(x) = (Mx)y(x)  Regra do condicional em (a)
(Mx)g(x)  Regra do condicional em (c)

(Mx)¢(x)  Regra do condicional em (c)

(Mx)p(x) | 1 (Mx)y(x) Regra Ms em (b)

Axz : (Vx)p(x) = (Mx)p(x)
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(a)
(b)
(c)
(d)

(e)

AX4 :

(a)
(b)
(c)
(d)

(e)

A)C1
(a)

(b)
(c)
(d)
(e)
()

(g)

0 (Vx)p(x) = (Mx)e(x) Inicio do tablo
1 (Vx)p(x) Regra do condicional em (a)
0 (Mx)ep(x) Regra do condicional em (a)
0 e(a) Regra M, em (c), para um termo a
1 w(a) Regra do Universal em (b)

X
(Mx)e(x) — (Tx)p(x)

0 (Mx)g(x) = (I)g(x)  Inicio do tablé
1 (Mx)g(x)  Regra do condicional em (a)
0 (I1)g(x)  Regra do condicional em (a)
1 ¢(a)  Regra My em (b), para um termo a
0 ¢(a)  Regra do existencial em (c)
x
D (Vx) (e(x) © ¥(x) = (Mx)e(x) = (Mx)y(x))

0 (Vx) (p(x) © ¥ (x)) = (Mx)p(x) = (Mx)y(x)) Inicio
1 (Vx)(¢(x) & ¥(x))  Regra do condicional em (a)
0 (Mx)p(x) - (Mx)y(x))  Regra do condicional em (a)
1 (Vx) (@ (x) = ¥ (x)) Regra My em (b)
1 (Vx) (Y (x) = ¢(x)) Regra My em (b)
1 (Mx)@(x)  Regra do condicional em (c)
0 (Mx)y(x)  Regra do condicional em (c)
% \
0 (Mx)g(x) Msem (d) 1

(Mx)y(x) Ms em (d)
| |

X X
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Axy 1 (Mx)p(x) = (My)e(y), quando y é livre para x em ¢(x)

(@) 0 (Mx)p(x) = (My)p(y)  Inicio
(b) 1 (Mx)p(x) Regra do condicional em (a)
(c) O (My)e(y) Regra do condicional em (a)

x Condicdo de fechamento em (b) e (c).

* Para deducoes de comprimento maior que 1, isto é, n > 1.

Consideremos uma deducdo (61, ..., 0, = ¢), no sistema axiomdtico, a partir de um conjunto
I" com comprimento n.

Pela hipotese da indugao, para toda formula 6; da dedugdo, para i < n, ha uma dedugdo por
tablo.

Para demonstrarmos que I + ¢, precisamos avaliar cada situacdo que gera 6, = ¢ na
deducgado:

(i) sei = 1, entdo ¢ é uma premissa ou um axioma da Logica do Muito, e a mesma justificativa
da base da inducdo se aplica.

(ii) se i > 1, entdo ¢ = 6,, foi deduzida a partir da aplicacdo de alguma das regras de
inferéncia do sistema: Modus Ponens ou Generalizacdo.

(1) Modus Ponens (MP):
F'ry — o
_ Try

Trg ©)

Sabemos que ¢ é obtido de 6; =y e 6; =y — ¢, com (i, j < n) por Modus Ponens.

Pela hipotese de inducdo e definicdo 9, temos que:

(a) T'U {=y} é fechado por tablé.

(b) T U {=(¥ — @)} é fechado por tablo.

Da Definicdo 10, temos que T'U {—=y} e T U {=(¢ — @)} sdo T-inconsistentes. Da LPC
obtemos que I' U {—y} e I' U {¢, ~p} sdo T-inconsistentes.

Dai, pelo Teorema 11 da Introdugdo ao Corte, temos que o conjunto I'U{—¢} é T-inconsistente
e, portanto, I' I .

(2) Generalizagao:

I'F (Yx)y(x) = ¢(x)
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A sentenca (Nx)y € obtida de 6; =, parai < n pela regra de Generalizacdo.

Para verificarmos que I" v (Vx)y(x), basta um tablo fechado para T U {=(Vx)y(x)}. Mas,
pela hipétese de indugdo, sabemos que ha um tablé fechado para " U {—(x)}.

Assim:
(i) T
(i) 0 V()

(iii) 0 Y (a), para um novo termo a no ramo.

Portanto, T' - (Vx)y (x).

Concluimos, deste modo, que se I" vy pr) @, entdo U FgapiLimy) -

5.2 Dos tablos para a consequéncia semantica

Mostraremos a deducdo do sistema de tablds desenvolvidos neste artigo implica a consequéncia
semantica da Logica do Muito de Grécio.

Uma ideia subjacente e central € a verificacdo de que cada uma das regras propostas em
Tabl[L(M)] pode ser deduzida no sistema axiomatico ou hilbertiano inicial.

Como para a Légica do Muito vale a completude forte I' + ¢ & I' E ¢, entdo, por deducao
vamos mostrar a validade das regras de Tabl[L(M)].
Teorema 13 As regras de Tabl[IL(M)] preservam a validade.

Demonstracdo 3 Para cada regra de Tabl[IL(M)] faremos uma dedugdo no sistema axiomdtico com
as mesmas hipoteses e conclusoes:

(1) Regra My : (Mx)g(x) + @(a), para um termo novo a:
(a) (Mx)p(x) Premissa

(b) (Mx)p(x) = (Ix)p(x) Ax3

(c) (Ax)p(x) MP em (a) e (b)

(d) o(a) LPO em (c).

(2) Regra My : ~(Mx)g(x) + —~(a), para um novo termo a.

(a) ~(Mx)ep(x) Premissa
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(b) (Vx)p(x) — (Mx)p(x) Axy
(c) ~(Vx)p(x) MT em (a) e (b)
(d) —~¢(a) LPO em (c).

(3) Regra M3 : ~(Mx)(¢(x) V §/(x)) F =(Mx)o(x) A =(Mx)y(x))

(a) = ((=(Mx)p(x) A =(Mx)¢¥(x))) Negacdo do consequente
(b) == (Mx)p(x) V ==(Mx)y(x) De Morgan em (a)
(c) (Mx)p(x) V (Mx)y(x) Dupla negacdo em (b)

(d) (Mx)p(x) V (Mx)y(x) = (Mx)(e(x) V¢ (x)) Teorema sobre muitos

(e) (Mx)(p(x) V¢ (x)) MP em (c) e (d)).

(4) Regra My é classicamente valida.

(5) Regra Ms : (Vx)(@(x) = ¢(x)) F =(Mx)p(x) v (Mx)y(x)

(a) (Vx)(o(x) = ¢¥(x)) Premissa

(b) (Vx)(¢(x) = ¥ (x)) = (Mx)e(x) = (Mx)¢(x))  Axs

(c) (Mx)p(x) — (Mx)y(x) MP em (a) e (b)

(d) ~(Mx)p(x) V (Mx)y(x) LPC em (c).

O teorema anterior nos diz que se temos um conjunto vélido de férmulas e sobre ele aplicamos
as regras de expansdo do sistema de tablos, devemos determinar um conjunto valido de férmulas.
Como numa dedugdo por tablé temos um conjunto fechado ao acrescentarmos a negacao da tese,

entdo a contradi¢do tem que vir da férmula acrescida que é a negacdo da tese. Portanto, tem que
valer a tese.

Definiciio 14 Um ramo de um tablé T é vilido sob um modelo A se todo ponto do ramo é vilido
sob AM,

Definicao 15 Um tablé T é vilido sob um modelo AM se pelo menos um ramo de T é vilido sob
aM.

Teorema 16 Do sistema de tablos para a consequéncia semdntica:

U kabiiuony) ¢ = T ELr  (m) -
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Demonstracio 4 Consideremos um tablo T e uma estrutura AM para as formulas que ocorrem em
qualquer ponto de T.

Se um tablé T, é uma extensdo imediata de Ty, entdo T, é valido em todo modelo que valida T,
pois se Ty é vdlido, entdo contém um ramo valido 1. Como Ty é determinado a partir de Ty pelo
acréscimo de 1 ou 2 sucessores ao ponto terminal do ramo 1y de Ty, entdo a proposicdo anterior
garante que a aplicacdo das regras do tablo preservam a validade dos ramos validos.

Isto mostra que toda extensdo imediata de um tablo T que é valido para um modelo AM é ainda
vdlido para este modelo. Segue por inducdo, que se um tablé T tem sua origem vdlida sob AM,
entdo T tem que ser vilido sob AM.

Um tablé fechado ndo pode ser vilido sob qualquer modelo AM, logo a origem do tablé também
ndo pode ser vilida sob qualquer modelo AM e, portanto, a origem de um tablé fechado tem que
ser insatisfativel (ndo tem modelo).

Assim, ndo hd um modelo AM tal que AM £ T'U {—¢}, ou seja, todo modelo AM de T é modelo
degpel E .

Ao demonstrarmos os Teoremas 12 e 16, podemos concluir que:
r "]L(M) Y S r ”‘]L(M) ()
)
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Portanto, demonstramos que o sistema de tablos proposto para a Légica do Muito € equivalente
ao sistema hilbertiano introduzido por Grécio para a Légica do Muito.

6 Consideracoes finais

Este trabalho destaca alguns aspectos conceituais e metodoldgicos interessantes.

Num primeiro momento, temos a revisdo da Légica do Muito de Gracio (GRACIO, 1999),
que € uma tentativa inicial de formalizar uma no¢do do quantificador muitos. Dentre numerosos
quantificadores generalizados ou estendidos, o conceito de ‘muitos’ é um bastante dificil de ser
conceituado. Ele depende muito da nocdo a ser tratada. Por exemplo, se dizemos que muitos
brasileiros sdo analfabetos, entdo digamos 5% deles ja dd uma nocdo de muitos; mas se dissermos
que muitos brasileiros ndo gostam de carnaval e apresentarmos 5% deles, entdo nao teremos a
mesma avaliacdo para muitos. Isto decorre das impressdes que temos sobre estes conceitos de
muitos, analfabetismo e aceitacdo do carnaval. Por outro lado, se dissermos que a maioria dos
bauruenses gostam de café, basta termos a metade e mais um. Se dissermos que quase todos
bauruenses falam Portugués, basta um indice que se aproxime do todo. S@o quantificadores mais
simples de serem tratados. Entdo uma proposta, mesmo que nao completamente satisfatoria, ja ajuda
na discussao.

Posteriormente, tratamos da variacdo de sistemas dedutivos, no caso de um sistema axioma-
tico e outro por tablds. A variagdo ja conta de modo relevante, mas tratid-los com linguagem
quantificacional agrega algum grau de dificuldade.

Como uma tultima observagdo, nem sempre dd para fazermos novos sistemas de tablés como os
cldssicos com exatamente duas regras para cada operador e tal que cada regra aplicada gera apenas
subférmulas (principio das subférmulas dos tablos analiticos). No caso deste sistema de tablos, as
regras para o novo quantificador sdo em maior nimero e ndo simétricas, mas ndo geraram férmulas
mais complexas que a formula anterior, e o principio das subférmulas estd presente nas regras.
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