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Funcoes wavelet e transformada wavelet
continua: representacao simultanea nos
dominios do tempo e da frequéncia

Wavelet functions and continuous wavelet transform:
simultaneous representation in time and frequency domains

Resumo

O objetivo deste artigo € o de apresentar as funcdes wavelet
e a transformada wavelet continua enfatizando a representa-
cdo de fungdes, ou sinais, simultaneamente nos dominios do
tempo e da frequéncia, sendo este Ultimo termo interpretado
em seu significado fisico. Trata-se de tema atual e recente de
pesquisa com poucas referéncias de qualidade em Lingua Por-
tuguesa e com o qual os estudantes de Matematica, em geral,
ndo possuem contato durante sua formacdo. O trabalho apre-
senta os conceitos fundamentais pertinentes as wavelets e , via
exemplos, apresenta ilustracdes simples, porém didéticas, dos
tépicos considerados. Nao hd pretensdo alguma em se fazer
uma exposi¢do completa e exaustiva, haja vista a existéncia de
proficua literatura de referéncia em Lingua Inglesa. Espera-se
que ao final da leitura deste trabalho o leitor sinta-se motivado
a estudar wavelets tanto em seus aspectos tedricos quanto em
seus aspectos numérico/computacional e aplicado.
Palavras-chave: Wavelets. Transformada wavelet continua.
Dominios do tempo e da frequéncia. Andlise tempo-escala.

Abstract

This work presents the wavelet functions and the continuous
wavelet transform, emphasizing the representation of functions,
or signals, simultaneously in the Time and Frequency Domains;
here, the word Frequency is used in the physical sense. The
wavelets it is a actual research field but with few quality refe-
rences in Portuguese and, in general, undergraduate students
in Mathematics do not study the themme along your initial for-
mation. This article presents the fundamental concepts about
wavelets and, using simple examples presents the principal to-
pics about then. We do not pretend to write a complete and
exhaustive exposition, once there are several good and rigorous
references in English but we hope that the reader fell yourself
motivated to study the wavelets in their theoretical, numerical,
computational and applied aspects after read of this paper.
Keywords: Wavelets. Continuous wavelet transform. Time
and frequency domains. Time-scale analysis.
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1 Introducao

Consideramos neste trabalho apenas o espaco das fun¢des reais ou complexas quadrado-integraveis,
isto €, o espago cujos elementos sdo funcdes de uma varidvel real ou complexa cujo quadrado do
valor absoluto € integravel sobre toda a reta real, embora generaliza¢des das discussodes apresentadas
possam ser feitas considerando outros espacos de fungdes.

Sob uma perspectiva histdrica o interesse pela decomposi¢do de fungdes f como séries infinitas
envolvendo senos e cossenos, correspondendo ao que hoje se conhece como série de Fourier, deve-se
as pesquisas do matemadtico franc€s Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 - 1830) na drea de conducdo
do calor publicadas em sua obra principal, Théorie Analytique de la Chaleur, de 1822, onde é dada
€nfase a representagdo de fungdes f via séries envolvendo senos e cossenos de frequéncias angulares
bem definidas (FOURIER, 1822).

Definimos os harmdnicos fundamentais como os elementos do conjunto de frequéncias angulares
presentes na representagdo de uma funcdo f como uma série de Fourier. No caso de f ser periddica
ou ser a soma de um conjunto finito de fungdes { f;};=12..., periddicas, o correspondente conjunto
de harmdnicos € finito contendo apenas 1 ou n frequéncias fundamentais, respectivamente. No caso
em que f € ndo periddica podemos aproxima-la tdo bem quanto se queira considerando a aplicagcao
de um truncamento na série de Fourier apds um certo nimero de termos.

Nas dreas aplicadas, em que f € em geral uma funcao cuja varidvel independente tem o significado
fisico da grandeza escalar tempo, diz-se que f estd representada no dominio do tempo. O dominio
do tempo, contudo, ndo se mostra como o ideal para as dreas aplicadas em que se buscam detectar
periodicidades ou comportamentos similares em fendmenos tipicos da Astronomia, Fisica Solar e/ou
Geofisica Espacial, por exemplo.

Assim, fundamentada nas descobertas de Fourier acerca da representacdo de funcdes, na sim-
plicidade da representacdo via harmoénicos no caso de func¢des periddicas f e na possibilidade de
aproximar funcdes nao periddicas por combinagdes lineares de fung¢des periddicas surge a transfor-
mada de Fourier (FT) que, por exceléncia, € o instrumento matemadtico adequado para se decompor
uma fungdo f em suas frequéncias fundamentais, revelando-as.

Ainda que f ndo seja periddica a aplicacdo da FT revela o conteido frequencial de maior
relevancia presente em f cuja soma dos senos correspondentes € uma aproximacdo periddica
suficientemente boa de seu comportamento. Surge, portanto, um novo dominio em que as fungdes
f sao representadas pelas frequéncias que as compde, denominado dominio da frequéncia.

Contudo, o processo de identificacao do conteudo frequencial presente em uma funcao f via FT
implica na perda de toda informag¢do no dominio do tempo de modo que se conhecem as frequéncias
fundamentais de f mas ndo se tem informagdo alguma sobre os instantes de tempo em que estas
frequéncias manifestam-se.

Neste trabalho apresentamos algumas relacdes entre os dominios do tempo e da frequéncia
mostrando que a dicotomia de representacdo neles pode ser atenuada, de modo que somos capazes
de visualizar uma funcio f nos dois dominios ainda que com limitacdes, através da andlise tempo-
escala performada por uma transformada integral envolvendo as denominadas fun¢des wavelet.

O artigo estd organizado como segue: na Secao (2) apresentamos os fundamentos basicos sobre
a FT em conjunto com uma discussao sobre a dualidade da representagdao em tempo e em frequéncia;
a exposic¢ao € breve mas referenciada cuidadosamente para auxiliar o leitor que deseja aprofundar-se
nos topicos tratados. Na Secdo (3) definimos as funcOes wavelet e apresentamos as suas principais
propriedades em conjunto com alguns exemplos ilustrativos. A transformada wavelet continua
(CWT) e a andlise tempo-escala sdo apresentadas na Se¢do (4) com alguns exemplos e na Secao (5)
apresentamos as conclusdes.
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2 Preliminares

Nesta secdo apresentamos uma breve exposi¢do do espago das fungdes quadrado-integraveis e
da FT cujas referéncias foram cuidadosamente escolhidas com o objetivo de oferecer ao leitor que
deseja se aprofundar na teoria aqui exposta bons materiais de consulta e estudo. A exposicdo é
bastante sucinta pelo fato de que os tépicos que aqui tratamos ndo sdo nosso objeto principal de
discussdo mas cujo conteudo constitui um pré-requisito importante para a boa compreensao das
ideias expostas no restante do trabalho.

Consideramos o espaco das fungdes f quadrado-integriveis, denotado por L?(C), ou seja, o

espaco das fungdes f para as quais
/ |f1?dt < oo (1)

o0

onde se define naturalmente o produto interno (, ) entre elementos f, g quaisquer de L?(C) por

() = / Fgd, @)

sendo g o complexo conjugado de g.

O espago L?(C) munido do produto interno definido pela Equagio (2) define um espaco de
Hilbert, ou seja, um espaco completo em relagdo a norma ||, || induzida por este produto interno. A
norma € definida de modo usual pela Equacao (3):

il =VGF R = [ s 3)

Definiciio 1 Seja f € L*(C) qualquer. A energia de f é definida por:

Er =1, 4)

Note que a Definicdo (1) permite que L?(C) seja caracterizado como o espago das funcdes cuja
medida de energia € finita.

Definiciio 2 Seja f € L>(C) uma funcdo continua por partes qualquer. Definimos sua transformada
de Fourier (FT), denotada por f (w), pelo produto interno entre f e a exponencial complexa exp(1wt)
com w €0, 2n] de acordo com a Equacdo (2):

flw) = v%r / : £ (1) exp(—twr) dt, )

onde a constante multiplicativa 1/(V2r) é uma constante de normalizacdo.

E bastante comum encontrar expressoes que definem a FT utilizando outras constantes de nor-
malizac@o que ndo a utilizada por ndés na Equacao (5) e até mesmo encontrar expressoes para a FT
quem nem utilizam constante alguma.

A escolha por uma constante ou outra tem implicagdes apenas na constante que aparecerd na
férmula que expressa a transformada inversa de Fourier (IFT) nao havendo nenhuma outra implicagao
em termos tedricos ou de aplicagdo.
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De modo geral, Sendo ¢ e c; as constantes de normalizacdo da FT e da IFT tem-se que

1
cl1-cy=—,
1 =o
conforme demonstrado em Katznelson, 2004.
Com nossa escolha de normalizacdo para a FT, a Proposicao (3) apresenta a expressao que nos
permite calcular a transformada inversa de Fourier. Para a demonstragao, consulte Katznelson, 2004.

Proposiciio 3 Seja f € L>(C) continua por partes. A FT de f definida pela Equacdo (5) é inversivel
cuja inversa é dada por

1 R
0= = / _ f@)expton do. ©)

Observe a semelhanga entre as Equacdes (5) e (6). A simetria entre elas justifica nossa escolha
pela constante de normalizacdo adotada.

A representacio de uma fungio f € L?(C) nos dominios do tempo ou da frequéncia é dotada de
isometria, ou seja, a energia da funcdo ndo se altera quando se passa de um Dominio a outro; este
fato € relevante porque permite a transposicao entre os dominios sem a introduc@o de redundéncias
e também sem a perda da informacgdo contida em f. Este resultado é conhecido como teorema de
Parseval e €, na verdade, um coroldrio direto do teorema de Plancherel bastando que consideremos
f = g em conjunto com a Definicdo (1).

Teorema 4 (Plancherel) Considere f e g funcoes quadrado integrdveis e continuas em todos os
pontos de seus dominios com FT f(w) e g(w), respectivamente. Entdo:

(f(0), g(0)) = (f(w), §(w)). (7

A FT apresenta uma lista de propriedades altamente relevantes em suas aplicagdes. Destacamos
neste trabalho uma delas: Se f € real entdo seu espectro de poténcia S(w) € simétrico em torno de
w = . A demonstracao desta propriedade e a consulta as demais pode ser encontrada em Oliveira,
2010.

Definicio 5 Considere f € L*(C) uma fungdo continua por partes qualquer cuja FT é f(w). O
espectro de poténcia de Fourier para f, denotado por S(w), é definido por:

S(w) = |f(w)*. (8)

O espectro de poténcia S(w) revela as amplitudes dos senos constituintes de f e geralmente é
ele a grandeza que € representada na visualizacdo no dominio da frequéncia. O Exemplo (6) ilustra
este fato.

Exemplo 6 Considere a funcao [ = fi + f> onde fi = 6 sen(300nt) e f> = 4 sen(800xt). Notemos
que f ¢, em termos de frequéncias fundamentais, a soma de 150 Hz com amplitude 6 e 400 Hz
com amplitude 4 considerando que a frequéncia é o inverso do periodo. A Figura (1) exibe as
representacoes em tempo e em frequéncia da fungdo f.

Note que a aplicacdo da FT em f revela as componentes frequenciais 150 Hz e 400 Hz cor-
retamente e que, no dominio da frequéncia o espectro de poténcia apresenta amplitudes 6 e 4,
corretamente. Como f é real, a linha tracejada em preto no painel ilustra a simetria em torno de
W =T.
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Figura 1: Representacdo da f nos dominios do tempo e da frequéncia. Adaptado de Magrini, 2020.

Func¢des como a f, ilustrada no Exemplo (6), sdo ditas estaciondrias porque as frequéncias que
as compoe coexistem em todos os pontos nos quais definimos a f. Este porém, ndo é o caso nas
aplicagOes préticas em que, a nao estacionariedade manifesta-se: uma mesma funcdo f proveniente
de dados experimentais ou observacionais, por exemplo, pode conter um conjunto de frequéncias
Q que varia com o tempo. Nestes casos, a FT também revela corretamente as frequéncias que
aparecem em f ainda que por apenas um instante de tempo; contudo, novamente ndo conseguimos
obter informacao alguma sobre os instantes de tempo em que ocorrem o surgimento/desaparecimento
e alternancia das frequéncias componentes de f. O Exemplo (7) ilustra esta afirmacao.

Exemplo 7 Considere a funcdo g definida por partes:

{ 6 sen(300mt), t<0 9)

4 sen(800mt), t> 0,

cujo conteudo frequencial é o mesmo da funcdo f do Exemplo (6) mas agora, na presenca da ndo
estacionariedade. Note que, definida desta forma, em t = 0 existe uma alterndncia das frequéncias
componentes de g.

6
§4
(=] )
2 2
- g <«
E< 2
e g f
a E 2

< 500

_— 400

H
— 150 w (Hz)

Figura 2: Representacdo da g nos dominios do tempo e da frequéncia. Adaptado de Magrini, 2020.
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Considerando os Exemplos (6) e (7) vemos que apesar de serem distintas no dominio do tempo,
as funcdes f e g possuem o mesmo espectro de poténcia, ou seja, sdo “iguais” no dominio da
frequéncia. Isto acontece porque a FT ao localizar perfeitamente as informacdes em Frequéncia
perde totalmente a informacao em Tempo.

Em 1946, o engenheiro elétrico Denis Gabor (1900 - 1979) demonstrou o equivalente ao Principio
da Incerteza de Heisenberg para uma funcdo f e sua respectiva FT f. Mais precisamente, sendo At
e Aw as resolugdes de visualiza¢do nos dominios do tempo e da frequéncia conforme ilustrado na
Figura (3) temos (GABOR, 1946):

Aw - At > c, (10)

em que ¢ € uma constante real.

Para detalhes sobre a demonstracdo deste resultado e sobre os possiveis valores para a constante
¢ no contexto das representacdes no Tempo e na Frequéncia, consulte Gabor, 1946. A Andlise de
Gabor ainda € uma drea ativa em pesquisa e uma referéncia mais avangada que recomendamos é
Grochenig, 2003.

Considerando arepresentacdo grafica do plano tempo-frequéncia que apresentamos na Figura (3),
a Equacdo (10) tem a seguinte interpretacdo: a drea do retdngulo A cujos lados sdo determinados
pelas resolugdes A f e Aw nao pode ser menor que a constante ¢ relacionada ao grau de incerteza
existente na representacdo de uma fungdo f no plano tempo-frequéncia.

Deste modo para diminuir a incerteza na representa¢ao no dominio da frequéncia devemos neces-
sariamente admitir seu aumento no dominio do tempo e vice-versa. Em linguagem menos rigorosa
podemos dizer que as resolugdes nestes dois dominios sdo, em um certo sentido, inversamente
proporcionais.

/\ frequéncia

oV

|

At

V 7 tempo

Figura 3: Plano tempo-frequéncia. Producao: o autor (baseado em Gabor, 1946).

Neste contexto conseguimos entender o porqué de a FT ser capaz de fazer a representacio de
uma func¢do perfeitamente no dominio da frequéncia mas com perda total da informac¢do no tempo.
Note que a base exponencial complexa da FT define um comportamento oscilatdrio sobre toda a reta
t e, portanto At — oo, temos via Equacdo (10) que Aw — 0 uma vez que neste caso extremo a
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area do retangulo A, relacionada com a incerteza c¢ da representacdo tende a ser nula. Isto acontece
porque, no limite, o retangulo A “se estrangula” em uma reta. Em outras palavras, ndo havendo
localizacao temporal, a localizacdo em frequéncia € exata/perfeita.

No inicio dos anos 1980 o geofisico Jean Morlet (1931 - 2007) ao notar esta dualidade entre
localizag@o no tempo e na frequéncia utilizou, pela primeira vez, funcdes base oscilatdrias definidas
apenas sobre um suporte compacto K da reta real para analisar dados relativos a abalos sismicos, ou
seja, funcdes base com localizacdo temporal (MORLET et al, 1982).

O citado trabalho de Morlet € considerado o marco histérico do que hoje conhecemos como
andlise tempo-escala que € realizada com a utilizacdo de fungOes wavelet, tema deste artigo. As
bases matematicas comecaram a ser langadas de modo rigoroso dois anos depois, em 1984, quando
Morlet em trabalho conjunto com o fisico Alex Grossmann (1930 - 2019) publicou um trabalho
pioneiro sobre a representacdo de funcoes f via wavelets (GROSSMAN; MORLET, 1984).

3 Funcgoes wavelet

Consideremos ¢ uma funcdo em L?(C). Se ¢ for oscilatéria sobre um compacto K c C
decaindo rapidamente para zero no complementar de K e se possuir energia unitaria, de acordo com
a Definicdo (1), entdo ¢ € uma funcdo wavelet. A condi¢@o oscilatéria sobre um compacto K é
conhecida na literatura como condi¢do de admissibilidade e a segunda condi¢do € a condi¢do de
energia unitdria. Formalmente, temos a defini¢do a seguir (DAUBECHIES, 1999):

Definicao 8 Uma funcdo ¢ real ou complexa e quadrado-integrdvel é uma funcdo wavelet se as
duas condicoes a seguir sao simultaneamente satisfeitas:

1. Condicao de admissibilidade: / W (t)dt =0.

2. Energia unitaria: / Iy (1)]> dr = 1.

A condi¢do de admissibilidade também € conhecida como propriedade de média nula. Ela
nos garante que Y apresenta comportamento oscilatorio; de fato, se pensarmos na integral como a

194

medida da drea delimitada por uma curva e o eixo das abscissas ela so se anula se as “dreas positivas”
cancelarem as “dreas negativas”. Mas isto sé acontecerd se i oscilar sobre K.

A condicdo de energia unitdria impde uma normaliza¢do da medida de energia da fungdo wavelet:
note que, como a priori a funcdo Y € quadrado-integravel entdo a integral dada pela condig¢do 2
sempre converge para algum M € C. Para que ¢ possua energia unitdria basta multiplica-la por

M~1/2 (ADDISON, 2002).

Exemplo 9 Uma das funcoes wavelet mais difundidas na literatura’ é denominada wavelet de
Morlet. Ela é o produto de uma exponencial complexa adimensional e uma fun¢do gaussiana:

1 _42
(1) = —555 exp (1 wot) exp (Tt) (11)

1A Equacdo (11) é, na verdade, uma das possiveis expressdes utilizadas para a wavelet de Morlet; outras sdo possiveis
e até mesmo ha uma versao real desta funcdo. Magrini, 2020 apresenta cinco destas expressdes, uma das quais é a
utilizada neste texto.

MAGRINI, L. A. Fungdes wavelet e transformada wavelet continua: representacdo simultdnea nos dominios do tempo e da frequéncia. C.Q.D. -
Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 19, p. 17-32, dez. 2020.
DOI: 10.21167/cqdvol19202023169664lam1732  Disponivel em: www.fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd/

23



War\
A=
A

onde wy > 5 € R é um pardmetro real e a constante 1 /7%

energia unitaria.
Escolhemos sempre wo > S porque, estritamente falando, Y y; ndo tem média nula mas esta pode

ser tornada tdo proxima de zero que, em termos de aplicagoes, a consideramos como uma fun¢do
admissivel (ADDISON, 2002).

¢ a normalizacdo para a condicdo de

0,8
’ /»" —Parte Real
y \\ —Parte Imaginaria
d ---Envelope Gaussiano
=
= 0
'0,8 1 1 1 1 1 | 1 1 | ]

-4 0 4
t
Figura 4: Wavelet de Morlet com wg = 5. Produgdo: o autor.

Observemos na Figura (4) que a fungdo Yy é suportada somente no compacto K = [—4,4] € R,
fora do qual ela se anula (aqui, a variavel t ndo esta associada com a grandeza fisica tempo).

Definiciio 10 Se f € L2(C) é uma funcdo ndo nula apenas sobre um compacto K € R dizemos que
esta fungdo é bem localizada no dominio do tempo.

pudmero sdmensionet | [ gequuonar| | [ imsgwunar| | ["uuea| Nmeremere
1,0 1,14 - 10! 0,00 1,14 - 10! nio
2,0 2,55-107! 0,00 2,55-107! niio
n 1,35-1072 0,00 1,35-1072 nio
5,0 4,19 1073 0,00 4,19-107° sim
27 3,75-107 0,00 3,75-107° sim

Tabela 1: Admissibilidade numérica de ¢»;. Adaptado de Magrini, 2020.

Na Tabela (1) apresentamos a verificacdo numérica da condi¢do de admissibilidade para iy,
considerando algumas escolhas de wo e fazendo o arredondamento para duas casas decimais.
Realizamos as integracdes numéricas via regra do trapézio. Observamos que a ndo admissibilidade
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para alguns valores do parametro wqy decorrem da parte real da wavelet de Morlet uma vez que a
parte imagindria € sempre admissivel.

Uma apresentagao de outras fungdes wavelet pode ser encontrada em Domingues et al, 2016, onde
inclusive os autores mostram como algumas destas func¢des sdo definidas diretamente no dominio
da frequéncia. Dado o carater introdutorio deste artigo optamos por considerar apenas as wavelets
definidas no tempo. Independente de ser definida em um ou outro dominio o que de fato importa é
que todas elas apresentam boa localizagao qualquer que seja o dominio de representacao.

Definicao 11 Seja ¢ uma fungdo wavelet. Definimos sua frequéncia central w,. como a frequéncia
angular para a qual o espectro de poténcia de Fourier é maximo.

Para wavelets reais conhecer w, implica em conhecer a cossenoide que reproduz exatamente sua
ondulacdo de maior amplitude, ou a senoide, desde que seja considerado um deslocamento de /2
radianos. No caso das complexas, w, caracteriza perfeitamente a cossenoide/senoide que reproduz
a ondulacdo preponderante existente nas partes real e imagindria de ¥, respectivamente.

Exemplo 12 Consideremos mais uma vez a wavelet de Morlet definida pela Equacdo (11) com
wo = 5,0. O cdlculo da FT nos indica w, = 0,8 Hz como sua frequéncia central. Deste modo,
a cossenoide/senoide que reproduz a frequéncia das ondulacoes preponderantes de suas partes
real/imagindria sdo aquelas cujo argumento é 2m w.t. A Figura (5) representa geometricamente
este fato.

IS(w)* (x 10%)
(1/1M com w, = 5,0)

0,8 1,6
w (Hz)

%_lm;lg:(il’M) :
- sen(27.0,8.t)

4

Figura 5: Painel superior: frequéncia central de yjs para w. = 5,0. Painel inferior: reproducio fa
frequéncia central via cossenoide/senoide de mesma frequéncia angular. Producao: o autor.
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Através da introducdo de parametros reais a > 0 e 7 podemos construir versdes dilatadas,
comprimidas e transladadas das funcdes wavelet. Dizemos que a € o parametro de escala considerada
enquanto 7 € o parametro de translacdo. Como estes pardmetros sdo reais, admitimos que eles variam
continuamente sobre R de modo que eles definem uma familia de funcdes wavelet.

Definicao 13 Seja ¥ uma funcdo wavelet e sejam a e T parametros reais tais que a > 0 e a + 1
variando continuamente sobre R. Definimos

Var(t) = (t;T), (12)

como a familia de fungées wavelet caracterizada por W, denominada “wavelet mde”, para todo
treR.

Notemos, via andlise da Equacdo (12), que para 0 < a < 1 ocorre uma contracio da funcio ¢ e
que para a > 1 ocorre uma dilatacdo. A contracdo de uma onda a faz oscilar mais rapidamente e a
dilatacdo a faz apresentar, geometricamente, oscilagcdes cujos comprimentos de onda sdo maiores.
No contexto das wavelets isto implica que versdes contraidas “emulam” contetido de alta frequéncia
e versoes dilatadas “emulam” contetido de baixa frequéncia.

Estas emulacdes, denominadas pseudo-frequéncias e denotadas por w,, estdo associadas a
frequéncia central da y original de acordo com a Equagdo (13) e dependem explicitamente do
parametro a de escala pela Equacdao (ABRY, 1997):

— CL)C
@a = alAt’
em que Ar é o periodo de amostragem utilizado na discretizacdo da funcdo f.

Consideremos inicialmente o caso mais simples (tedrico) em que At = 1, de sorte que a razdo
entre a pseudo-frequéncia w, associada a escala a e a frequéncia central w. da fungdo y € igual ao
parametro de escala a considerado ou seja, a pseudo-frequéncia w, € inversamente proporcional ao
valor de a. Imediatamente isto implica que baixos valores para o pardmetro a implicam em emulacoes
de altas frequéncias e vice-versa. Esta proporcionalidade inversa entre escala e frequéncia se mantém
ainda que consideremos At # 1, como se deduz da Equacao (13).

(13)

Exemplo 14 A Figura (6) ilustra as pseudo-frequéncias da wavelet de Morlet (com wy = 5,0)
conforme se consideram distintos valores para o parametro de escala a.

| —a=1,00
6,0 ~-a=0,50
------ a=0,25
------ a=2,00
—--a=4,00
NA
=
o
z
o
3
73
=
@

Figura 6: Pseudo-frequéncias associadas a diferentes escalas para ;. Producdo: o autor.
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Na Figura (7) podemos ver o efeito do parametro de escala no tempo. Como ilustramos na
Figura (4), a wavelet de Morlet é suportada no compacto K = [—4,4]. Notemos que o comprimento
de K também varia proporcionalmente ao pardmetro de escala a considerado. Ressaltamos que as
partes real e imagindria estdo plotadas de azul e vermelho, respectivamente e fixamos o eixo das
abscissas em K = [—16, 16] para todas as figuras.

0,8

-1 1 -2 2

NS/ NS

Figura 7: Relagdo entre o parametro de escala e o suporte compacto K considerando r: (A),
(B), (C) e (D) correspondem aos parametros a = 0,25, a = 0,5, a = 2 e a = 4, respectivamente.
Producdo: o autor.

Ainda em relag@o a Equacao (13) observamos que considerar At = 1 significa, em sentido fisico,
que a funcdo f é amostrada a 1 Hz, ou seja, uma amostra € registrada (em um computador, por
exemplo) por segundo. Isto ndo corresponde ao que €, de fato, necessdrio nas aplicacdes em que
as taxas de amostragens sao determinadas de acordo com o Teorema de Nyquist?, segundo o qual a
frequéncia de amostragem 1/Ar deve ser igual a pelo menos duas vezes a maior frequéncia (em Hz)
que se deseja analisar (NYQUIST, 1928).

Como em geral ndo se sabe o conteido frequencial presente nos casos experimentais/observacionais
€ comum que Atz seja tomado bem pequeno em termos de grandeza para que seja explorada a possi-
bilidade da existéncia de contetido de alta frequéncia.

O parametro 7 de translacdo, apesar de importante, ndo requer maiores comentirios; seu uso
€ necessdrio apenas para fazer com que o conjunto dos suportes compactos da familia de funcdes
wavelet , + seja uma cobertura infinita para a reta real.

4 A transformada wavelet continua

Nesta Sec¢ao apresentamos a CWT com alguns exemplos cujo objetivo € o de ilustrar a represen-
tacdo de uma funcdo f € L?(R) no plano tempo-escala (dai o nome anlise tempo-escala). Dada a
relacdo direta entre escala e frequéncia, de certa maneira estaremos lidando com a representacao da
f no plano tempo-frequéncia.

O instrumento matematico para conseguirmos esta representacao de f de modo simultaneo nos
dois dominios é a CWT cuja defini¢do apresentamos a seguir.

2Em homenagem ao engenheiro eletrdnico Harry Nyquist (1889-1976).
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Definiciio 15 Seja f € L*>(R) e seja ¥ uma fungdo wavelet. A Transformada Wavelet Continua de
f é definida por

v R
Wian =2 [ 0w a= . (14)

onde 1/~\Ja é uma constante de normalizacdo utilizada para que a energia de [ seja a mesma
independente da escala, T € R é o parametro de translacdo da fungcdo W no tempo e ¥ é o conjugado
complexo de .

Note que esta defini¢do € andloga a Definicao (5) da transformada de Fourier mas utilizando como
base de decomposicao uma funcido wavelet ao invés da base exponencial complexa, trazendo para
esta transformada integral a propriedade de localiza¢do no dominio do tempo (e, consequentemente,
no dominio da frequéncia).

A CWT é definida exatamente pelo produto interno usual em L2 (R), de acordo com a Equagio (2),
entre f e ¥ e neste contexto podemos associd-la ao conceito de energia, tal qual definida pela
Equacao (1).

A notagao wa (a, T) é sugestiva em dois aspectos: por um lado ela torna explicita a dependéncia
direta da CWT em relacdo a fung¢ao wavelet ¥ escolhida em sua aplicacdo e por outro, ela indica a
dependéncia, também direta, do resultado da andlise em relagdo aos parametros de escala e translacao
no tempo que sao considerados. Uma discussao sobre a escolha da fungdo wavelet a ser considerada
na aplicacdo da CWT ¢€ feita em Domingues et al, 2016.

Assim, Ww(a, 7) é uma matriz de dimensdes m X n em que m e n indicam respectivamente
o nimero de escalas consideradas na andlise € o comprimento do intervalo em que f se define;
na linguagem aplicada/computacional, nos referimos simplesmente ao comprimento de f. A esta
matriz damos o nome de matriz dos coeficientes wavelet.

Os coeficientes wavelet em valores absolutos e ao quadrado sdo interpretados como mensuracgoes
locais de energia e representam uma medida do quanto f e i, r sdo similares no dominio do tempo.
Quanto maior a similaridade maior € a energia medida e vice-versa. Formalmente temos a seguinte
defini¢do:

Definicao 16 Seja Wf‘//(a,f) a matriz dos coeficientes wavelet obtida pela aplicacdo da Equa-
cao (14). Definimos o escalograma de energia de f pela matriz

E(a,7) = |W{(a,7)? (15)

e interpretamos suas entradas como medidas locais da energia presente em f na escala a e tempo
t=r.

A medida total da energia de f em cada escala a nos permite identificar, via Equacgado (13), as
frequéncias presentes em f mas, agora, com informacdo sobre os instantes de tempo em que estas
frequéncias porventura aparecem ou desaparecem. Esta observacdo motiva a defini¢do a seguir;

Definicao 17 Definimos o espectro global wavelet G(w) pela integracdo do escalograma ao longo
do tempo, isto é,

G(w) = [mE(a,T) dr. (16)

(o)
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Frick et al, 1997, chama a atencdo para o fato de que o espectro global wavelet G(w) de uma
funcio representa uma versio suavizada do seu espectro de poténcia de Fourier |S(w)|? de acordo
com o definido pela Equagdo (8) mas ndo se limita a isso. De acordo com Daubechies, 1999, a
leitura e interpretacdo do contetudo de alta frequéncia presente em uma fun¢do f € dificil de ser feita
devido as “rajadas” com que se manifestam no dominio da frequéncia. Deste modo, (16) por ser
uma versao suavizada do espectro de poténcia torna este processo de andlise das altas frequéncias
menos complexo.

Como o parametro de escala a tem variagdo continua, a andlise tempo-escala via CWT ¢ dita
redundante e ela indica as sub-bandas de frequéncia presentes em uma funcio f.

Apresentamos, na sequéncia, dois exemplos ilustrativos da aplicagdo da CWT. Consideramos as
funcdes f e g apresentadas nos Exemplos (6) e (7) diferentes entre si mas cujos espectros de Fourier
sao idénticos. Nos dois exemplos, o periodo de amostragem considerado é Ar = 0, 001.

Exemplo 18 Consideremos a funcdo f = fi + f» onde fi = 6s5en(300xt) e f» = 4sen(800x¢),
definida para todo t € [—n, ] que conforme Exemplo (6) é a soma de 150 Hz com 400 Hz e cuja
maior contribui¢do em amplitude é dada pela primeira destas frequéncias.

Aplicando a CWT em f usando a wavelet de Morlet com wq = 5 (correspondendo a frequencia
central w. = 0,8 Hz) e com parametro de escala a considerado no intervalo real I =10, 10] com 1000
subdivisoes (chamadas de octaves) chegamos as seguintes conclusoes pela andlise da Figura (8):

10

~0
_10 1 ]
-7/100 0 /100
t
10,0 7,0
. 2 IE
— °n
8 53 ‘ 355
@ =
= I
2,0 o
3 2 ' -7 0 w
Espectro Global Wavelet t

(x 105

Figura 8: Andlise tempo-escala para f. (Produgdo: o autor).
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Existem “dois feixes” horizontais nitidamente destacados no escalograma cuja interpretagdo é
a de que existem duas sub-bandas de frequéncia que estdo presentes para todo t € [—n,x]. Isto
esta de acordo com o que sabemos sobre f, que é estaciondria, por construcao

O espectro global wavelet G(a) exibe dois picos: um na escala 2,0 e outro na escala 5,3,
aproximadamente. Em termos de frequéncias, via Equacdo (13), temos para a = 2,0:
w. 0,8
alAt 21073
eparaa = 35,3 com cdlculo andlogo, encontramos w,=53 ~ 151 Hz. Isto implica que as sub-bandas
de frequéncia significativas/presentes em f estdo em torno de 400 e 151 Hz, como exatamente
acontece. Além disso, o feixe correspondente a escala a = 5,3 apresenta maior energia e isto
implica que a sub-banda de frequéncia a ela associada tem maior contribuigcdo de energia em f do
que a outra; note que isto estd também de acordo porque a amplitude da senoide correspondente a
escala a = 2 tem maior amplitude.

Por fim, enfatizamos que, dado o cardter altamente oscilatorio da f, optamos por apresentar, no
painel superior da Figura (8) um zoom em torno de t = 0 que ilustra perfeitamente o comportamento
da fungdo e enfatizamos que neste caso, t ndo tem significado fisico de tempo.

Wy=2,0 = =400 Hz, a7)

Exemplo 19 Consideramos agora a funcdo g definida por

_ | 6sen(3007t), t<0 (18)
4 sen(800mt), >0,
apresentada no Exemplo (7). Aplicando a CWT exatamente como feito e descrito no Exemplo (18)

obtemos o resultado mostrado na Figura (9).

- or

10,0

53 |<_

Escala

2,0

15 10 5
Espectro Global Wavelet
(x 10%)

t

Figura 9: Andlise tempo-escala para g. Producao: o autor.
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Neste caso é possivel identificar o instante em que a funcdo g sofre alteracdo frequencial em
seu conteiido, alternando a sub-banda em torno de 150 Hz para a sub-banda frequencial em torno
de 400 Hz. Os cdlculos relacionando as escalas e as sub-bandas de frequéncia sdo andlogos aos
apresentados no Exemplo (18). O que deve ser destacado aqui é que a andlise tempo-escala foi
capaz de detectar corretamente o instante de tempo em que aconteceu a mudanga frequencial em g,
caracterizando-a portanto, como um funcdo estaciondria por partes.

Note que a variacdo no comportamento temporal da g em relacdo a f se reflete também na
magnitude do espectro global wavelet G(a) calculado que,no presente caso tem ordem de grandeza
igual a 10* e que nele também sdo visualizadas as duas sub-bandas de frequéncia componentes de
g. Enfatizamos que, também neste caso, apresentamos no painel superior da Figura (9) um zoom
da funcdo em torno de t = 0 para melhor visualizacdo.

5 Conclusoes

O presente trabalho apresenta uma exposi¢do introdutéria das funcdes wavelet e da andlise
tempo-escala.

A exposi¢cdo feita mostra que a representacdo no dominio da frequéncia de uma funcdo f
quadrado-integravel via aplicacdo da transformada de Fourier identifica completamente todo o con-
teido frequencial de f mas esta acurdcia na representacdo implica em perda completa da visualizacdo
de f no dominio do tempo devido a incerteza de representacao no plano tempo-escala.

Nos casos de aplicacdo, em que precisamos da representagdo simultanea nos dois dominios, a
andlise tempo-escala, performada pela aplicagcdo da transformada wavelet continua, € o instrumento
matemadtico adequado pois ao utilizar fungdes wavelet como bases de decomposicdo traz para a
transformada integral a boa localizacdo que as funcdes wavelet possuem nos dominios do tempo e
da frequéncia.
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