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Comparagéo entre métodos numéricos no es-
tudo de estabilidade de placas sob compressao
e flexao

Comparison of numerical methods in the stability study of
plates under compression and bending

Resumo

A estabilidade estrutural de uma estrutura € garantida com
a determinacdo da carga critica limite, ou seja, a partir de
qual carga a estrutura sera instavel. Este conceito é fun-
damental no dimensionamento estrutural de placas e para
entender a influéncia da geometria como forma de evitar o
surgimento de problemas de flambagem. As placas tém
aplicacGes em perfis de aco, estruturas finas e esbeltas, por
iSso estdo sujeitas a fendbmenos de flambagem. As equa-
cdes de equilibrio envolvem a flexdo em dois planos e a
determinacdo de solucbes exatas ndo é uma tarefa facil,
entdo, recorre-se a métodos numéricos na aproximacao
dessas solugdes. Este trabalho, modela placas simplesmen-
te apoiadas, sob compressdo e flexdo pura, e define o
comportamento de flambagem, comparando solugdes ana-
liticas (que atendem as equacdes diferenciais parciais do
fendmeno de flambagem local de placas) com solugdes
numeéricas na aplicacdo do método dos elementos finitos.
Palavras-chave: Estabilidade Estrutural. Elementos fini-
tos. Métodos Numéricos e Aplicacdes.

Abstract

The structural stability of a structure is guaranteed by de-
termining the critical load limit, i.e. from which load the
structure will be unstable. This concept is fundamental in
the structural design of plates and to understand the influ-
ence of geometry as a way to avoid the appearance of
buckling problems. The plates have applications in steel
profiles and thin structures. Equilibrium equations involve
bending in two planes and the determination of exact solu-
tions is not an easy task, so numerical methods are used to
approximate these solutions. This work models simply
supported plates, under compression and pure bending,
and defines the buckling behavior, comparing analytical
solutions (which attend the partial differential equations of
the local plate buckling phenomenon) with numerical so-
lutions in the application of the finite element method.
Keywords: Structural stability. Finite elements. Numeri-
cal Methods and Applications.



1 Introducao

Segundo Ziemian (2010) a forca que gera uma mudanca do estado de equilibrio é
conhecida como forca critica de flambagem de uma placa, ou seja, uma estrutura retangular
de espessura pequena quando comparada as outras duas dimensdes, quando sujeita a cargas
superiores a critica apresenta um mecanismo de flambagem, o que deve ser determinado para
o dimensionamento de uma estrutura estavel.

O fenémeno de flambagem de placas tem aplicacdo pratica na inddstria automotiva,
aeroespacial e civil (BULSON, 1970; WANG, C. M.; WANG, C. Y.; REDDY, 2005) entre
outras que adotam o dimensionamento de chapas de aco, ou onde é necessario um estudo de
estabilidade, flambagem ou determinacéo de cargas criticas de painéis e placas, por exemplo.

2 Objetivo

O presente trabalho tem como objetivo analisar a estabilidade de diferentes placas de
aco sob compressdo uniforme longitudinal, e expandir a pesquisa de Campos (2019), para
placas com carregamento de flexdo. Para isso serdo utilizados dois programas computacio-
nais: GBTUL desenvolvido pelos professores Bebiano, Silvestre e Camotim. (2010) da Uni-
versidade Técnica de Lisboa e disponibilizado gratuitamente em seu site, o qual segue a teoria
gbt (em inglés, generalized beam theory) de vigas e o programa comercial Ansys® baseado
no método dos elementos finitos, ja consagrado em aplicacdes de analises de estabilidade es-
trutural. Os resultados de cargas criticas com as duas ferramentas serdo comparados com 0s
resultados de solucGes analiticas aproximadas de um mesmo modelo de placa.

As anélises de estabilidade serdo realizadas em placas de aco com largura b=500 mm,
espessura t =5 mm e comprimento variavel a = 250 mm até 5000 mm, para compressdo. E
placas de largura b=100 mm, espessura t = 1 mm e comprimento variavel para flexdo. As pro-
priedades das placas adotadas estdo indicadas na Tabela 1, onde E é o modulo de elasticidade
e v coeficiente de Poisson.

Tabela 1 - Propriedades mecénicas das placas.
E (MPa) Y

210000 0,3

3 Metodologia

3.1 Flambagem de Placas

O modo de flambagem de uma placa retangular, simplesmente apoiada em todas as
bordas com lados de comprimento a e b, sob carregamento uniaxial, & bem representado pela
flexdo em dois planos. Essas condi¢cdes de carga estdo esquematizadas na Figura 1, onde
pode-se observar, com as linhas tracejadas, o surgimento de duas semi-ondas de flambagem
local na placa.
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Figura 1 - Placa simplesmente apoiada com carregamento uniaxial.

Segundo os estudos de Timoshenko e Gere (1961) quando a placa esté sujeita a uma
carga de compressdo uniforme por unidade de comprimento (Nx) ao longo da largura, o com-
portamento da placa pode ser descrito por equac@es diferenciais parciais. A equacdo diferen-
cial parcial de equilibrio que modela a flambagem de placas com espessura constante, € indi-
cada na Equacdo (1). Esse problema considera um regime de pequenas deformac@es e que a
placa seja constituida de um material eléstico linear.

o'w  o'w o'w N o'w

+2 + +—=—=
x' oxPoy? oyt D ox®

0, 1)

sendo D = Et¥/12(1-v?), w 0 deslocamento fora do plano, v coeficiente de Poisson, t a espessu-
ra da placa e E modulo de elasticidade, respectivamente.

Por se tratar de uma equacdo diferencial parcial existem vérias funcdes, nesse caso de
duas variaveis, que satisfazem essa igualdade. E usual sugerir funcdes solugdes na forma de
série, e ainda segundo Timoshenko e Gere (1961) uma candidata que respeita as condi¢Ges de
contorno desse problema é o produto das duas fungdes harmoénicas desenvolvidas em series
de Fourier. Essa proposta de solucéo esté indicada na Equagéo (2).

w(x,y) = Zw: i Amnsen(mTﬂsten(%j , (2)

m=1 n-1

onde m é o nimero de semi-ondas na direcdo do comprimento (eixo X) podendo assumir 0s
valores de m=1, 2, 3, ... e n € 0 numero de semi-ondas na dire¢do da largura, que sera imposto
como 1, o que gera o menor valor de carga critica. Além disso, Amn S80 0s chamados coefici-
ente a determinar, que dependem dos valores de m e n e sdo indicados em Timoshenko e Gere
(1961) e Reis e Camotim (2001). Aplicado a funcéo solucdo da Equacédo (2) na equagao dife-
rencial parcial do fenbmeno, Equacdo (1), determina-se a solu¢do néo trivial do problema:
tensdo critica da placa (dividindo a carga de compressdo Ny obtida pela area da secdo trans-
versal). A tensdo critica é apresentada na Equacao (3).

o - kz’E 1
" 121-0%) (bt}

@)

onde o coeficiente de flambagem k (atrelado com os chamados coeficientes a determinar) é
calculado como:
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2
k=(m9+£EJ : 4)

de acordo com a Equacéo (4), mantendo constante a largura b e aumentando gradualmente o
comprimento a, o coeficiente k apresenta a variacdo ilustrada na Figura 2 em funcdo da rela-
cdo das dimensdes da placa a/b. Nota-se que o valor minimo do fator ocorre quando a placa é
quadrada a=b e quanto mais longa a placa o coeficiente converge para o valor de 4, como
uma placa quadrada. Entdo conhecendo as dimens@es a e b da placa é possivel indicar que o
namero de semi-ondas na direcdo do comprimento, ou seja, 0 nimero m, que a placa em
flambagem exibe. A curva continua € a curva de interesse pois sdo 0s minimos dos coeficien-
tes de flambagem e representa o que ocorre primeiro na placa.

('S
i
N

m=1 2

== )]

0 1 2 3 4 5 6

a/b
Figura 2 - Coeficiente de flambagem de placas.

O trabalho de Timoshenko e Gere (1961) complementado pelo livro de Reis e Camo-
tim (2001) também indicam coeficientes de flambagens para outras situacdes de condicGes de
contorno da placa e carregamentos diversos. Neste trabalho, foram aplicadas as condicdes de
placa biapoiada com carregamento uniaxial.

3.2 Método dos Elementos Finitos

O método dos elementos finitos (MEF) é atualmente método numérico mais difundido
para analise estrutural, com metodologia adotada em programas comerciais como ANSYS,
ABAQUS, SAP2000 e outros. A aplicacdo desse método na analise de estabilidade de placas
é realizada com a discretizacdo da peca em elementos finitos de casca, onde a chapa é discre-
tizada igualmente em toda a dimensao, ou seja, na direcdo transversal e longitudinal (Fig. 3).

Para o modelo numérico em elementos finitos, de placas de diferentes comprimentos,
sera adotado, assim como os trabalhos de Wang e Chen (2002) e Brighenti (2005), o tipo de
elemento finito de casca, proprio biblioteca do programa Ansys, chamado de SHELL181,
elemento de integragdo completa e formado por quatro nds com seis graus de liberdade em
cada. As condig¢Oes de contorno que representam a situacdo de bordos apoiados séo: impedi-
mentos aos deslocamentos nos bordos nas direcdes x e y.

Testes de convergéncia de malha apontaram que modelos com elementos de 5 mm
convergem para resultados coerentes. A Figura 3 representa a discretizacdo e as condicgdes de
contorno de um modelo de placa em elementos finitos.
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Figura 3 - Discretizagdo da malha em elementos finitos.

O MEF permite modelar qualquer condi¢do de contorno e formato de carregamento,
caracteriza-se como uma poderosa ferramenta quando sdo necessarias analises ndo lineares,
considerando as imperfei¢des geométricas iniciais, tensdes residuais e 0 comportamento elas-
toplastico do material.

Como possui um namero de graus de liberdade maior que o outro método a seguir, 0
MEF apresenta um maior custo computacional e as desvantagens associadas a sua aplicacdo
na andlise de estabilidade de placas sdo: para cada comprimento de placa um novo modelo
deve ser criado e uma nova analise executada, uma vez que esse tipo de método ndo fornece
um grafico com a variacao da carga critica em varios comprimentos; a aplicacdo de carrega-
mentos e condi¢des de contorno requer um conhecimento aprofundado do método e do pro-
grama utilizado, onde o menor erro gera um resultado discrepante.

3.3 Teoria Generalizada de Viga (GBT)

A Teoria Generalizada de Viga é um método de analise estrutural com potencial apli-
cacdo na andlise de estabilidade de placas, representa uma extensdo da teoria classica de vigas
que considera a distor¢cdo da se¢do transversal.

O método consiste em discretizar a forma deformada, ou seja, 0 modo de flambagem
de uma chapa ou barra, em uma combinagédo linear de modos de deformag&o da secéo trans-
versal com variacdo da amplitude ao longo do comprimento. A vantagem dessa abordagem
em relacdo ao método dos elementos finitos é que neste caso, 0 modelo tem menos graus de
liberdade e o tempo de processamento diminui consideravelmente se comparado com o0 MEF,
gerando um ganho computacional consideravel. Como desvantagem pode-se apontar a forma
deformada da pega, com uma escala monocolor, sendo impossivel distinguir onde h& concen-
tracdo de tensdes, por exemplo. Ao contrario do MEF, onde é gerado um mapa de cores da
distribuicdo de tensdes da peca deformada.

O software GBTUL aplica a teoria generalizada de viga, Bebiano et al. (2010), e é dis-
ponibilizado gratuitamente, sendo um programa de interface amigavel que realiza a analise de
estabilidade de placas, entretanto é um software de cddigo fechado ndo admitindo a completa
identificacdo das etapas de andlise ou alteracdes.
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4 Resultados

4.1 Compressao

Os resultados de tensdo critica de flambagem das placas com diferentes comprimentos
sob compresséao estdo indicados na Tabela 2, além de uma comparacgdo entre os trés métodos
propostos: resultados analiticos, modelos em elementos finitos e com o auxilio do programa
GBTUL. Os resultados de tenséo critica analitico foram obtidos com a equagédo (3) com valo-
res variaveis de k, de acordo com o comprimento da placa, conforme indicado na Tabela 2.

Tabela 2 - Propriedades mecanicas e geométricas da placa.

Comprimento m K Analitico A(r:rys Diferenca GB(;IC_FUL Diferenca
(mm) (N Nmmgy 0 ummy) (o)
250 1 625 118625 117.776 0.72% 118.419  0.17%
500 1 400  75.920 75.394 0.69% 75.859 0.08%
750 2 434 82379 81.918 0.56% 82.273 0.13%
1000 2 400  75.920 75.516 0.53% 75.859 0.08%
1250 3 413 784712 78.083 0.50% 78.384 0.11%
1500 3 400 75920 75.557 0.48% 75.859 0.08%
1750 4 407  77.282 76.924 0.46% 77.201 0.10%
2000 4 400 75920 75.577 0.45% 75.859 0.08%
2250 5 404 76.766 76.425 0.44% 76.690 0.10%
2500 5 400 75.920 75.590 0.43% 75.859 0.08%
2750 6 403  76.496 76.166 0.43% 76.423 0.10%
3000 6 400 75.920 75.598 0.42% 75.859 0.08%
3250 7 402  76.338 76.015 0.42% 76.266 0.09%
3500 7 400  75.920 75.604 0.42% 75.859 0.08%
3750 8 402 76.237 75.920 0.42% 76.166 0.09%
4000 8 400 75920 75.608 0.41% 75.859 0.08%
4250 9 401 76.168 75.856 0.41% 76.099 0.09%
4500 9 400 75.920 75.611 0.41% 75.859 0.08%
4750 10 4.01 76.120 75.81 0.41% 76.051 0.09%
5000 10 4.00  75.920 75.614 0.40% 75.859 0.08%

A diferenca percentual entre as cargas criticas analiticas e em elementos finitos foram
em média 0,43% e pode-se observar que essa diferenca é maior em placas de comprimentos
menores, onde as condi¢des de contorno tém maior influéncia nos resultados. Essa diferenca
deve-se a forma de imposicao das condigdes de contorno, porém como as diferencas sao sem-
pre inferiores a 1%, esse “erro” ¢ considerado irrelevante. Ja a diferenca entre o analitico € o
programa GBTUL é menor que 0,1% o que € um erro minimo entdo pode-se afirmar que o
modelo foi validado para andlises de cargas criticas.

A variagdo da tensao critica com o comprimento se comporta como esperado uma vez
que o coeficiente de flambagem k, como dito, converge para o valor de 4 em placas longas,
dessa forma o valor da tensdo critica determinada com o Ansys tende para o valor obtido ana-
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liticamente com k =4, que é ocr = 75,920 kN, determinada com a Equacéo (3). Isso é obser-
vado na Figura 4.

oer (N/mm?) Tensao Critica de Placa

120 ®
110
100 1‘ — ® - ANSYS
90 4
80 \ ’l
70
250 1250 2250 3250 4250
Comprimento (mm)
Figura 4 - Comparacao entre tensdes criticas sob compressdo.

Teérico

= o 4 4 9

Os modos de flambagem de alguns comprimentos de placas, obtidos com o programa
Ansys, estdo exibidos na Figura 5.1 e 0os modos obtidos com o programa GBTUL na Figura
5.2. Com a forma dos comprimentos de ondas, nota-se que cada onda tem o mesmo compri-
mento da largura da placa como esperado e o nimero de ondas aumenta com o aumento do
comprimento da placa na proporcao imposta pela Equacédo (4). Escala de cores normalizada,
onde o vermelho é o deslocamento unitario e maximo.

\EEE {

666667 888889
€ d

222222 444444
11 .333333 77778

1111,

Figura 5.1 - Modos de flambagem de placas com aumento do comprimento sob compressdo pura (MEF).

Figura 5.2 - Modos de flambagem de placas com aumento do comprimento sob compressdo pura (GBTUL).
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4.2 Flexdo

O modelo de placa retangular, largura de b = 100 mm e espessura de t = 1mm,
quando submetida a flexdo pura, como esquematizado na Figura 6, com dois bordos
biapoiados, e, x = 0 e x = a, foi submetido a anélise de flambagem el&stica com os pro-
gramas Ansys e GBTUL.

O carregamento de flexdo pura é aplicado a partir de forcas distribuidas ao lon-
go do bordo com intensidade no formato indicado na Figura 6. O valor dessa forca
(Nx) é varidvel ao longo da altura y e esse pode ser calculado com a Equacéo (5), ex-
pressdo essa adotada para modelar as cargas no modelo em elementos finitos.

Figura 6 - Modelo de placa submetida a flex&o pura
Nszo[l—a%j (5)

A deflexdo w da placa quando submetida a forca critica flambagem, segue a mesma
equacdo da compressdo, Equacédo (2), de forma que, segundo Timoshenko e Gere (1961), a
tensdo critica para uma placa sob flexdo pura também pode ser calculada analiticamente com
a Equacdo (3), porém como o coeficiente de flambagem k depende do carregamento e das
condicdes de contorno, nesse caso de flexdo pura e placa simplesmente apoiada, valores dife-
rentes séo recomendados, e dependendo da relacdo entre as dimensdes largura e comprimento
da placa, esses valores sdo em média k = 39,7.

Tabela 3 aponta a comparacao entre as tensdes criticas de flambagem para diferentes
comprimentos de placas, quando submetidas a flex&o pura, com os dois métodos numéricos e
a expressdo analitica.

Tabela 3 - Propriedades mecanicas e geométricas da placa.

_ Analitico Ansys ) GBTUL
Comprimento b Kk Diferenca Diferenca
a (mm) (N/mm?) Ocr (%) Ocr (%)

(N/mmg2) (N/mmg2)
100 2 10 438 831,32 81888 150% 801,78  3,55%
250 4 25 40,7 77249 768,90 0,46% 754,29  2,36%
500 7 50 39,7 75351 768,12 194% 753,93  0,06%
650 10 6,5 39,7 75351 766,75 1,76% 752,00 0,20%
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Os modos de flambagem de alguns comprimentos de placas, obtidos com o programa
Ansys, estdo exibidos na Figura 7.1 e os modos obtidos com o programa GBTUL estéo indi-
cados na Figura 7.2. Nota-se que o nimero de ondas aumenta com 0 aumento do comprimen-
to da placa. A escala de cores estd normalizada, onde o vermelho é o deslocamento unitario e
maximo.

a=100 mm a =250 mm a=>500 mm a= 650 mm

—_— —
.788E-10 .222222 .444444 .6666€7 .888889
111111 .333333 .555556 777778

Figura 7.1 - Modos de flambagem de placas com aumento do comprimento sob flex&o pura (MEF).

a =100 mm a =250 mm a =500 mm a =650 mm

Figura 7.2 - Modos de flambagem de placas com aumento do comprimento sob flexao pura (GBTUL).

Os valores de tensdo critica analiticos e numéricos tendem a convergir para placas
longas, 0 que é observado com o aumento do comprimento da placa, isso porque 0 modelo
passa a ter menos influéncia das condicGes de contorno.

Os modos de flambagem obtidos com os dois modelos (Fig. 7.1 e 7.2) sdo praticamen-
te iguais e comparando com as cargas critica de flambagem com as obtidas analiticamente,
encontra-se diferencas menores que 3%, entdo, pode-se afirmar que os modelos estdo valida-
dos e podem ser adotados para quaisquer comprimentos de placa sob flexéo pura.

5 Conclusodes

Como néo existe solucdo exata analitica para o problema de estabilidade é necessario
recorrer a métodos numeéricos de discretizacdo do meio continuo, ou seja, 0 método analitico
exato € inviavel e, portanto, requer uma aproximacéo em séries de Fourier, como a solucéo
analitica proposta neste trabalho ou entdo modelos numéricos em elementos finitos, por
exemplo. Para validar e comprovar esses modelos foi feito um estudo a partir da manipulagao
geométrica de placas, sujeitas a compressdo simples e flexdo pura e entdo, comparados 0s
resultados de analise de estabilidade das duas ferramentas numéricas.

Os modos de flambagem das Figuras 5.1 e 5.2 apresentaram o numero de semi-ondas
esperado de acordo com a suas dimensdes e o comportamento do coeficiente de flambagem
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ilustrado na Figura 2. Ou seja, para uma placa de comprimento a = 1500 mm a relacdo a/b
sera 3, 0 que de acordo com a Figura 2 garante um numero de semi-ondas m = 3, 0 que € ob-
servado no modo de flambagem da terceira imagem da deformada do programa Ansys (Figura
5.1). Além de que o valor da carga critica foi validado o programa livre GBTUL.

Com os métodos propostos, portanto é possivel obter um projeto simples com formu-
las de aproximacges analiticas ou modelos numéricos que podem ser aplicados satisfatoria-
mente em analises de estabilidade de placas no sentido de evitar que fendmenos de flamba-
gem ocorram.

Para a analise de flambagem com aplicacdo de compresséo e flexdo de placas, 0 MEF
ndo € a abordagem mais vantajosa, recomenda-se entdo, para esse tipo de problema, a prefe-
réncia pelo programa GBTUL, que fornece um gréfico com a variagdo da carga critica em
varios comprimentos e 0 gasto computacional € menor, gerando resultados mais rapidos e
com diferengas insignificantes.
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