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Analise das solu¢oes numéricas do modelo do
tipo presa-predador de Holling-Tanner

Analysis of the numerical solutions of the Holling-Tanner
prey-predator model

Resumo

A modelagem matemadtica de dinAmicas populacionais, como
interacOes entre espécies, via sistemas de equacdes diferenci-
ais podem auxiliar na tomada de decisdes como por exemplo,
para controle biolégico. O propédsito deste trabalho foi ob-
ter solucdes numéricas do modelo do tipo presa-predador de
Holling-Tanner, representado por um sistema de EDO’s, por
meio de diferentes métodos numéricos. Foram considerados
os métodos de Euler, Euler modificado, Runge-Kutta cléssico,
Adams-Bashforth 2 e Adams-Moulton 2. Simulacdes de trés
cendrios foram realizadas, cada um deles representando si-
tuacoes distintas das populacdes envolvidas. Os resultados
mostraram que os valores dos parametros t€ém grande impacto
na evolucdo das populacdes e que todos os métodos numéri-
cos escolhidos, desde que alguns cuidados sejam tomados, sdo
capazes de gerar solucdes satisfatdrias.

Palavras-chave: Biomatemdtica. Modelo Presa-Predador.
Holling-Tanner. Métodos Numéricos.

Abstract

Mathematical modeling of population dynamics, such as inte-
ractions between species, via differential equations systems can
assist in decision making for example in biological control. The
purpose of this work was to obtain numerical solutions of the
Holling-Tanner prey-predator model, represented by an ODE
system, using different numerical methods. The methods of
Euler, modified Euler, classic Runge-Kutta, Adams-Bashforth
2 and Adams-Moulton 2 were considered. Simulations of three
scenarios were performed, each representing different situati-
ons of the populations involved. The results showed that the
parameter values have a great impact on population evolution
and that all numerical methods chosen, as long as some precau-
tions are taken, are capable of generating satisfactory solutions.
Keywords: Biomathematics. Prey-Predator Model. Holling-
Tanner. Numerical Methods.
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1 Introducao

A modelagem matemadtica e as equacoes diferenciais ordindrias, aliadas ao avanco das técnicas
numéricas e computacionais, vém se destacando cada vez mais por possibilitar estudos de fendmenos
biol6gicos como dindmicas entre populagdes e suas consequéncias, através da simulacdo de diferentes
cendrios. Os modelos matemdticos sdo importantes pois permitem antever situacdes futuras e
auxiliam em tomadas de decisoes.

Neste sentido, o objetivo desta pesquisa foi estudar o modelo matemético do tipo presa-predador,
de Holling-Tanner, por meio do uso de diferentes métodos numéricos em sua resolucio, tomando
por base a referéncia Silveira e Garcia (2019). Simula¢des computacionais foram implementadas
a fim de se explorar e comparar os métodos numéricos empregados. A importancia do modelo de
Holling-Tanner esta no fato de que este leva em consideracao o efeito predacdo e as capacidades de
suportes das populacdes de presas e predadores, o que ndao ocorre no modelo de Lotka-Volterra.

Na referéncia mencionada, as solugdes aproximadas do sistema foram obtidas via métodos
de Euler, Euler modificado, Adams-Bashforth de 2 passos e Adams-Moulton 2. Neste artigo
manteve-se as simulacdes com todos esses métodos citados e houve o acréscimo do método de
Runge-Kautta cldssico em todos os exemplos executados. Além disso, um dos cendrios considerados
foi totalmente reformulado e apresentou conclusdes importantes envolvendo espagamento, dominio
temporal e valores dos parametros adotados, conforme serd destacado na Secdo 4. A implementacdo
computacional foi efetuada no Octave, versdo 4.2.1, sem o uso de pacotes prontos, isto €, com
codigos proprios.

Nas proximas se¢des encontram-se detalhes do modelo matematico, dos métodos numéricos e
dos exemplos investigados.

2 O modelo de Holling-Tanner

As equacdes diferenciais ordindrias que representam o modelo presa-predador de Holling-
Tanner sdao dadas por:

dx X mx
E_rx(l_g)_A+xy
@ sy (1 — cz)

dt X

em que x(¢) representa a populacao de presas, y(¢) corresponde a populacio de predadores,  equivale
a taxa de natalidade da populacdo de presas, K simboliza a capacidade de suporte da populacdo de
presas, ¢ estd relacionado com a quantidade de alimentos necessdria para que resulte em nascimentos
de predadores e s € a taxa de natalidade da populacdo de predadores. Nesse sistema também €
considerada uma capacidade de suporte para a populacio de predadores, diretamente proporcional a
quantidade de presas (baseado no modelo de Leslie-Gower), além do termo conhecido como func¢ado

, x(0) =x¢ e y(0) = yo, (D

mx
resposta T baseado no modelo de Milchaelis-Mentem para concentragdes de substancias em

X
reagcoes enzimdticas (CECCONELLO; SILVA; BASSANEZI, 2012).
Esse modelo de interacdo entre espécies possui algumas caracteristicas importantes:

* A dinamica populacional das presas segue o modelo logistico, com capacidade de suporte K
e razdo intrinseca r, na auséncia de predadores.

SILVEIRA, G. P.; GARCIA, R. O. Andlise das solug¢des numéricas do modelo do tipo presa-predador de Holling-Tanner. C.Q.D. - Revista Eletrénica
Paulista de Matematica, Bauru, v. 17, p. 84-96, fev. 2020. Edi¢ao Ermac.
DOI: 10.21167/cqdvoll 7ermac202023169664gpsrog8496  Disponivel em: www.fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd/

85



" of
=
=)

* O parametro m € o nimero maximo de presas que podem ser capturadas pelo predador, por
unidade de tempo.

* A constante A refere-se a capacidade, por parte das presas, em evitar o ataque dos predadores.
Se os demais pardmetros forem mantidos constantes, quanto maior for A, menor serd a
influéncia do predador sobre a populagao das presas.

* A populagdo de predadores cresce logisticamente. Quanto maior € a razdo y/x, menor &
o numero de presas disponiveis para cada predador, e por consequéncia, a populacdao de
predadores decresce.

Para a realizacdo de estudos numéricos € conveniente efetuar as mudancas de varidveis, = rt,
X=xey= % no Sistema (1). Dessa forma, apds remover a notagdo de barra sobre as variaveis,

tem-se o seguinte sistema equivalente

dx

e (l=x) -

dt *( x) a+xy

, , x(0) =x0 e y(0) = yo. 2
Y _ _pY

dt —y(d bx)

Os estudos numéricos implementados neste trabalho foram feitos a partir do Sistema (2).

3 Meétodos numéricos

Nesta se¢ao, estdo expostos os métodos numéricos utilizados na obtengao de solugdes apro-
ximadas das equacdes diferenciais que modelam dindmica populacional do tipo Holling-Tanner.
Nesse momento, € suficiente apresentar os métodos numéricos aplicados ao Problema de Valor
Inicial (PVI),

d
d—’;:f(t,x), trelcR
x(0) = xg

emque f:IXR—Rex=x(t),x: I — R.

Os esquemas numéricos foram escolhidos tomando como base o trabalho de Garcia e Silveira
(2018), a saber, método de Euler, método de Euler modificado, Adams-Bashforth de dois passos e
Adams-Moulton de dois passos. Para todos os esquemas realizou-se a discretizacdo convencional,
que pode ser encontrada na referéncia citada e outros detalhes sobre os métodos numéricos podem
ser estudados em Buchanan e Turner (1992).

Os métodos explicitos de passo simples aplicados no Sistema (2) foram o método de Euler € o
método de Euler modificado.

: 3)

3.1 Meétodo de Euler

No esquema de Euler explicito de primeira ordem, a solu¢ao aproximada &;,; € definida por

Em =&+ hf(1,6),1=0,...,N~-1. “4)

SILVEIRA, G. P.; GARCIA, R. O. Andlise das solug¢des numéricas do modelo do tipo presa-predador de Holling-Tanner. C.Q.D. - Revista Eletrénica
Paulista de Matematica, Bauru, v. 17, p. 84-96, fev. 2020. Edi¢ao Ermac.
DOI: 10.21167/cqdvoll 7ermac202023169664gpsrog8496  Disponivel em: www.fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd/

86



" of
=
=)

3.2 Método de Euler modificado

No método de Euler modificado explicito de segunda ordem, a solucdo aproximada &1 €
definida por

my = f (i, &)
my = f(tit h&+hmi) 5 _o N1 5)

Eim =&+ 5 [m1 + m;]

3.3 Método de Runge-Kutta classico

No método de Runge-Kutta de quarta ordem, a solucdo aproximada &;,| € definida por

my = f(t;, &)
my = f(t; + 5, &+ Emy)
I m3=f(ti+ 2, &+ 2my) , i=0,...,N—1. (6)

my = f(t,' + h, f,' + hm3)

h
i =&+ 3 [m1 +2my + 2m3 + my]

Os métodos de multiplos passos aplicados ao Sistema (2) foram o esquema de Adams-Bashforth
de dois passos (método explicito) e 0 método de Adams-Moulton de dois passos (método implicito).

3.4 Método de Adams-Bashforth 2

No esquema de Adams-Bashforth explicito de dois pontos e de segunda ordem, a solucao
aproximada &;41 € definida por

h
iy =& + 5 [B3f(t, &) — f(tiz1,é-1)] . i=1,...,N—1. (N

Note que &1 ndo estd definido na Equacgdo (7), desse modo € necessario obté-lo por um esquema de
passo simples. Neste estudo optou-se pelo método de Euler modificado definido pela Equacao (5).

Além dos métodos explicitos apresentados, um método implicito também foi empregado na
resolu¢ao numérica do Sistema (2).

3.5 Método de Adams-Moulton 2

No esquema de Adams-Moulton implicito de dois pontos e de segunda ordem (também
conhecido como método Trapezoidal implicito), a solu¢do aproximada &;41 € definida por

h
Eim =&+ 5 [f(tix1, Ev) + f(1,6)], 1=0,...,N—1. (8

Note que neste caso ndo € possivel obter &1 de maneira recursiva, tornando-se necessario
resolver um sistema linear definido pela Equacdo (8). Uma alternativa para evitar a resolu¢ao do
sistema linear € utilizar o conceito de predicdo e correcdo. O processo consiste em estimar &;41
do lado direito da Equacgdo (8), via algum método explicito e substitui-lo na expressdao do método
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implicito. Dessa maneira o método de Adams-Moulton 2 preditor-corretor, cuja predicdo € realizada
pelo método de Adams-Bashforth 2, torna-se

h
Epred = Ei + > [3f(ti, &) = f(tim1, Ei-1)]

h ,i=1,...,N—1. 9
iy =&+ 5 [f (i1, Eprea) + [ (1, €]

4 Simulacoes computacionais

Assim como ocorreu em Silveira e Garcia (2019), serdo apresentados trés exemplos de ce-
ndrios cujas simulagdes numéricas realizadas levaram em consideracdo informagdes presentes na
referéncia Gasull, Kooij e Torregrosa (1997). Contudo, modificacdes importantes em relacdo ao
trabalho inicial foram implementadas como os acréscimos de um quinto método numérico e de co-
mentdarios adicionais em todas as simula¢des, além da reformulagdo total do Exemplo 2, ampliando
as discussoes sobre o comportamento das solucdes aproximadas obtidas.

As implementagdes computacionais foram executadas em Octave, com c6digos elaborados pelos
autores, tendo como referéncia Quarteroni e Saleri, 2017.

4.1 Exemplo 1

Neste cendrio escolheu-se valores para a dindmica populacional tomando por base a literatura,
a=0,2;b=0,06; d =0,1. Os valores iniciais foram xo = 1 e yp = 1 e para a discretizacdo
utilizou-se tempo inicial 79 = 0, tempo final 7 = 200 e h = 0,2. A Figura 1 mostra a evolugdo
temporal das populagdes sob tais condigdes.

(a) (b)

epder | e Euler

1 EulerMod EulerMod
—RK4 —RK4

— AdBash 0.6 — AdBash
— AdMoun — AdMoun

0.5

0.8

0.6

0.4 0.3

0.2 0.2

0.1
0 50 100 150

Figura 1: Evolugdo temporal das populagcdes de presas (a) e de predadores (b), para h = 0, 2.

Nos gréficos das Figuras 1(a) e 1(b) € possivel observar diferencas entre as solu¢cdes numeéricas.
O método de Euler ficou mais afastado dos demais por ser de ordem 1. Além disso, os métodos de
Euler Modificado e Runge-Kutta cldssico apresentaram desempenhos similares, ndo sendo possivel
verificar diferencas visuais. O mesmo acontece com os métodos Adams-Bashforth 2 e Adams-
Moulton 2. Nota-se que o comportamento das populagdes € ciclico, isto €, a medida que a populacdo
de predadores aumenta, o nimero de presas diminui e vice-versa. Isso ficou evidenciado no plano
de fase apresentado na Figura 3(a).

Alterando o espacamento £ para 0, 05, obtém-se os cendrios representados na Figura 2.
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Figura 2: Evolucao temporal das populacdes de presas (a) e de predadores (b), para h = 0, 05.

Verifica-se que quase ndo ha diferencas visuais entre as solugdes numéricas, o que indica
uma convergéncia numérica. Na Figura 3(b), tem-se o plano de fase deste caso, destacando o
comportamento de ciclo limite na dinAmica das populagdes.

0.5

0.4

0.2

0.1
0

(a)

== Euler
EulerMod

— RK4

= AdBash

= AdMoun

0.2 0.4

0.5

0.4

0.2

0.1
0

(b)

EulerMod
— RK4
— AdBash
— AdMoun

0.2 0.4 0.6

0.8 1

Figura 3: Plano de fase entre as populacdes de presas e predadores; em (a) para 2 = 0,2 e em (b)
para h =0, 05.

4.2 Exemplo 2

Neste exemplo os seguintes valores para os parametros foram estabelecidos, a partir de dados
da literatura: a = 0,2, b = 0,0682, d = 0, 2. A diferenca em relacdo ao cendrio anterior é que houve
aumento no numero de predadores.

No trabalho de Silveira e Garcia (2019), os dados utilizados para a discretizagdo temporal foram
to = 0,1y =100 e h = 0,2 e as solugdes numéricas apresentaram uma convergéncia lenta para
um possivel ponto de equilibrio. Reproduzindo essa simula¢do, com o acréscimo do método de
Runge-Kutta cldssico, obtém-se os gréficos da Figura 4 cujos planos de fase de cada simulacdo
encontram-se na Figura 5.

Neste caso, de inicio a evolu¢ao temporal das populacdes de presas e predadores estio muito
proximas, entretanto a partir de ¢t = 10, percebe-se que as diferengas entre as solucdes comecam
a aparecer. O método de Euler passa a ter picos maiores tanto para a populacio de presas quanto
para a populacdo de predadores, quando comparado com as solugdes dos outros métodos, conforme
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Figura 4. Evolugdo temporal das popula¢bes de presas (a) e de predadores (b), 7y = 100, para
h=0,2.
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Figura 5: Plano de fase entre as populacoes de presas (a) e predadores (b), 1 = 100, para h = 0, 2.

mostra a Figura 4. Essa diferenca também aparece no plano de fase, resultando em um ciclo mais
largo que o apresentado pelos demais métodos (ver Figura 5).

Na Figura 4 observa-se que a medida que o tempo passa, as amplitudes das popula¢cdes diminuem,
com excec¢ao da solucao obtida pelo método de Runge-Kutta cldssico. Os planos de fase dos métodos
de passo simples, Figura 5(a), apresentam ciclos bem distintos enquanto que os métodos de passos
multiplos, Figura 5(b), revelam comportamentos similares. Os planos de fase dos métodos de passos
multiplos apontam para uma convergéncia lenta da solucao.

Em Silveira e Garcia (2019), onde o método de Runge-Kutta cldssico nao foi considerado, as
solucdes aproximadas encontradas com os métodos de Euler, Euler Modificado, Adams-Bashforth
2 e Adams-Moulton 2 apontaram para uma convergéncia lenta, uma vez que todos os métodos
apresentaram diminui¢ao na amplitude dos picos das populacdes. Entretanto, ao adicionar o método
de Runge-Kutta cldssico obteve-se um comportamento adverso, isto €, um aumento na amplitude
das populagdes a partir de um determinado tempo.

Com o intuito de investigar melhor as solu¢des numéricas, neste estudo o tempo final da evolucao
temporal foi estendido para ¢y = 400 e 7y = 800, e as solu¢des obtidas podem ser visualizadas,
respectivamente nas Figuras 6(a) e 6(b). Os planos de fase sdo mostrados nas Figuras 7(c) e 7(d),
respectivamente.

A andlise dos graficos exibidos nas Figuras 6(a) e 6(b), mostra que o método de Euler apresenta
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Figura 6: Evolugio temporal das populagdes de presas e de predadores, com i = 0, 2: para ¢ty = 400
em (a) e (b) e paraty = 800 em (c) e (d).
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Figura 7: Plano de fase entre as populacdes de presas e predadores, com & = 0,2: para ty = 400 em

(a) e (b) e para ¢y = 800 em (c) e (d).
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diminuic@o nos picos das populacdes até aproximadamente 1 = 100. A partir desse tempo os picos
das populacdes passam a ser constantes e, prosseguindo a evolugdo temporal até ¢ = 800 (ver Figuras
6(c) e 6(d)), as solucdes mantém tal comportamento. Observando os planos de fase expostos na
Figura 7, pode-se concluir que o método de Euler mudou o perfil da solugdo a partir do tempo
t = 100, deixando de ser uma espiral que converge lentamente e passando a ser uma solugdo do tipo
ciclo limite.

Ainda na Figura 6, em todos os graficos, considerando os métodos de Euler Modificado e o
método de Runge-Kutta, a partir do tempo ¢ = 300 as solu¢gdes numéricas ficam muito proximas
e ambas passam a ter um comportamento de ciclo limite, de acordo com as Figuras 7(a) e 7(c).
Este comportamento de ciclo limite persiste 2 medida que o tempo final aumenta; neste exemplo
aumentou-se até ¢t = 800, ver Figuras 6(c) e 6(d), e Figuras 7(c) e 7(d).

Em contrapartida, os métodos de multiplos passos continuam apresentando solugdes similares,
que convergem lentamente para um ponto de equilibrio. Na Figura 6, em todos os gréficos, verifica-
se que as amplitudes ficam cada vez menores e os planos de fase, Figuras 7(b) e 7(d), apresentam
espirais convergindo.

Dessa forma, conclui-se que os métodos de passo simples conduzem a solu¢des numéricas do tipo
ciclo limite, no caso do método de Euler para r > 100, enquanto que métodos de Euler Modificado
e Runge-Kutta classico para ¢t > 300. J4 os métodos de passos multiplos apontam para solucdes de
espirais convergindo.

Com o objetivo de aprofundar a investigagdo, o espacamento foi reduzido para 7 = 0,025 e o
plano de fase do sistema de equacdes diferenciais (2) também foi analisado analiticamente, a fim de
se obter mais esclarecimentos sobre o comportamento das solucgdes.

As solugdes numéricas, ao adotar 4 = 0,025 e + = 100, s@o bem similares com excecdo do
método de Euler e isso pode ser visto nas Figuras 8(a) e 8(b). Entretanto, é possivel observar a
diminui¢@o dos picos das populacdes em todos os métodos. Ao realizar a simulacdo computacional
para t = 1600, nota-se que a partir de r = 100, as diferencas entre as solu¢des dos métodos de passo
simples e os métodos de multiplos passos aumentam, sendo que os métodos de Euler Modificado e
Runge-Kutta cldssico tém um decréscimo maior na amplitude do que o método de Euler, conforme
mostram as Figuras 8(c) e 8(d). Além disso, ao observar os planos de fase para t = 100 e ¢ = 1600,
ver Figuras 9(a) e 9(b), e Figuras 9(c) e 9(d), respectivamente, o perfil das solu¢des sao de espirais
convergindo.

Ao considerar analiticamente as trajetérias das populacdes no plano de fase do Sistema (2), via
software Maxima, obteve-se a Figura 10, que mostra o perfil da solu¢@o analitica na forma de espiral
convergindo. Logo, espera-se 0 mesmo comportamento das solu¢des numéricas.

No entanto, as solucdes de ciclo limite obtidas pelos métodos de passo simples ndo foram
compativeis com tal conclusdo. Este comportamento adverso ocorre em razdo do acimulo de erros
de truncamento local, por parte dos métodos de passo simples, fazendo com que a solu¢ao numérica
altere seu comportamento, deixando de ser uma espiral convergindo e se tornando um ciclo limite
no decorrer do tempo.

Ao alterar o espacamento para & = 0,025, at€ o tempo final de 75 = 1600 ndo houve acimulo
de erro de truncamento local suficiente para mudar o comportamento das solugdes dos métodos de
passo simples. Neste caso, o método de Euler apresenta uma espiral convergindo mais lentamente
do que os métodos de Euler Modificado e Runge-Kutta, por ser de ordem 1.

Os dois exemplos apresentados anteriormente foram desenvolvidos tomando-se parametros en-
contrados na literatura (GASULL; KOOIJ; TORREGROSA, 1997). Com o objetivo de explorar
novos cendrios, os autores elaboraram o préximo exemplo.
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Figura 8: Evolucao temporal das populacdes de presas e de predadores, com h = 0,025: para
tr =100 em (a) e (b); para ty = 1600 em (c) e (d).
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Figura 9: Plano de fase entre as populagoes de presas e predadores, com & = 0, 025: para fy = 100
em (a) e (b); 7y = 1600, em (¢) e (d).
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Figura 10: Plano de fase do sistema de equacdes diferencias (2), graficado com o auxilio do software
Maxima e com os parametros do Exemplo 2.

4.3 Exemplo 3

Para esta dinamica foram escolhidos os parametros a = 0,3, b = 0,1, d = 0,1, o = 0,
tr =100 e h =0,2. Ao aumentar o valor do coeficiente a, em comparagdo as situagdes anteriores,
considera-se que as presas possuem maior capacidade de evitar o ataque dos predadores e além disso,
o parametro b também aumentado indica que menos presas estdo disponiveis para os predadores.

Neste exemplo, as simulacdes numéricas indicam que as populag¢des rapidamente se estabilizam
tornando-se constantes, conforme pode ser observado na Figura 11, gréaficos (a) e (b). Assim, no
plano de fase ha uma espiral convergindo rapidamente para o ponto de estabilidade das populacdes,
Figura 11 (c). Para esta situacdo os métodos apresentaram praticamente o mesmo desempenho.

(b)

02 02 0.15

Figura 11: Populagdes de presa e predador, graficos (a) e (b) respectivamente; em (c) tem-se o plano
de fase da dinamica.

Portanto, no primeiro exemplo as populac¢des oscilaram em um ciclo limite, no segundo exemplo
as populagdes oscilaram e decairam lentamente para o ponto de equilibrio, ja no terceiro exemplo,
houve uma convergéncia rapida para o ponto de equilibrio.
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5 Conclusoes

Métodos numéricos distintos, para equagdes diferenciais ordindrias, foram aplicados no mo-
delo do tipo presa-predador de Holling-Tanner. Simulacdes de trés cendrios distintos foram execu-
tadas, fazendo-se uso de parametros da literatura nos dois primeiros casos e o terceiro abrangendo
uma situacao criada pelos autores.

Os resultados mostraram que, dependendo da escolha dos parametros para o Sistema (2), a
dindmica das populacdes de presas e predadores tém diferentes comportamentos. No Exemplo 1 as
solucdes tiveram comportamento de ciclo limite para ambas as populacdes. No Exemplo 2, com
0 aumento do nimero de predadores, adotando 4 = 0,2 e 1y = 100, todos os métodos numéricos
utilizados apresentaram solu¢des com dindmica de uma espiral.

Ao estender 7y para 400 e posteriormente para 800, mantendo 0 mesmo espagamento, a forma
das solucdes obtidas pelos métodos de multiplos passos ndo foi alterada, isto €, permaneceu como
espiral convergindo. Entretanto, as solu¢des numéricas implementadas via métodos de passo simples
deixaram de ter comportamento de espiral e passaram a apresentar a forma de ciclo limite. Para
aprofundar a pesquisa e investigar tal fato, decidiu-se pela diminuicao do espacamento % para 0, 025
e constru¢dao do plano de fase analitico do Sistema (2). Neste caso, as simulagdes explicitaram
solucdes numéricas na forma de espirais convergindo para um ponto de equilibrio, compativeis
portanto, com o plano de fase analitico.

No Exemplo 3 foram estabelecidos parametros que representam um cendrio onde tem-se presas
com maior capacidade de evitar os predadores e menos presas disponiveis. As solu¢cdes numéricas
alcancadas por todos os métodos ficaram suficientemente proximas entre si, conduzindo a uma
convergéncia rdpida para o ponto de equilibrio.

No que diz respeito aos métodos numéricos, nota-se que apesar de uma diferenca na solugao
numérica do método de Euler com relagdo aos demais, todos os métodos convergem para uma mesma
solucdo a medida que se diminui o espacamento &, Exemplos 1 e 2. No Exemplo 3, o espacamento
h usado inicialmente foi suficiente para que os métodos atingissem solu¢des aproximadas muito
proximas entre si. Dessa forma, os cinco métodos numéricos apresentaram solugdes satisfatorias
para os exemplos propostos, referentes ao modelo presa-predador de Holling-Tanner, com a ressalva
de que certos cuidados foram necessarios, como no Exemplo 2, pois a depender dos parametros,
solucdes com comportamentos adversos podem surgir.
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