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Uma introducao ao movimento browniano e as
equacoes diferenciais estocasticas

An introduction to Brownian motion and stochastic
differential equations

Resumo
Neste trabalho mostramos que o movimento browniano, tam-
bém conhecido como processo estocdstico de Wiener, é um
processo de Markov, um martingale e usamos o passeio alea-
torio para explicar a propriedade gaussiana de suas trajetorias.
Por fim, apresentamos a integracao estocdstica de Itd, as equa-
coes diferenciais estocdsticas e algumas aplicacoes.
Palavras-chave: Movimento browniano. Processos de Mar-
kov. Martingale. Equacdes diferenciais estocdsticas.

Abstract

In this paper we show that Brownian motion, also known as
Wiener stochastic process, is a Markov process, a martingale
and we use the random walk to explain the Gaussian property of
its trajectories. Finally, we present the stochastic integration of
Itd, the stochastic differential equations and some applications.
Keywords: Brownian motion. Markov porcess. Martingale.
Stochastic differential equations.



" of
=
=)

1 Introducao

Este artigo tem como objetivo principal introduzir as propriedades basicas do processo estocastico
conhecido como movimento browniano e as equagdes diferenciais estocésticas (EDE), buscando um
formato didético para leitores ndo familiarizados com o cdlculo estocdstico. Além disso, trata-
se de uma extensdo do trabalho apresentado no Encontro Regional de Matemadtica Aplicada e
Computacional (RAYS FILHO; SILVA, 2019), cujo estudo foi realizado no periodo de Iniciacao
Cientifica pelos dois primeiros autores.

Em 1828 o botanico Robert Brown descreveu o movimento de uma particula de pdlen suspensa
em um fluido como sendo um movimento irregular e aleatério. Mais tarde, em 1905, Albert Einstein
argumentou que este movimento era oriundo do bombardeamento de outras particulas do fluido
e interpretou o movimento numa abordagem estatistica, obtendo uma equacdo da difusdo para a
funcdo de densidade de probabilidade que descreve a dindmica da particula que evolui com o passar
do tempo.

Este trabalho tornou-se um dos pilares para o estudo da termodinadmica através de uma abordagem
estatistica, como € explicado em Renn (2005). Em 1900, Louis Bachelier utilizou o movimento
browniano como modelo para interpretar as frequentes alteracoes nos valores das agdes e desenvolveu
a “teoria matematica da especulacdo”. Mas foi s6 em 1931 que Norbert Wiener apresentou uma
fundamentagdo matemadtica que pudesse interpretar o0 movimento browniano como um processo
estocdstico, o qual passou a ser também chamado de processo de Wiener.

Este processo estocdstico continuo, que ao longo do texto chamaremos apenas de movimento
browniano, tem a propriedade de Markov, € um martingale e possui distribuicdo gaussiana, como
serd discutido neste trabalho. Estas propriedades explicam a sua relevancia em diversas aplicagcoes
nas dreas de engenharia, economia e biologia, como pode ser visto, entre outros, em Allen (2010),
Evans (2012), Klebaner (2005), Oksendal (1998) e Ruffino (2009).

Em geral, esta abordagem probabilistica € inserida em modelos matemdticos que descrevem a
realiza¢ao de um fendmeno (na natureza, numa fabrica, no mercado financeiro, etc) que evolui com o
tempo, e no qual se deseja considerar uma perturbagdo aleatéria. Dentre estes modelos, destacam-se
as equagoes diferenciais estocdsticas (EDE)

dx; = f(x;)dt + g(x;)dB;,

que podemos interpretar, a grosso modo, como uma equacao diferencial ordindria (EDO), X; = f(x;)
acrescida de mais uma parte aleatéria representada por g(x;)dB;. Uma EDE, apesar de ser escrita
na forma diferencial, na verdade trata-se de uma equacdo integral, fundamentada na integracdo
estocastica de Itd. E importante destacar que uma trajetéria do movimento browniano nio é
diferencidavel em nenhum ponto, logo ndo faz sentido o termo dB; como uma derivada da trajetoria
realizada por B;.

Neste trabalho primeiramente usamos o passeio aleatério (random walk) num reticulado e o
Teorema Central do Limite para justificar que o movimento browniano possui uma distribuicdo
gaussiana em cada tempo ¢ > 0. Posteriormente, mostramos que o movimento browniano é um
processo de Markov e um martingale. Além disso, introduzimos a integral estocdstica de Ito, as
equagoes diferenciais estocdsticas (EDE) e apresentamos alguns exemplos de como as EDE podem
modelar problemas de engenharia, biologia e financgas.

Por fim, em nossas consideragdes finais, mencionamos alguns livros e artigos recentes na drea de
sistemas dindmicos estocdsticos que podem auxiliar o leitor interessado em continuar seus estudos
nesta drea de pesquisa.
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2 Movimento browniano: propriedade de Markov e martingale

Antes de definir o processo estocdstico conhecido como movimento browniano e denotado por
B;, daremos algumas defini¢des bésicas de Probabilidade e Processos Estocdsticos que podem ser
vistas, por exemplo, no livro Brzezniak, Z; Zastawniak T. (1999).

Seja € um conjunto ndo vazio. Uma o-dlgebra ¥ €é uma familia de subconjuntos em € onde sdo
vélidas as seguintes condigdes:

c0e7F;

» Se A € F entdo A€ € F;

* Se Ay, Ay, ... € uma sequéncia de conjuntos em ¥ entdo A; UA, U... € F.
Uma probabilidade mensurdvel P € uma funcao P : ¥ — [0, 1] em que sdo vélidas:
s P(Q) =1,

* Se Ay, Ay, ... s@o conjuntos disjuntos em pares, isto €, A; N A; = @ parai # j, que pertencem
af entioP(AfUAU---) =P(A) +P(Ap) +---.

A tripla (Q, ¥,P) é chamada de espagco de probabilidade e os conjuntos que pertencem a ¥ sdo
chamados de eventos.
Se F é uma o-dlgebra em Q, entdo a funcdo & : Q — R € dita ser mensurdvel em ¥ se

{eBl={weQ:&é&w)eBteF

para todo boreliano B € B(R) (menor o-dlgebra contendo todos abertos e fechados da reta). Se
(R, F,P) é um espago de probabilidade, entdo ¢ € chamada de varidvel aleatéria. A o-dlgebra
gerada por £ : Q — R consiste de todos os conjuntos {£ € B}, onde B sdo borelianos em R. A
o-dlgebra o{&; : i € I} gerada pela familia {¢&; : i € I} de varidveis aleatdrias é definida como a
menor o-dlgebra contendo todos os eventos da forma {&; € B}.

Uma varidvel aleatdria & : Q — R € dita ser integravel se

/ |€|dP < oo.
Q

B(E) = /Q ¢ap

existe e € chamada de esperanca ou valor esperado de &.
Da mesma forma, & : Q — R € dita ser quadrada integravel se

/ |€]2dP < co.
Q

Entdo a variancia de ¢ pode ser definida como

Logo

Var(¢) = /Q [£ — E(¢)]°dP,

ou ainda,

— 27 _ 2 2
Var(§) = E[(£ - E[£])7] = E[£7] — (E[£])".
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A variancia pode ser compreendida como uma medida de dispersao que nos permitem reconhecer
quanto os dados estdo dispersos ao redor da média.

Seja & uma variavel aleatoria integravel com o espago de probabilidade (Q, 7, P) e seja G uma
o-dlgebra contida em . Entdo a esperanca condicional de ¢ dado G € definida como uma varidvel
aleatéria E(£|G) tal que

« E(£|G) é mensurvel em G;
« [LE(&|G)dP = [, £dP, VA€gG.
A esperanca condicional tem as seguintes propriedades:
1. E(a¢ + b91G) = aE(£|G) + bE(V|G);
2. E(E(£1G)) = E($);
3. E(£9]|G) = £E(V|G) se & é mensurvel em G;
4. E(£|G) = E(&) se & ¢ independente de G.

As demonstracdes destas propriedades podem ser vista em Brzezniak, Z; Zastawniak T. (1999,
p-29).

Considere as varidveis aleatdrias X, Y1,Y>,...,Y, e seja o{Y1,Y>,...,Y,} a notagdo para a o-
dlgebra gerada por Y1, Y>, ..., Y,. A esperanca condicional de X dado o{Y1,Y>,...,Y,} é denotada
por E(X|Y1,Y2,...,Y,), ou seja,

E(X|Y1,Ya,....Y,) = E(X|c{Y1,Ys,...,Y,,}).
Também usamos a notagdo E(X|Y; =y, Y2 = ya,...,Y, = y,) para denotar

E(X[Y1,Y2, .. .. Y0) lvi=y1 Yamya.. . ¥o=yn-

A probabilidade condicional de um evento A dado pela o-dlgebra G € definida por

P(AlG) = E[14lG],
onde 14 € a func¢do caracteristica de A, isto &,

L, = 1, se x € A;
A710, se x¢A.

Em particular temos,
P(X < x|Y1,Ya,....Y,) = E{lx<|Y1,Y2,...,Y,},

PIX <xlY1=y1.Y2=y2,.... =y,) =E{lxxc[Y1 =y1.Y2=y2,.. .. Y = yu}.

Um processo estocdstico continuo indexado no parametro tempo ¢ é uma familia de varidveis
aleatdrias X, : Q — E, definidas num determinado espago de probabilidade (2, ¥, P), com o tempo
t € [0,+0), e 0 espago de estados E podendo ser um intervalo da reta real da forma (—co, +00),
[0,+c0) ou [0,a] (@ > 0). Para cada w € Q, temos uma trajetéria que € o grafico da funcdo
X(w) : [0,+400) — E. Dada uma varidvel aleatéria continua X;, existe uma funcdo de densidade
p(x, ) que estd associada, via integracdo, a medida de probabilidade P (distribuicdo desta colecio de
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varidveis aleatérias). Mais precisamente, a probabilidade da varidvel aleatéria X; “estar no intervalo
[a, b] no tempo ¢’ € dada por

b
Plw e Q: X;(w) € [a,b]} = / o(x,t)dx.

Uma colegao de varidveis aleatérias (X;) € um processo estocastico de Markov, se para qualquer
sequéncia finita de tempos 0 < t] < --- < t,_1 <1y, ey € R, temos que

PlweQ: X, (w) < y|Xo(w) =x0,.... X, ,(w) =x,-1}
= PlweQ: X, () < ¥IX;,, (@) = X1}, (1)

para toda sequéncia xg, xq, ...,x,—1 de elementos do espagco de estados E. Esta condicao dada
em termos da probabilidade condicional, significa numa linguagem mais simples, que o futuro do
processo (previsdes no tempo t,), depende apenas do conhecimento do estado presente (no tempo
t,—1), ou seja, € independente do passado (demais tempos tg, - - - , f,-2).

Antes de apresentar a definicao formal do movimento browniano, iremos realizar uma transi¢ao
heuristica do passeio aleatério para o movimento browniano, baseada na realizada por Misturini
(2010), com o intuito de compreender que o movimento browniano B; possui uma distribuicdao
gaussiana em cada tempo ¢ € [0, T1].

Assim sendo, podemos considerar algumas simplificagdes no movimento de uma particula de
pdlen que se desloca num fluido da seguinte forma: considere um passeio aleatério unidimensional
representado em um plano cartesiano (reticulado bidimensional), como podemos observar na Figura
1.

FANY

mAxl V. \

1
Ar nAft
Figura 1: Exemplo de reticulado, adaptado de Misturini (2010).

Conforme a figura acima, temos um reticulado bidimensional, sendo At o espacamento do eixo
horizontal e Ax o espagcamento do eixo vertical. Logo, decorrido certo tempo nAt, a particula se en-
contrard no ponto mAx, que pode ser representado pelo par ordenado (nAt, mAx), ou simplesmente,
(n,m).

Além disso, considere que a particula inicia seu movimento na origem, ou seja, em ¢t = 0, x = 0.
E que ela tem probabilidade 1/2 de subir e também 1/2 de descer (no eixo vertical), dependendo da
direcdo resultante para as vdrias colisdes recebidas pelas particulas do fluido em cada intervalo de
tempo Az. Ou seja, estamos assumindo que a particula se desloca apenas em uma direcdo no fluido
(representado pelo eixo vertical). Seja Yy uma varidvel aleatéria que assume o valor —1 quando a
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particula se movimenta para baixo, e 1 quando se movimenta para cima, em cada tempo kAt¢, e
considere S, = 27_, Yx.

Temos que a posicao da particula na parte vertical X, A, (ou simplesmente X;) € a soma de todas
as varidveis Yy, com k = 1,2, ..., n, assumidas pela particula, multiplicadas pelo deslocamento Ax.

Assim,
n

X, = Z Y| Ax = S,Ax.
k=1

Impondo ao nosso modelo (Ax)? = At, segue que

a S,Ax b
limP(a<X,<b) = limP|—< < —
nme e \WE T WV \ft)

. a S, VAt b
= limP|— < < —
n—oo \/; \/; \/;
) a S, b )
= limP|—<—<— 2)
n—oo \\t T oAn T At
b
Vi

/ e#dx 3)

t
b —u2

e du. 4)

-
3
<k

Vo )

De (2) para (3) utilizamos o Teorema Central do Limite pelo fato de S, ser definida como a soma
de n varidveis aleatérias de mesma média (igual a 0) e de mesma variancia (igual a 1), para n
suficientemente grande. O teorema estabelece que nestas condi¢des S, pode ser aproximada por
uma normal N (0, n). Pela propriedade da distribuicdo normal, temos que se multiplicarmos uma
normal N (u, o%) por uma constante k, resulta em uma normal N (k X u, k> x o). Logo, por essa
propriedade, temos que 7% continua sendo uma normal, mas com distribui¢ao N (0, ’51) =N(0,1),

para n suficientemente grande. E fazendo a substituicdo u = xV/f em (3), obtemos novamente uma
distribuicdo normal N (0, ) em (4).

Definicao 1 Formalmente, um processo estocdstico B; : Q X Rsog — R é um movimento browniano
se

1. Possui trajetorias continuas e inicializadas na origem: Bo(w) = 0, para quase todo w € €;

2. Os incrementos B; — By tem distribuicdo normal com média zero e variancia t — s para
0 < 5 < t, que denotamos por N(0,t — s);

3. Os incrementos B, — B, e B; — By sdo independentes em intervalos de tempo disjuntos
O0<s<t<uc<v

Logo, como o movimento browniano assume uma normal N(0,?), temos que a esperanga
E(B;) = 0 e ainda, como a variancia Var(B;) = t, obtemos que

E(B?) =1,

pois
— _ 2 2 _ 2 _ 2
t =Var(B;) =E(B;) — [E(B,)]” =E(B;) —0=E(B)).
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A independéncia entre os incrementos de B, garante que temos um processo de Markov, isto €,
a distribui¢ao condicional de B,,; dado que B = x, ndo depende dos valores passados do processo
mas, sim, do valor presente x. De fato, tomando uma particdo arbitrdria 0 < ¢ <fr <--- <t, <t
e x € R temos

P(B[ lele,Btz,---, Btn) = P((Bt_Btn)'l'Btn SXlBtl,Btz,...,Btn)
= P((B; - B:,) + By, <x|B,)
= P(B, <x|B,).

Sabemos que o0 movimento browniano B; tem distribuicdo N (0, 7) e portanto, parat > Oea < b,

1 b oe
P(Cl < Bt < b) = ﬁ/ e 2 dx.
L Ja

Considerando agora os tempos 0 < ¢ < f, < --- < t, € 0s numeros reais a; < b;, parai = 1,...,n,
distribuidos de acordo com a Figura 2, podemos determinar qual € a probabilidade de uma trajetoria
de B; passar entre os valores a; € b; no tempo t; paracadai =1, ..., n.

ag
a v
1 7
33 ag
bz
b1 .
t 2 > >S

by

Figura 2: Possivel trajetéria do movimento

Para isso, notemos que

e
P(al < B[ < bl) = —dxl’
! ap V27Tt1
e admitindo B;, = x1, para a1 < x; < b; e considerando que o processo que “seguird” tem
distribuicdo N (x1, f; — #1) no intervalo [t, f2], temos que a probabilidade de a; < B;, < by, dado
que B;, = x1, corresponde a equagio

by 1 Ixy—xp |2

——— ¢ 201D dx,.
ar A2m(ty — 1)
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Logo,
by pby
P(a; < B, < b1,ay < B, < by) = / / g(x1,1110)g(x2, 12 — t1|x1)dxzdxy,
ay a»
em que
1 (x-y)?
glx,tly) = ——=e "7
Tt

Em geral, podemos escrever

P((ll SB[I Sbl,"' , Ay SBtn Sbn):

by b,
= / / g(x1,11]10)g(x2, 10 — t1|x1) - - - g(xx, ty — ty—1|Xp—1)dxy - - - dxy. 5
aq an

Para ilustrar como a equacgdo (5) pode ser aplicada, segue um exemplo para o qual utilizamos
ferramentas computacionais para auxiliar na resolu¢ao da integral.

Exemplo 1 Qual a probabilidade que uma trajetoria de B, passe entre os intervalos [0.5,1.5] em
t1=1e[l.2,1.6]emt, =27

Para resolvermos esta questdo, tomaremos na Figura 2, a1 = 0.5, by =1.5, a, =1.2, b, =1.6
e utilizaremos a expressao (5) para duas variaveis. Temos entdo que a probabilidade é dada por

b1 b 15 p16
/ / g(x1,1110)g(x2, 12 — ty]x1)dxodx; = / / g(x1,110)g(x2,2 — 1|x1)dxadx;
ai a 0.5 .

/ / \/— e L
1 X2dX1
0.5 J1.2 2rl V2rl

1.6 1 (X1>2 (X2-X1)2
/ / e dx>dxq
05 Ji2 27¢
L6, (Xl)2 & )2 oX2x1
/ / dedxl
0.5 1.2 2n

0.0331869.

Podemos estender a equacao (5) de acordo com o seguinte teorema, cuja demonstracao pode ser
vista em Evans (2012, p.39-40).

Teorema 2 Seja B; um movimento browniano uni-dimensional. Entdo, para todo n inteiro positivo,
para todo tempo 0 =tg < t| <ty < --- < t, e para cada fungdo f : R" — R, temos que

E[f (B, -, B:,)] :/_ [ fxi, - xn)g(x1,21]0) g (x2, 12 — t1]x1)

g(xn’ Iy —Ih—1 |xn—1)dxn - dxy.

Quando f(x1,-* ,Xn) = X[ay,b1]1(X1)s "+ s X[an.ba] (Xn), temos (5). Aqui x|q, 5,1 (x:) € definido como

[ 1, se xi€la;bi]
ata (xl) { ’ se Xi ¢ [ai’ bl]’

parai=1,...,n.
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Com o auxilio deste teorema, mostraremos que
E(BsB;) =t A s =min{s,t}, Vt>0,s>0.

De fato, tomando 0 < s <re f: R? — R com f(x1,x2) = x1x3, temos que

Ef(BsB;) / / x1x28(x1,50)g(x1,t — s|x2)dxdxs

(o) (o)

/ xlg(xl,slo)(/ x28(x1,t — s|x2)dx> |dx;

Resolvendo f_ O:o x28(x1,t — s|x2)dxy:

_ (361—)62)2
e 20-s) de

(o) (o) 1
x28 (x1,t — s|x2)dx> / Xy——
[oo -0 \/27‘(([ — S)
1 e _u?
= —/ (x1 +u)e 2=9du
V27 (t —5) J-c0

1 (o) uz (&) uz
—(/ xle_mdu+/ ue_mdu)
V27 (t —s) \ J-o0 -0

=0

1 il
—(Xl / e 2(t-s) du)
V27 (t =) —c0

_ u?
e 2= du

L(x /m;

Var\ e 1= 9)

= \/%(xl/ e‘édz)
JT —0

1
= —x1 V21
V2
X1.

Em (7) e (8) consideramos x, = x; +u e z = !

r—s

(6)

(7

®)
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Agora, voltando em (6) temos:

/Xlg(xl,sm)(/ ng(xl,t—5|xz)dxz)dx1

(o) (o)

/ x?g(xl,slo)dxl

(o)

= \/_ x e dx1 )

1 2 (o) x2
X -5
= (—xlse 2|2, +s/ e Zdel)
\/27rs —c0

= e 25dxl
V2rs
s 1 o0 _’2‘_12d
= —_—— e 2sdxy
V2 Vs J-
(o) 1 x2
= \/S_ 76 2sdx1
“ 1
N N (10)

Vo J- 5

= \/ﬂ-/ _Ta’u

:E\/—ﬂ

S.

Em (9) usamos o método de integral por partes e em (10) consideramos a mudanca de varidvel

u= x\/—I_ Logo, temos que para arbitrarios s,z > 0, Ef (ByB;) =t A s = min{s, t}.
s

O resultado anterior pode ser mostrado ainda da seguinte forma alternativa. Considere 0 < s < ¢,
entao

E(B:Bs) = E((B:)B;)
= E((B; - By + By)By)
= E(([B: - Bs] + By)By)
= E((B; — By)Bs + B?)

= E((B; - By)B,) + E(B?) (11)
= E((Bt - BS)BS) +S (12)
= . (13)

De (11) para (12) utilizamos que E(B?) = 5. Em (12) usamos que (B;—Bj) e B sdo independentes
e portanto
E[(Bt - BS)BS] = E(Bt - BS)E(BS) =0

Uma familia F; de o-dlgebras em € parametrizadas pelo tempo ¢ > 0, é chamada de filtracdo se
Fs € Ft € ¥ paratodo s < ¢. Um exemplo de filtracdo € a gerada por um determinado processo
estocastico X;, denotada por o (X, : 0 < u < t), que corresponde a informagao obtida sobre o
processo até o tempo ?.
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Definicao 3 Dizemos que um processo X; (t > 0) é um martingale com relacdo a filtracdo F; =
(X, : 0 <u <t) seaesperanca condicional

E(Xi+5|F7) = X;, quase sempre.

Esta propriedade significa que se conhecemos os valores do processo até o tempo ¢t ¢ X; = X,
entdo o valor esperado do processo no tempo futuro € x.

Proposicao 4 Seja B; o movimento browniano e considere a filtracdo ¥; = o (B, s < t). Entdo
(1) B; é um martingale;
2) Bt2 — t é um martingale.

Demonstragao.

(1) Como B; ¢ mensurdvel em ¥;, segue pela propriedade de esperanga condicional que
E(B;|F;) = B;, e sendo B;;; — B; independente de ¥; segue que E(B+s — B;|F;) = E(Brs — By).
Assim sendo, temos que

E(Br4s|%1) = E(Brys — B; + Bi| 1) = E(Brss — Bi|F7) + E(B:|F;) = By.

(2) Usaremos para provar este item, que sendo (B,+s — B;) independente de ¥; e g uma funcdo
continua, entdo g[ B+, — B;] também € independente de 77, ou seja,

E(g[B+s — B:]|F1) = E(g[Bi+s — Bi]). (14)
Primeiramente, notemos que

E(BZ,|F) = E[(B;+ B — B)?|F7]
= E[Bzz +2B;(Biys — By) + (Brys — Bt)2|7'7]
= E[B?|%] + E[2B:(Bss — B,)|F:] + E[(Biss — B)*|F].

E tais esperancas podem ser calculadas da seguinte forma:

(a) E[B?|7;] = B2, pois temos a informagio até o tempo ¢, e sendo B, mensurdvel em 77, sabemos
quais valores de B; tem ocorrido. Ou seja estamos tomando g(x) = x? em (14).

(b) Da independéncia de (B;.; — B;) com relagdo a 7; e do fato que B, é mensurdvel em ¥, segue
que

ZE[Bt(BHs - Bt)lﬁ] BZE[BI+S - Btlﬁ]
BZE(BZ+S - Bt)

= 0.

(¢) Usando g(x) = x*> em (14), e o fato que o incremento B,.; — B, tem distribui¢do N (0, s),

E[(Brss — Bt)2|ﬁ] = E[(Bss — Bt)z] =S.
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De (a), (b) e (¢), temos que
E[B2,|F;] = B? +s.

Logo,
E[B2,|F] - (t+5) = B> —1,

€ assim,
E[B2, - (t+5)|%] = B? - 1.

Portanto, o processo X; = B> —téum martingale, uma vez que

E[Xt+s |(f7] = X;.

2.1 Movimento browniano no R”

Um processo estocastico B(+) = (B!(+), ..., B"(-)) com valores no R”, é um processo de Wiener
(ou um movimento browniano) n-dimensional se

(@) paracadak =1,...,n, BF (+) € um processo de Wiener unidimensional;
(b) as o-dlgebras B% := U(B*(1)|t > 0) sdo independentes, k = 1, ..., n.

Pelos argumentos acima, podemos construir um espago de probabilidade, e neste n processos
de Wiener unidimensionais independentes B*(-)(k = 1,...,n). Entio B(-) = (B!("),...,B"(")) é
um movimento browniano n-dimensional. Em outras palavras, dizemos que B, = (B}, ..., B?) é
um processo de Wiener n-dimensional se B,l, ..., B} sdo processos de Wiener independentes. Desse
modo, sdo validas as seguintes propriedades:

(i) E(BYBL) = (t As)Apy, (K, 1=1,...,n),

(i) E((B¥ - BY(B! - Bl)) = (t - s)Ax, (k,l=1,...n; t>s2>0),
em que,

L = 1, se k=1
=10, se k#lI.

De fato, no item (i), se k # [, entdo
E(By By) = E(B/)E(B,) =0,

por independéncia. Ainda em (i), se k = [, entdo para o movimento browniano Bf , temos que
E(B¥BX) =t A s, como mencionado anteriormente.
Agora, no item (ii), se k # [, entdo

E((B* - B)(B' - Bl)) = E((B*B' - B'B. - B¥B! + B*B'))

E(BfB!) - E(BfB!) - E(B*B!) + E(B*B!)
= 0.
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E se k = [, entao

E((Bf - B)(B. - B))) = E((Bf - BY?
= E((Bf)* - 2B/ B + (B})?)
= E((Bf)?) - 2E(BSBf) +E((B)?)

————
=SNAt

= t—-25+s

= t--ys.

3 Integral estocastica e a Formula de Ito

Sendo X; o nimero de bactérias ou montante no tempo ¢, considere a seguinte EDO

ar =a(t)X;,
que € utilizada, por exemplo, para modelar o crescimento de bactérias ou crescimento de um capital
a capitalizagdo continua. Ao considerarmos a(t) sem uma aleatoriedade, ndo consideramos alguns
ruidos aleatdrios que ocorrem em nosso sistema, por exemplo, variacdes pequenas de temperatura
dentre outros fatores incontroldveis, que refletem em oscilacdes aleatdrias no crescimento de nossa
populacdo, podendo ser dificil sua mensuracao.

A fim de modelarmos “corretamente ou melhor” nosso sistema, podemos introduzir uma aleato-
riedade em a(t). Logo, a(t) = r(t)+ “ruido branco”, onde r(¢) é uma fungdo nio aleatéria. Assim
sendo, a equacao do crescimento da populacao de bactérias torna-se

dX;

- = (r(t) + “ruido branco”)X; = X,r(t) + X; X “ruido branco” .

Fazendo b(t, X;) = X;r(¢), f(¢t, X;) = X; e representando o “ruido branco” por W;, temos
dX[ = b(l, X[)dl + f(t, Xt)W[dt (15)

Em muitas aplicacOes € interessante que W; assuma, mesmo que aproximadamente, as seguintes
propriedades:

(1) Set; # 1, => W,;, e W, sdo independentes;

(2) {W;} seja estaciondrio, ou seja, a distribuicdo conjunta de {W;, 4, ..., W4/} ndo depende do
tempo ¢;

(3) E(W,) = 0.

Nao h4 nenhum processo estocdstico continuo que satisfaca (1) e (2). Assim sendo, € usual
tomarmos W;dt como sendo dB; na equagao (15), ou seja, trabalharmos com a equacgao diferencial
estocdstica de It6 dada por

dX, = b(t, X;)dt + f(t,X;)dB;,

a qual € interpretada na forma integral por

t t
X,:X0+/ b(s,Xs)ds+/f(s,Xs)st.
0 0
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A existéncia dessa integral pode ser obtida da seguinte forma. A primeira integral, sendo » uma
funcdo suficientemente comportada, se fixarmos o acaso (w = wq) a integral acima torna-se uma
integral de Riemann-Stieljes (para maiores detalhes sobre essa integral consultar Klebaner (2005,
p-10)). Para a segunda integral, o artificio utilizado anteriormente nao € valido, pois a integral nao
existe como uma integral de Riemann-Stieljes, pelo fato de B; ndo ser diferencidvel em nenhum
ponto € nem mesmo ter variacdo total finita (fatos que podem ser encontrados em Evans (2012,
p.50-55)). Mas, podemos definir a integral /Ot f (s, X;5)dBy, desde que f(t, X;) satisfaca a seguinte
condi¢do: Seja f(t, X;), ou simplesmente f(¢), uma funcdo da varidvel aleatéria X;, com ¢ € [a, b]
e {X; :t € [0,00)} um processo estocastico, em que f satisfaca

b
/ E(f2(1))dt < oo, (16)

a

desde que a E( f2()) exista. Logo, a integral (16) é uma integral de Riemann. Em tratamentos mais
avancados de equacdes diferenciais estocdsticas baseadas na teoria da medida, E( f2(r)) é assumida
como Lebesgue integrivel.

Definicao 5 Seja f(t) uma funcdo aleatoria que satisfaca (16). Tomando a particdo a =t) < ty <
<t < tie1 = b, At = tiy —t; = (b;a) e AB(t;) = B(tiy1) — B(t;), onde B, é o movimento

browniano. Entdo, a integral estocdstica de It6 é definida como

b k
/ f(@®)dB; = li.m.x e Z f(t)ABy,, 17)
a i=1
onde l.i.m. denota uma convergéncia em média quadrdtica. Se Fy = le.;l f(t)AB;, e I =

fab f(t)dBy, entdo l.i.m.; o Fy = I significa que
lim B [(Fe - 1)?] =0.

O fato da fungdo f(¢) ter que satisfazer (16) ndo € evidente na defini¢do, mas € necessario para que
o limite em (17) exista.

A seguir daremos algumas propriedades da integral de It cuja as provas podem ser vistas em
Oksendal (1998, pag. 29).

Proposicao 6 Sejam f e g funcoes mensuraveis e adaptadas a informagdo gerada pelo movimento
browniano, S < U < T, c ea € R entdo

L[ r@aB = [ p@yas+ f; £()dsy;
2. [ cf(t)+ag(t)dB, =c [; f(t)dB, +a [, g(t) dB;

3. E[f, f(0)dBi] = 0;
4 E ((/STf(t)dBt)z) -E (/ST fz(t)dt).

A propriedade 4 é conhecida como Isometria de Itd.

RAYS FILHO, I.; OLIVEIRA, A. S. L.; SILVA, F. B. Uma introdug¢do ao movimento browniano e as equagdes diferenciais estocdsticas. C.Q.D. —
Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 17, p. 61-83, fev. 2020. Edicao Ermac.
DOI: 10.21167/cqdvoll 7ermac202023169664irfaslofbs6183  Disponivel em: www.fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd/

74



" of
=
=)

3.1 Formula de It6 unidimensional

Seja B; o movimento browniano unidimensional em (L, 7, P) e X, um processo estocdstico no
mesmo espago de probabilidade tal que

X,:X0+/ b(s,a))ds+/ f(s,w)dBy, (18)
0 0

que também pode ser representado na forma diferencial como

O processo X; dado pelas integrais, € chamado processo estocastico de Itd. Considere g(z, x) €
C?([0, o0) x R)(tem derivadas parciais de segunda ordem continuas) e o processo

Yl‘ = g(t’ Xl‘)

Teorema 7 (Férmula de Itd) Y; é um processo estocdstico de Ito e
g g 19%g >
dY; = —=(t, Xp)dt + = (¢, X;)dX; + ——= (¢, X;)(dX;)", 19
t 8t( l‘) ax( l‘) t 2(9X2( l‘)( l) ( )

onde é utilizada a regra dada por:

dt X dt =dt X dB; = dB; X dt = 0,

(dB,)? = dr.

A foérmula acima, a grosso modo, faz o papel da regra da cadeia para a derivada de uma
composi¢do de fungdes, a qual ndo tem o termo extra que aparece na férmula de Itd. E possivel dar
uma explicagcdo heuristica e simples para este termo. De fato, considerando a férmula de Taylor,
temos

df (Xi)

F(X)dX, + % X)X + -

1
f/(Xt)(Ftdt + thBt) + Ef”(Xl)(Fldt + G[dBl)z + .-

1
£/ (X,)(Fdt + G,dB,) + 3 f7(X;)(F2df* + 2F,G,dtdB, + G?(dB,)*) + - - - .

Com relagdo a expressao obtida acima, apenas o primeiro termo € considerado no célculo diferencial
e integral (ndo estocdstico), e todos os termos em que aparecem dt> ou de ordem superior sdo
insignificantes em compara¢do com dt (suficientemente pequeno). Mas acontece que dB; ‘“‘se
comporta como” Vdt de modo que o termo % " (X,)G?*(dB,)?* ndo é mais insignificante em relagdo
adt.

Exemplo 2 A fim de ilustrar como (19) pode ser aplicado, consideremos X; = By, u(x) = x™. Entdo
dX; =dB;eentiob=0e¢ f = 1.
Vamos tomar, inicialmente, m = 2, isto é, u(x) = x2. Observe que afuncdou étalqueu : R — R,

ou ou d%u

— =0, —=2x; —=2.

ot Ox 0x?
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du Ou 0*u 5
Desse modo, 3 92 existem e sdo continuas e Y; = g(X;) = u(B;) = B;. Logo,
du 10%u
Y, = —(X)di+= (Xz)dxt SozX) G di
L ——
=1
=0
102
= —(Xt)dXz"‘ (Xt)d
19%u
= a(xt)( Fl dt+ Gt dBt)+ 28 Z(Xl)d
=0 =1
10%u
= (Xt)dBt + = 29 (Xz)d

1
= 2(Bt)dBt + dt

Integrando ambos os lados:

t 1t 1t
B,Z:B(z)+2/ Bsst+/ dt:Bg+2/ B,dB, +1.
0 0 0

/leB _Bi-t
O S S 2 .

E assim,

Exemplo 3 Agora, considere m = 4, isto é, u(x) = x*. Observe que a fungdo u é tal que u
ou ou d%u
— =0, — =4 = =12
ot ox Ox? *
ou du 9>
Desse modo, —u, —M, —u, existem e sdo continuas e Y; = g(X;) = u(B;) = Bf. Logo,
ot” dx’ 0x?
1 0%u
dy, = (Xt)dBt + = 29 (Xz)d
-~ 4(Bt3)dBt + E12(19,2)dt
= 4(B3)dB, + 6(B?)dt.

Integrando ambos os lados:

t t
B;‘:Bg+4/ Bﬁst+6/ B2ds.
0 0

(20)

R — R,

1)

De acordo com os processos calculados, percebemos que ha uma regularidade nos processos

desse tipo, dada por:
1
d(B™) = mB" 'dB, + Em(m — 1)B™2dt.

(22)
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A equacdo (19) também pode ser usada para calcularmos a esperanca de um processo, por
exemplo, para B? e B} calcularemos E[B?] e E[BY].
Para calcularmos E[Btz] partiremos da equacdo (20) calculada anteriormente. Logo,

t
B! = B} +2/ B,dB, +1,
N—— 0

=0

e assim usando o item 3 da Proposicao 6 temos que

E[B?] = E(2/tBsst) +E[f] =1,
0

como j4 esperdvamos.
Agora, para calcularmos E[B?}] partiremos da equagio (21) também calculada anteriormente.
Sendo assim,

>
-~ A

t t

= B, +4/ deBs+6/ B2ds.

~—— 0 0
=0

Logo,

=

=

iy
I

B4

S—

t t
Bgst) + E(6 / des)
0

t
= 6/ E[B?] ds
0 “~~——
t

= 6 sds
0

oy

= 32

(8]

t
0

De forma geral, podemos calcular E(B¥) para k > 2 utilizando a equagio (22)
1 t
E[B¥] = Ek(k -1) / E[B*~2]ds.
0

3.2 Modelagem de alguns problemas utilizando EDE

Ap6s definirmos a integral estocéstica de 1t0, a férmula de Itd e apresentarmos alguns exemplos,
mostraremos a seguir modelagens utilizando EDE e a solucdo destas equagdes.

3.2.1 Crescimento populacional

Como vimos anteriormente, o crescimento de uma determinada populacdo pode ser modelado
por uma EDE da forma
dN; = b(t, N[)dt + f(t, N[)dB[,
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em que temos que b(t, N;) = N;r(t) e f(t, N;) = aN,, onde N, representa o nimero de individuos
da populagdo no tempo ¢ e a representa a taxa relativa de crescimento no tempo ¢, ou seja,

le = Nﬂ”(t)dt + a’NtdBt,

ou ainda,

dN

L= ydt+ adB;.

N;
Entao,

t dN t t
/ a =/ rdt +/ adBg =rt + aB;. 23)
0o Ns 0 0

Para avaliar a integral do lado esquerdo, usamos a férmula de It para a fungao
glx,t) =Inx; x>0.

Assim, pela equacao (19), temos que

1 1
B dNt L(=1) 22
- 2( ,2) N2di
- @_a_zdt
N; 2
Entao,
dN[ Cyz

~ = dUnN)+=di

ldN t tl
/ S = / d(InNy) + / —a’ds
o N 0 0o 2

1
= [InNg])+ Eazt

1
= [nN; —InNy + Eazt

AN
- ln(N;)+§a2t. (24)

De (23) e (24), segue que

N[ a’zt
rt+aB; = In + —
No 2

N, —a’t
In|=L L+rt+a/Bt
Ny 2

t @ +aB
= r——|+ab;.
2 t

Exponenciando ambos os lados, temos que
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Parece razodvel que, se o B, for independente de Ny, devemos ter

%)+(YB, = Nt — Noet(r—%)+aB,. (25)

E[N;] = E[Ng]e". (26)

De fato, considerando ¥; = 3 onde g : R — R é tal que g(x) = ¢®* e aplicando a férmula de Itd,
temos

1
dY, = ae®B dB, + EazeaB’dt,
ou ainda,

t 1 t
Y, =Yy + a/ e?BsdB, + —a2/ e®Bs ds.
0 2 Jo

Calculando a esperanca de ambos os lados da igualdade acima e usando o item 3 da Proposi¢ao 6,
segue que

E[Y]

E[Y,] +aE(/0t[Ys]st)+%a2/0lE[Ys]ds

——
1 (quase sempre)

1 t
= 1+0+§a2/ E[Y]ds.
0

Com essas informacdes, conseguimos obter a seguinte equagao diferencial ordindria (deterministica):

E[Yo] =1,
d 1
EE[YJ = ECYZE[Yz]-
Entio,
1.2
E[Y,] = 27,

e como Ny € independente de B;, calculando a esperanga de ambos os lados da equacao (25) temos:

E[N;] — E[No]e(r—%o/z)tE[ eaB, ] — E[No]e(r—%az)te%azt — E[N()] ert—%azH%azt — E[N()] ert.
——
Y

3.2.2 Valor de uma acao

Se X; € o valor de uma a¢ao no tempo ¢, é natural esperarmos que a taxa de crescimento seja
proporcional ao seu valor, ou seja, de maneira simplista, dada uma certa oscilagdo na bolsa de valores
u, essa oscilacdo afetard, de maneira absoluta, mais as acdes com maior preco Assim sendo, a taxa
de crescimento pode ser modelado através de uma EDO semelhante a do crescimento de bactérias.
Entretanto hd alguns fatores externos que geram aleatoriedade no valor de uma determinada agao e
que seria interessante levar em conta na escolha do modelo. Portanto, € bastante comum modelar o

valor da a¢do com a equacdo

dX
L~ udt + odBy,
X,

t
ou ainda, no formato das equagdes diferenciais estocdsticas de Itd

dXt = uXtdt + O-X[dBt, (27)
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onde u é chamado de drift e o de volatilidade da acao.
Utilizando o mesmo raciocinio do caso do crescimento populacional, temos que a média do valor
da acdo € dado por
E(X,) = Xpe"', t > 0,

ou seja, seu crescimento/decrescimento médio vai depender do valor do drift u.

3.2.3 Equacao de Langevin

Esta equacdo € uma homenagem a Paul Langevin (1872-1946), um fisico que desenvolveu uma
equacgdo que representa a velocidade de uma particula browniana, como descreveremos a seguir.
Considere uma particula/objeto em movimento unidimensional sujeito a uma forca de atrito e
forcas aleatdrias que agem sobre ela, como pode ser observado através da andlise de uma particula
browniana em movimento em um fluido (glicerina). Esta particula tem uma certa velocidade X;
em um tempo 7, e a tendéncia dessa particula € de “parar”, devido a ac@o da forca de atrito que é
contrdria ao movimento. Entretanto, devido ao choque das particulas do fluido com nossa particula,
temos a acdo de uma forca aleatdria que exerce influéncia no movimento da particula, logo podemos

considerar a seguinte EDE

ax;
— =-bX; + oW,
dr t TO Wy

onde W; € o “ruido branco”, b > 0 € o coeficiente de atrito, o o coeficiente de difusdo e oW, pode
ser interpretada como uma forga aleatdéria atuando em nossa particula/objeto.
Ou ainda, escrevendo no formato convencional, temos a equagdo de Langevin
dX[ = —bXtdt + O-dBt
Xl() = XO’

para alguma distribui¢do inicial X independente do movimento browniano. Para resolver esta EDE,
tomemos o processo Y; = X, e e assim temos

dy, = d(X;e"") be” X,dr + " dX,
= bel X dt + e (-bX,dt + odB,)
= be’ X, dt — be? X,dt + " rdB,
= e"odB,.

Portanto,

t
X,e" = X, +/ e dB,,
0
e multiplicando ambos os lados por ¢, obtemos que

t
X, = Xpe "' + 0'/ e b=9qp. .
0

E assim, em termos da média, temos

t
E(X,) = E(Xoe ™ +0o / e P1=94B,)
0

t
= E(Xoe_bt)HE(/ oe P=94B))
0

0
= e "E(Xp).
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Vamos agora determinar a variancia de X;, a qual pode ser obtida através da sua definicao, isto
é, Var(X,) = BE(X?) — [E(X;)]>. Como temos o valor de E(X,), basta determinarmos o valor de
E(Xf) para obtermos o valor da variancia. Como Xy € independente do movimento browniano e
(dB;)?* = dt, temos que

t 2
E(X?) = E [Xoe_b’+a /0 e‘b(’_s)st]

Assim sendo,

Var(X;)

e 'R ((Xg)) + ‘;—2(1 _ o2y _ (ePB(X)))>

2
g _ _

= (- P BX) - B (X0)
o? —2bt —2bt

= E(l—e )+ e “""Var(Xp).

Logo,
o2
Var(X;) = %(1 — e 4 eV ar(Xy),

assumindo que Var(Xp) < co.
Para uma dada condig¢ao inicial Xy, temos que parat — oo,

2

o

Portanto, para um tempo suficientemente grande, como X, representa a velocidade da particula,
a esperanca € de que a particula “pare” (tenha velocidade zero), mesmo com a acao dos impactos
aleatdrios das particulas do fluido, pois como s@o um nimero muito grande de impactos e de mesma
magnitude, espera-se que a influéncia dos mesmo se “anule”, mesmo que aproximadamente. E a

o
variabilidade dessa velocidade, para um tempo suficientemente grande, é dada por 35 ou seja,

quanto maior for a relacdo entre o coeficiente de difusdo o e o coeficiente de atrito b, maior serd a
variabilidade. Portanto, para b estritamente maior que o, ou seja, para fluidos com alto coeficiente
de atrito a Var(X;) — O.
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4 Consideracoes finais

Neste artigo, procuramos apresentar algumas propriedades e no¢des basicas sobre 0 movimento
browniano e as equacdes diferenciais estocdsticas, omitindo alguns detalhes, a fim de facilitar o
primeiro contato do leitor nao familiarizado com o assunto. De acordo com os exemplos apresentados
e discutidos neste artigo, notamos que, em geral, o movimento browniano pode ser aplicado em
modelos que descrevem algum fendmeno que evolui com o tempo e sofre perturbagdes aleatorios,
cuja distribui¢cdo de probabilidades seja gaussiana.

Vale destacar que este assunto também se estende para variedades diferencidveis, como pode
ser visto em Elworthy (1983), Emery (1990), Hsu (2002) e Kunita (1981), o que pode ser uma boa
op¢ao para os leitores familiarizados com tépicos mais avangados de matemadtica e interessados em
continuar seus estudos com as equagdes diferenciais estocdsticas. A pesquisa na drea de sistemas
dindmicos estocdsticos pode tomar diferentes dire¢cdes dentro das diversas dreas da matemadtica,
dependendo do problema em que se deseja resolver, podendo este ser de aspecto mais analitico,
dindmico, probabilistico ou até mesmo geométrico. Alguns trabalhos recentes, que exploram nao
apenas as propriedades dinamicas de um determinado fluxo estocdstico (solucao de uma EDE), mas
também as propriedades geométricas da variedade diferencidvel no qual o processo esta inserido,
podem ser vistos, por exemplo, em Justo, C. L.; Ledesma, D. S.; Silva, F. B. (2019), Ledesma, D.
S.; Silva, F. B. (2018), Gonzales-Gargate, 1. I.; Ruffino, P. R. (2016) e Catuogno, P. J.; Silva, F. B.;
Ruffino, P. R. (2013).
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