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Comparacao entre diferentes métodos
numéricos na solucao da equacao de Poisson
bidimensional: Gauss-Seidel, FAS e SPH

Comparison between different numerical methods in the
solution of the two-dimensional Poisson equation:
Gauss-Seidel, FAS and SPH

Resumo

O presente trabalho consiste na resolug¢do da equagdo diferen-
cial parcial eliptica de Poisson, onde foi considerada a condig¢ao
de contorno do tipo Dirichlet para a obtenc¢do da solu¢iao nu-
mérica do problema bidimensional, considerando um dominio
quadrado. Na obtenc¢do da solu¢ao numérica foram utilizados
dois métodos iterativos e um método de particulas: o método
de Gauss-Seidel, o método multigrid FAS (esquema de aproxi-
macao total) e o método SPH, respectivamente. Tais métodos
foram implementados no software Matlab e os resultados ob-
tidos foram comparados com a solucdo analitica disponivel na
literatura. Dessa forma, foi verificado se os métodos numéricos
utilizados sdo eficientes na solug@o desse tipo de problema.
Palavras-chave: Métodos Numéricos e Aplicagdes. Método
de Diferencas Finitas. Método Multigrid. Método de Particu-
las.

Abstract

The present work consists in solving the Poisson partial ellip-
tical differential equation, where the Dirichlet boundary con-
dition was considered to obtain the numerical solution of the
two-dimensional problem, considering a square domain. To
obtain the numerical solution, two iterative methods and one
particle method were used: the Gauss-Seidel method, the mul-
tigrid method FAS (full approximation scheme) and the SPH
method, respectively. These methods were implemented in the
Matlab software and the results obtained were compared with
the analytical solution available in the literature. Thus, it was
verified if the numerical methods used are efficient in solving
this type of problem.

Keywords: Numerical Methods and Applications. Finite
Differences Method. Multigrid Method. Method of Particles.
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1 Introducao

As equacdes elipticas estdo relacionadas com problemas de equilibrio, que ndo dependem,
em geral, do tempo. “Como exemplos de equacgdes elipticas tem-se as equacdes que descrevem
problemas de pressdo, problemas em elasticidade, problemas de camada limite, problemas de
vibracdo em membranas e problemas de difusdao” (FORTUNA, 2012). De maneira simplificada,
problemas elipticos caracterizam-se pela propagacdo das propriedades fisicas desses fendmenos em
todas as direcdes coordenadas indistintamente, ao contrario das equacdes parabdlicas e hiperbdlicas
onde essas propriedades propagam-se em direcdes preferenciais. Desta forma as condi¢des de
fronteira de um problema eliptico sdo normalmente especificadas ao longo de toda a fronteira.

Neste trabalho, o interesse estd em resolver uma equacgao diferencial parcial eliptica com con-
dicdes de contorno do tipo Dirichlet por toda a fronteira. Além disso, estuda-se dois métodos
numéricos iterativos e um método de particulas na resolucao do problema bidimensional. A imple-
mentacdo do algoritmo foi através do software Matlab, em que uma anélise do erro, comparacdes
entre os métodos numéricos e a solucao analitica, conhecida da literatura, foram realizadas.

2 Formulacao matematica
A equacao de Poisson bidimensional € uma equacao eliptica de segunda ordem dada por

2 2
%+g—yz=f(x,y)~ ey
O dominio de integracdo de uma equacao eliptica bidimensional € uma drea limitada pela fronteira
0Q. Em particular, considera-se neste trabalho uma regido quadrada Q = {(x,y) : a < x < b,
a <y < b} com condicdo de contorno u(x,y) = g(x,y) em 9.

3 Formulacao numérica

Nesta secdo, s@o apresentados os métodos numéricos para a resolu¢ao do problema. O método
multigrid utilizado neste trabalho foi um esquema de aproximacao total (FAS, do inglés Full Apro-
ximation Scheme) (ROGENSKI, 2011). Ainda, utilizou-se o método de Gauss-Seidel e o método
SPH, que se trata de um método de particulas. Uma breve descrig¢ao de tais métodos segue abaixo.

3.1 Método de Gauss-Seidel

Quando se trata de solucdo de sistemas lineares, em certos casos, os métodos iterativos sao
melhores que os métodos exatos, por exemplo quando a matriz dos coeficientes € esparsa. Esses
métodos também sdo mais eficientes, pois requerem um gasto computacional menor. Além disso,
sdo capazes de se autocorrigirem, isto €, em geral sua convergéncia nao depende da aproximacgado
inicial.

Para resolver iterativamente um sistema linear da forma Ax = b, onde

ayr aip ... AaAip

ar azy ... aAjp
A= | . |

Ayl Ay ... App
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primeiramente decompde-se a matriz A de tal forma que

A=L+D+U, 2)

em que L € a matriz triangular estritamente inferior, D € a matriz diagonal e U € a matriz triangular
estritamente superior:

0 0 ... 0 all 0 0 0 apn ... Adip

any 0 0 0 an)n 0 0 0 aon
L= , D= , U=

am ap ... 0 0O 0 ... am 0O 0 ... O

A partir disso, a matriz A € decomposta na soma

A=M+N, 3)

e escreve-se o sistema na forma Mx = b — Nx.

A matriz M € escolhida propositalmente de maneira que seja invertivel facilitando a resolugdo
do sistema. Por exemplo, M pode ser diagonal, triangular ou tridiagonal. O método iterativo, entdo,
¢ definido por

Mx® = p — Nx*-D 4)

sendo x(¥) uma aproximagio inicial qualquer e k o nimero de iteracdes, e entdo xX) e x*~1 s3o
vetores de n componentes avaliados na iteracdo k e na iteracao anterior, respectivamente.
Dessa forma, o método de Gauss-Seidel considera

M=L+D e N=U.

Isso permite escrever

Ax=be M+N)x=bs (L+D)x=>b-Ux.

Portanto, escrito na forma matricial o método de Gauss-Seidel consiste em

Dx® = p - [x® — Ux(k_l),

ou ainda,

(L+D)x™® =p—Ux D,

x® = (L+D) "o - (L+D) 'Ux* V. (5)

Onde a equagio () representa o método de Gauss-Seidel na forma matricial. E, consequente-
mente, na forma pontual pode ser escrito como

-l oo (k) oy oy (k=1)
0 = b j=14ijX;j Zj:i+l aijXj

: (6)

aiji

comi=1,2,..,n.
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3.2 Sobre-relaxacao Sucessiva (SOR)

O processo de corrigir uma equagao através da modificacdo de uma varidvel € as vezes chamado
de relaxamento. Antes da correcdo, a equacdo ndo € verdadeira; como um conjunto de partes que
ndo se ajustam, ela estd em estado de tensdo. A correcdo de uma varidvel relaxa a tensdo. O método
de Gauss-Seidel efetua relaxamento sucessivo, ou seja, passa de equagdo para equagao, relaxando
uma depois da outra (WATKINS, 2002).

Por este motivo, o método de Gauss-Seidel também é chamado de método de relaxamento. Em
muitos casos, a convergéncia pode ser substancialmente acelerada através de sobrerelaxamento.
Isso significa que ao invés de fazer uma corre¢do para a qual a equagdo € satisfeita exatamente,
faz-se uma correcao maior. No caso mais simples, escolhe-se um fator de relaxamento w > 1 que
sobrecorrige por aquele fator em cada passo (se mover um passo na dire¢io de x* para x**! é bom,
mover naquela direcdo w > 1 passos € melhor). Este é o chamado método de Sobre-relaxagdo
sucessiva ou Successive Over Relaxation (SOR). Usando o método de Gauss-Seidel obtém-se

1 i—1 n
XAI{HI = — b,‘ — Zaijxl?“ — Z a,-jx]?
Qi J J
" j=1 j=i+l
Diante disso, toma-se
k+1 _ _k ak+1 k
X, =X (T =)
Isso se resume em
1 i—1 n
k+1 _ _k o okl k| k
X, =X tw - b; Zaljxj Z aijx; [—x; |- @)
" j=1 j=i+l

Quando w = 1, o método SOR € exatamente o método de Gauss-Seidel. Um fator 0 < w < 1
(sub-relaxamento) normalmente diminui a velocidade de convergéncia.

Para a maioria dos problemas, o melhor valor para o fator de relaxamento € desconhecido. Para
a matriz de discretizac@o obtida a partir da formula de cinco pontos (expressao de discretizacdo da
equacdo de Poisson pelo método de diferencas finitas), € notério que o valor 6timo de w € dado por

1
CET sen(wAx)’

®)

Em forma matricial, o método SOR pode ser descrito da seguinte forma: escrevendo o algoritmo
SOR como abaixo

i-1 n
k+1 k k+1 k k
ajix;  =apgx; +w b; — Z aijx; = Z QijXi | = diiXy |
=1 Jj=i+l
tem-se
Dx**' = DxF + w[(b — Lx**! — Ux*) — Dx*], )
ou

xk+b,

oo 52
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ou ainda pode ser escrito como

: (10)

-1
= (lD+L) [(I_—MD—U)xk+b
w w

3.3 Esquema de aproximacao total (FAS)

Considere a equacdo de Poisson bidimensional dada por (IJ), em que u representa a solugio do
problema e f o termo fonte da equacdo. O sistema linear associado a discretizagcdo dessa equagdo em
cada malha de um ciclo V, composto por quatro niveis e representado pela Figural[I] é resolvido por
meio de métodos iterativos. As constantes N1, N, e N3 representam o nimero de iteracdes aplicado
em um determinado nivel. Para resolver a determinada equacdo, utiliza-se apenas o método de
Gauss-Seidel em todos os niveis de malha, onde o fator de relaxacao utilizado é dado por w = 1, 9.

Figura 1: Esquema de aproximagéo total — Ciclo V.

Tendo como referéncia as informacdes apresentadas, o algoritmo associado ao esquema de
aproximagao total pode ser descrito da seguinte forma:

Partindo da malha mais refinada sdo realizadas N; iteragdes visando a solucdo da equacdo de
Poisson

VZu, = fi. (11)

De posse do valor obtido apds essas Ny iteragdes, obtém-se o residuo (sj), por meio de:

sh= fn— Vup. (12)

A transic¢ao de valores de um nivel mais refinado (%) para outro menos refinado (24), é dada pela
operacdo de restri¢cdo, em que o residuo € transmitido por meio de uma ponderacdo completa (FW,
do inglés Full Weight). A expressao abaixo exprime essa operacdo, a qual € ilustrada pela Figura[2]

sp= s (FW). (13)
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Figura 2: Operacdo FW.

Tendo como referéncia a Figura[2] observa-se que apenas o elemento identificado pelo retangulo
central € transmitido, de forma ponderada, para a malha menos refinada. E, a contribui¢io de cada
ponto € apresentada ao lado do mesmo.

Porém, faz-se também necessdrio transmitir os valores associados a solucdo intermedidria para
a malha mais grossa. Nestes casos, ndo ha aplicacdo de nenhum tipo de ponderagdo e os valores sdao
transmitidos diretamente da malha mais fina para a mais grossa. Essa operacdo, representada pela
Figura[3] ¢ denominada restri¢do por injecao direta (SI, do inglés Straight Injection). A expressao
abaixo explicita essa operacgao.

u, = Uy (SI). (14)

Figura 3: Operagdo SI.
Tomando como referéncia os valores transmitidos, o termo fonte € tomado como:

Fon = s + Vuay,. (15)

Considerando a malha representada por (24), faz-se novamente N; iteracdes, sendo:

2 —
Vurp = fon- 16)
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Neste caso, o resultado obtido leva em consideracdo além do erro associado a malha (k), a
solug@o do problema de Poisson na malha (24). Isso se d4 uma vez que o termo fonte referente a
malha (24) é obtido considerando informagdes obtidas por meio das operacdes SI e FW. O valor
inicial adotado, neste sentido, provém diretamente da operagao SI. Estima-se o valor do residuo sz
como:

son = fon — Vuop. (17)

Realiza-se sucessivamente os passos apresentados até que se alcance o nivel menos refinado
(8h). Nessa malha, especificamente, sdo realizadas N, iteracoes.
Na sequéncia, gera-se a correcdo referente a malha mais grossa, dada por:

corrgy = Ug), — iy, (18)

em que u’ representa a aproximag@o gerada por meio da operagdo de restri¢do e u” a aproximacao
mais recentemente calculada. O retorno a um nivel mais refinado da-se através de uma interpolacdo
bilinear, onde:

corry, = corrsp, (19)
Uqgp < Ugp + COTTY4). (20)

Finalmente, realiza-se mais N3 iteragdes, aplicando-se o método de Gauss-Seidel:

Viusp = fan. 2D

O ciclo € finalizado apds a aplicacdo da interpolacdo bilinear referente a malha com
espacamento (24). O niamero de ciclos necessdrios para que a solu¢do da equacgao seja obtida estd
associado ao residuo obtido na malha mais fina. Se o valor obtido for menor do que uma dada
tolerancia de referéncia, o algoritmo € finalizado.

3.4 Smoothed particle hydrodynamics (SPH)

O método SPH é um método sem malha e a sua discretizacdo se da através de um conjunto de
particulas, que também estdo associadas a outras propriedades individuais relacionadas a fisica do
fendmeno simulado como, por exemplo, temperatura, densidade e massa. Ainda, como o método €
discretizado por um conjunto de particulas, as particulas da discretizacdo ndo possuem conectividade
entre si. Dessa forma, para obter uma solucdo aproximada para a equagdo de Poisson € preciso
aproximar alguns operadores: o divergente, o gradiente e o laplaciano (CARMO, 2008). E, para
determinar o padrao da aproximacao e definir a dimensao do suporte de influéncia, a consisténcia e a
precisao, sao utilizadas fun¢des nicleo. No presente trabalho, a func¢do nicleo utilizada foi baseada
na spline cibica (MONAGHAN; LATTANZIO, 1985).

Para maiores detalhes sobre 0 método SPH, tendo se interessado pelo assunto a partir da leitura
da breve descricdo do método, aconselha-se que o leitor consulte o trabalho realizado por Takata,
intitulado “Aspectos tedrico-numéricos dos métodos SPH e MPS” (TAKATA, 2015).
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4 Resultados numéricos

Problema: Considere a equacao de Poisson bidimensional dada por

u  0’u 2) .2 2 2\ .2 2
PR [(1-6x2) 52 (1-97) + (1-6%) 2 (1= %) 22)
pertencente ao dominio D = {(x, y)eR?:0<x<1 e 0<y< 1} e com condi¢do de Dirichlet
u = u(x,y) (a solucio exata é conhecida em cada ponto de dQ2) na fronteira (OLIVEIRA, 2010),
cuja solugdo analitica € dada por

u(x,y) = (=) (v - »?). (23)

O problema descrito foi simulado para diferentes refinamentos de malha, onde as malhas uti-
lizadas sdo regulares e, adota-se aqui, Ax para descrever o espacamento. A principio, inicia-se
com uma malha mais grossa e, a partir de entdo, comeca a refind-la objetivando analisar o com-
portamento da solu¢do numérica do problema diante dessas modificacdes. As malhas utilizadas
foram: Ax =0, 125, Ax =0,0625, Ax =0,03125 e Ax = 0,015625. Neste caso, a comparacao foi
realizada entre os métodos de Gauss-Seidel, FAS e SPH.

Em relac@o aos métodos iterativos que foram testados, pode-se analisar a quantidade de iteracdes
e o tempo de processamento que cada método realizou até convergir para a soluc@o. Os resultados
avaliados nas malhas utilizadas sdo mostrados nas tabelas [T e 2

Tabela 1: Numero de iteracdes realizadas por cada método numérico iterativo em diferentes espa-
camentos.

Gauss-Seidel | FAS

Ax =0,125 79 22
Ax =0,0625 314 89
Ax =0,03125 1252 355
Ax =0,015625 2000 1416

Tabela 2: Tempo de execugdo de cada método numérico em diferentes espacamentos (em segundos).
Gauss-Seidel | FAS

Ax =0,125 0,06 0,15
Ax =0,0625 1,22 1,59
Ax =0,03125 115,576 21,23
Ax =0,015625 4.501,03 366,52

Observa-se nas tabelas [I] e 2] que o nimero de iteragdes realizadas pelo esquema FAS com o
método multigrid foi menor. Além disso, o método atingiu uma solucdo aceitdvel com um bom
tempo de processamento, o que comprova a superioridade do método para esse problema em questao.

Para melhor avaliar os resultados numéricos, € importante comparar o desempenho dos métodos
no problema em questdo. O erro maximo absoluto foi utilizado para realizar essa comparagdo,
considerando uma tolerancia de 107% e um niimero de iteracdes méaximo igual a 2000. Sendo assim,
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a Tabela@ é composta pelos valores do erro maximo absoluto (E,,,,) em cada malha computacional
utilizada, sendo

Epnay = max |u(xia yj) — Ujj

, (24)
1<i,j<N-1

onde u(x;,y;) representa a solugdo exata do problema, enquanto u; ; a solu¢do aproximada, de
acordo com o método numérico utilizado.

Para todos os métodos testados, os resultados foram satisfatorios. Porém, a Figura |§| mostra o
erro numérico cometido pelo método de Gauss-Seidel em diferentes espacamentos.

1 0
0.9
001
08
or 002
06
05 003
04
0.04
03
02 0.5
01
0 0.06
o 02 04 06 08 1

() (b)

(© )

Figura4: Distribui¢do do erro para (a) Ax = 0, 125, (b) Ax = 0,0625, (c) Ax = 0,03125e (d) Ax = 0,015625,
utilizando o método de diferencas finitas.

Tabela 3: Comparagdo entre os valores do E,,,, para cada método numérico em diferentes espaca-
mentos.

Gauss-Seidel FAS SPH

Ax =0,125 7,6403e-04 | 7,6391e-04 | 0,0087
Ax = 0,0625 1,9695e-04 | 1,9677e-04 | 0,0059
Ax =0,03125 4,9405e-05 | 4,9218e-05 | 0,0041
Ax =0,015625 | 3,5340e-04 | 1,2340e-05 | 0,0031

Uma sintese do erro méximo absoluto em quatro malhas diferentes é apresentada na Tabela [3|
Nota-se que o método SPH apresenta um erro maior que os demais métodos apresentados, para

todos os espacamentos testados. Dessa forma, para o problema em questao esse método foi o0 menos
eficaz.
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5 Conclusoes

O presente trabalho teve por objetivo estudar a equacdo de Poisson em um dominio bidimensional.
O método de diferencas finitas foi utilizado para aproximar as derivadas do problema aqui apresentado
e, além disso, foram estudados o esquema FAS com o método multigrid e o método de particulas
SPH. Esses foram utilizados no calculo da solu¢dao aproximada do sistema linear obtido através da
discretizagdo da equacao de Poisson, com condi¢do de contorno do tipo Dirichlet. Para a obtencdo
de solucdes aproximadas, diferentes espagcamentos foram considerados e o esquema de aproximagao
total FAS foi o método que mais se mostrou eficaz na solu¢do da equacgao. Isso decorre do fato de que
a solucao numérica se deu de maneira proxima quanto a solucao analitica do problema, resultando
em um erro que pode ser considerado desprezivel.
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