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Uma introducao as projecoes multidimensionais

An introduction to multidimensional projections

Resumo

O presente artigo pretende apontar os primeiros passos para o
leitor que deseja estudar ou utilizar técnicas de projecdo multi-
dimensional para andlise e exploracao de dados de alta dimen-
sdo (dados multidimensionais). Apresentamos uma definicdo
para dados de alta dimensao e modelos matematicos para esse
tipo de dado. Além disso, apresentamos também a formulagdo
matemadtica de quatro técnicas de projecdo multidimensional
modernas, comentamos suas vantagens e desvantagens, bem
como conduzimos experimentos aplicando tais técnicas em
conjuntos de dados reais disponiveis publicamente e apresen-
tamos os parametros utilizados nos experimentos. A avaliacdo
quantitativa das projegdes € feita através de trés métricas clds-
sicas que apresentamos ao longo do trabalho. Este artigo € uma
extensdo do trabalho apresentado no VI ERMAC-2019.
Palavras-chave: Projecoes multidimensionais. Visualizagao.

Abstract

This article aims to point out the first steps for the reader who
wish to study or use multidimensional projection techniques
for analysis and exploration of high-dimensional data (multidi-
mensional data). We present a definition for high-dimensional
data and mathematical models for this type of data. In addition,
we also present the mathematical formulation of four modern
multidimensional projection techniques, we comment on their
advantages and disadvantages as well as conducting experi-
ments applying such techniques in publicly available real data
sets and present the parameters used in the experiments. The
quantitative evaluation of projections is made through three
classic metrics that we present throughout the article. This ar-
ticle is an extension of the work presented in VI ERMAC-2019.
Keywords: Multidimensional projection. Visualization.
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1 Introducao

Atualmente a quantidade de dados coletadas por servicos de internet, aplicativos e redes sociais
sdo gigantescas e o desenvolvimento de ferramentas adequadas para analisar esses dados se tornou
extremamente importante. Uma classe de ferramentas existentes para auxiliar nessa tarefa € a das
projecoes multidimensionais, projecoes capazes de mapear os dados de um espacgo de alta dimensao
num espaco visual, usualmente de dimensao dois ou trés.

A formulagdo matematica robusta, versatilidade, capacidade de interacdo com o usudrio e o
apelo visual sdo as caracteristicas mais atrativas das projecoes multidimensionais (BARBOSA et al.,
2016).

Nas proximas se¢Oes apresentaremos como caracterizar os dados, quatro técnicas de projecao
multidimensional, suas limitacOes e experimentos. As técnicas foram escolhidas por conta de
sua formulacao matemadtica, precisdo e eficiéncia computacional ao lidar com conjuntos de dados
grandes.

Este trabalho foi apresentado parcialmente no VI Encontro Regional de Matemdtica Aplicada
e Computacional (BARBOSA, 2019). No presente artigo adicionamos a descri¢do de mais uma
técnica de projecao multidimensional e um novo conjunto de dados nos experimentos. Além disso,
resultados adicionais comparando essa nova técnica de projec@o e o novo conjunto de dados com as
técnicas e conjuntos de dados ja apresentados no evento.

2 Caracterizando os dados

Imagine que se deseja analisar um conjunto de imagens, musicas, videos ou o resultado de um
exame de cancer. Uma forma de descrever um exame de cincer de mama, por exemplo, é por
meio de caracteristicas do tumor como seu raio (média das distancias do centro a pontos da borda),
textura (variagdo numa escala de 0 a 1), perimetro e drea, ou seja, uma colecao de (usualmente)
numeros reais. Dessa forma, podemos modelar matematicamente cada tumor como um vetor num
espaco R¢, onde d (dimensio do espago) é niimero de caracteristicas extraidas do exame. No caso
de imagens e musicas, por se tratarem de sinais, podemos aplicar, por exemplo, filtros de frequéncia
e também caracterizar esses conjuntos de dados como vetores em algum espaco R?. Quanto mais
caracteristicas sao extraidas (usualmente dezenas ou centenas) maior serd a dimensao d desse espago,
justificando assim a nomenclatura dada a esse tipo de conjunto de dados (dados de alta dimensao).
O espaco onde os dados estdo caracterizados € usualmente chamado espago original dos dados
ou espago de caracteristicas. Computacionalmente, os dados s@o organizados numa matriz n X d,
onde n € o nimero de instancias do conjunto de dados e d a dimensao do espacgo de caracteristicas
(Figura 1).
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Figura 1 - Ilustracdo do processo de extracdo de caracteristicas.

Outra forma de representar um conjunto de dados com # instancias € utilizar uma matriz M =
[m,- j]m de similaridades ou distancias, onde m;; (entrada de M localizada na linha i e coluna
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J) € um nimero real que indica a similaridade ou distancia entre a i-ésima e j-ésima instancias
do conjunto de dados. Matrizes de similaridade podem ser tteis, por exemplo, para representar as
relagdes de amizade numa rede social, onde cada individuo (n6 de um grafo) € uma instancia de dado
e as ligacoes (arestas do grafo) determinam quao préximos sdo os individuos, ou seja, a similaridade
entre os individuos.

3 Técnicas de projecao multidimensional

Uma vez que os conjuntos de dados sao representados por vetores num espaco de alta dimensao
fica dificil analisar e entender as caracteristicas e padroes desse conjunto. Para nos ajudar a visualizar
os padrdes contidos nos dados podemos utilizar ferramentas como as projecdes multidimensionais.

Essas técnicas t€m como objetivo projetar as instancias de dados do espago original num espago
visual, usualmente o plano (R?). A forma como a projecio é feita depende do que se deseja priorizar
na visualizacdo, existem, por exemplo, técnicas que visam preservar a relacdo de distancia entre
as instancias no espaco original (TEJADA; MINGHIM; NONATO, 2003) e outras cujo objetivo é
manter a relacao de vizinhanga existente originalmente nos dados (PAULOVICH et al., 2008). Além
disso, existem técnicas de projecao idealizadas para trabalhar com outras formas de caracterizacao do
conjunto de dados além daquelas apresentadas aqui (BARBOSA etal., 2016). Veremos agora alguns
exemplos dessas técnicas, suas formula¢des matemaéticas, bem como suas vantagens e limitagdes.

3.1 Force scheme

A primeira técnica que descreveremos € conhecida como Force Scheme (TEJADA; MINGHIM;
NONATO, 2003) e visa preservar as distancias entre as instancias no espaco original. Inicialmente,
as instancias de dados sdo posicionadas (projetadas) no espago visual de maneira aleatdria e o
algoritmo percorrerd todas as instdncias de modo a — segundo as distancias no espaco original —
separar pontos posicionados muito préximos e juntar pontos posicionados muito distantes um do
outro. Para cada ponto x” no espaco visual (projecdo da instancia x dgspago original), o algoritmo

percorre todas as demais projecdes ¢’ (¢” # x”), calcula o vetor v = x’¢” e move ¢’ na direcdo v por

uma porcao A de v, onde

_ d(x’ Q) - dmin
dmax - dmin

¢ uma aproximacdo da diferenca entre as distancias de x a g no espaco original e no espaco

visual, dy;in € djpgx $80 0 minimo e 0 maximo das distancias entre as instancias no espago original,

respectivamente.

Observe que a formulacdo da Force Scheme usa apenas as distancias entre as instancias de dados.
Dessa forma, ela é capaz de lidar com dados descritos através de suas coordenadas em R¢ (de onde
podemos calcular as distancias) ou de uma matriz de distancias.

A Force Scheme é uma técnica que consegue refletir muito bem as relacdes de distancia do espago
original no espaco visual. Entretanto, como o algoritmo tem que percorrer, para cada ponto, todas
as demais instancias de dados e além disso repetir esse processo até atingir um threshold, seu uso
se torna proibitivo quando o conjunto de dados é muito grande devido ao alto custo computacional
envolvido. Para conjuntos de dados pequenos € um método de projecao bastante poderoso e faremos
uso dele para auxiliar outras técnicas de projecao.

A -d(x',q")
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3.2 Part-linear multidimensional projection

A Part-Linear Multidimensional Projection (PLMP) (PAULOVICH; SILVA; NONATO, 2010)
busca uma transformacio linear ® : RY — R? que preserve as distincias entre as instincias no
espaco original da melhor forma possivel. Para evitar os problemas da Force Scheme, a PLMP faz
a busca dessa transformacao linear levando em conta apenas uma pequena amostra do conjunto de
dados, chamados pontos de controle, e suas projecoes no espago visual. Uma vez encontrada a
melhor transformacdo linear (baseada apenas nos pontos de controle), as demais instincias de dados
sdo projetadas usando essa transformacao.

Para efetuar a projecdo dos pontos de controle podemos utilizar algum conhecimento prévio
sobre os dados, como a expertise de um especialista, por exemplo, ou uma outra técnica de projecao.
Usualmente utiliza-se como pontos de controle uma amostra aleatéria de /n instincias do conjunto
de dados, onde n é tamanho do conjunto. Essa forma de amostragem e nimero de instincias
foi obtido empiricamente e pode ser visto em mais detalhes no trabalho original da PLMP. Nos
utilizaremos a Force Scheme para projetar os pontos de controle.

Também € necessdrio observar que a escolha da transformacao linear que serd usada pela PLMP
¢ feita baseada nos pontos de controle e suas projecoes, ou seja, a projecdo dos pontos de controle
tem forte influéncia na escolha da @ e, consequentemente, na projecdo resultante da PLMP.

O pipeline da PLMP ¢ apresentado na Figura 2.

Construcao da

Dados no espacgo Escolha dos Projecao dos Projecao do

original pontos de controle pontos de controle . conjunto de dados

Figura 2 — Pipeline da técnica PLMP.

Denotando por {x1,x2,...,xx} C R 0s pontos de controle no espaco original, por {x’1 , x’z, e, x;c} -
R? sua projecdo no espago visual e assumindo que essa projecio foi feita de modo a preservar as
distancias entre os pontos de controle no espacgo original (com a Force Scheme, por exemplo), a
transformag@o linear @ € calculada de modo que ®(x;) = x;, Vi = 1,..., k. Pondo ® = [¢;;]2xa>
x; = [xijlax1 e x) = [x] j]le e escrevendo de forma matricial:

Xil
X; ’
¢ P12 P1d 2o Y| vz K
. ’ ’ IR ’
d21 b -+ Qo : Xin
Xid
ou seja,
X11 X210 Xkl
&1 P12 - Pla X12 X222 0 Xk2 x’ll x/21 x;d
: = ol (D
¢21 ¢22 ¢2d x12 x22 xk2
X1d X2d - Xkd

Portanto, a transformacao linear ® fica determinada pela soluciao do sistema linear (1), cujas
varidveis sdo ¢;;,i1=1,2,j=1,...,d.

A PLMP consegue contornar a limitacdo da Force Scheme quanto ao nimero de instancias no
conjunto de dados, mas depende completamente da projecao dos pontos de controle para obter uma
transformacao linear capaz de refletir os padroes dos dados no espaco original. O fato de usar uma
Unica transformacao linear trds algumas limitacdes como veremos nos experimentos.
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3.3 Local affine multidimensional projection

Assim como a PLMP, a Local Affine Multidimensional Projection (LAMP) (JOIA et al., 2011)
utiliza um conjunto de pontos de controle para guiar a projecao final. Dados os pontos de controle
{x1,x2,...,x;} € R? e suas projecoes {x’l,xé, . ,x}c} c R2, a LAMP calcula, para cada x a ser
projetado, uma transformacio afim f, : R? — R2, f(p) = pM + t que minimiza:

Z ill fi (xr) = X112, sujeitoa MTM =1, )
i

onde a matriz M e o vetor ¢ sdo as incdgnitas, I é a matriz identidade e @; sdo dados por

1

o= ———.
Dbl

A restricio MT M = I garante que a transformacao afim seja uma transformacio rigida, ou seja,
efetue apenas rotacdes e translacdoes nos dados. Dessa forma, f, deve preservar as relacOes de
distancia entre as instancias no espacgo original (LIMA, 1995). Além disso, os escalares «; definem
pesos para as parcelas do problema (2) de modo que os pontos de controle mais préximos de x
tenham maior importancia na escolha de f,, enquanto que a influéncia dos pontos de controle mais
distantes de x acaba sendo pequena.

Tomando as derivadas parciais de (2) com respeito a ¢ iguais a zero, escreve-se t em funcdo de
M da seguinte forma:

Yiixi _, XX

X = .
2 @ ’ 2

t=X —XM, onde X =
Assim, (2) pode ser reescrito como

Z%‘H@M — %/||%, sujeitoa MTM =1,
i

onde £; = x; — %; e £/ = x] — X_. E esse novo problema pode ser escrito na forma matricial como
||AM — B||%, sujeitoa MTM =1, 3)

em que || - || é a norma de Frobenius e

\/011)21 \/ap?’]
A Vazxs \/a@?é

b

Vit kxd Vit kx2

O problema (3) € um dos problemas de Procrustes (GOWER; DIJKSTERHUIS, 2004) e sua
solucdo € dada por M = UV, sendo UDV a decomposicdo em valores singulares (SVD) do produto
AT B. Portanto, para cada x, a LAMP efetua sua projecio calculando x’ como

X =fi(x)=xM+t=xM+% -iM = (x-X)M +%'.

Diferente da PLMP, que usa uma unica transformacao linear para projetar todas as instancias
do conjunto de dados, a LAMP calcula uma transformacdo afim para cada ponto a ser projetado.
Dessa forma, a LAMP consegue tirar proveito de caracteristicas individuais de cada instancia a ser
projetada, como a influéncia da vizinhanga e de cada ponto de controle, por exemplo.
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3.4 Kernel-based linear projection

A ultima técnica que apresentaremos € especializada em dados descritos por uma matriz de
similaridade definida através de um kernel. Dado um conjunto de dados X = {x,x3,...,x,} C R4,
uma fungio k : RYxRY — R que associa a cada par de instancias x;, x; € X um ndmero real k (x;, x;)
¢ dita ser um kernel se a matriz K = [k(x;,x;)] (matriz do kernel) é simétrica e positiva definida.
Um kernel define uma transformacio implicita ¢ : RY — H tal que k(x;, x 1) = ¢(x)Tp(x;) é um
produto interno no espago de Hilbert H (SCHOLKOPF; SMOLA, 2002).

A ideia por trds da Kernel-based Linear Projection (Kelp) (BARBOSA et al., 2016) € utilizar
um kernel e sua transformacao implicita para mapear os dados num espaco de Hilbert, de modo a
conseguir desembaralhar os dados e perceber padroes intrinsecos dos dados de forma mais fécil e,
dai, projetar esses padrdes no espago visual de modo claro. Imagine, por exemplo, que existam dois
grupos distintos nos dados, mas que a separagdo entre eles € nao-linear no espago original. A Kelp,
utilizando o kernel adequado, é capaz de mapear esses dados num espaco de Hilbert de modo que
essa separacao passe a ser linear (Figura 3). A partir daf a projec@o conseguird exibir essa separacao
de modo mais claro.

/e \\
“ﬂ'\ ’.'
(a) Dados no espaco original. (b) Dados no espago de Hilbert.

Figura 3 — Exemplo de um conjunto de dados com separa¢do nao-linear espaco original e seu
mapeamento com separacao linear num espaco de Hilbert.

Dados um conjunto de dados X, a matriz K do kernel, pontos de controle {xi,x,...,x,} C X,
suas projegdes {x},x),...,x;} C R? e denotando por K a matriz do kernel restrita aos pontos de
controle, a Kelp busca uma transformacao linear M : H — R? tal que Mp(x;) =x/, Vi=1,...,n,
onde ¢ : RY — HH é a transformacdo implicita definida pelo kernel. Definindo ® como a matriz
cujas colunas sdo ¢(x;),i = 1,...,n, e X{ a matriz com colunas x/, i = 1, ...,n, podemos escrever
a equacdo acima de forma matricial:

M® =X, = MOD" = X/®" = nMC = X,®7,

emque C = %CDQDT = % > d(xi)é(x;)T é amatriz de covariancia das imagens dos pontos de controle
por ¢. Como C é simétrica, C = UDU” (diagonalizdvel), onde as colunas de U sdo autovetores
ortonormais de C e D € diagonal contendo os autovalores de C (LIMA, 1995). Multiplicando pela

pseudo inversa C* = U D~'UT (D! ¢ a inversa dos valores ndo nulos de D), tem-se
v 1 r T ~+ 1 ' T ~N—17,T
nMC=X® =>M=-XO' C"=-Xo (UD"'U"|.
n n
Se A € a matriz cujas colunas sdo formadas pelos autovetores de K, € possivel mostrar que
U=®A = &'U =0"PA = &TU = KA, que UT ¢(x) = (PA) ¢p(x) = ATDT ¢p(x) = ATk, onde
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ky = [k(x,x1) k(x,x2) --- k(x,x,)]" e que y; = nA;, em que y; e A; sdo os autovalores de K, e C,
respectivamente (BARBOSA et al., 2016).
Portanto, a proje¢do de uma instincia ¢(x) é dada por

1 3
Me(x) = ;X;@TUD"IUTQS()C) = X'K, AT ATk, 4)

onde I'"! é a matriz diagonal cujas entradas sdo 1/v;.

E notdvel que, entre as técnicas de projecdo descritas aqui, a Kelp é a que possui a base matemética
mais sofisticada. Entretanto, sua implementagdo € tdo simples quanto as demais técnicas e requer
apenas o que estd apresentado na equagao (4), ou seja, precisamos apenas da matriz do kernel, seus
autovalores e autovetores e as projecoes dos pontos de controle.

A Kelp € uma técnica de proje¢do focada em dados caracterizados pela similaridade dada por
kernel. Dessa forma, como € possivel ver na equacdo (4), a Kelp ndo faz uso das coordenadas
euclidianas dos dados no espaco original, necessitando apenas da similaridade dada pelo kernel.
Naturalmente, se os dados ndo estao caracterizados por um kernel, ainda podemos fazer uso da Kelp
“kernelizando” os dados, ou seja, basta calcular a matriz K do kernel usando uma fungio de kernel.

A Kelp depende fortemente da escolha do kernel, pois € ele que determina a forma como os dados
serdo imersos no espaco de Hilbert e, consequentemente, a relacao de similaridade que serd utilizada
na projecdo. Assim, é possivel obter resultados excelentes ao utilizar o kernel adequado ou resultados
ndo tao bons (ou até mesmo desastrosos) se utilizarmos um kernel genérico ou inadequado.

4 Experimentos

Nesta secdo apresentaremos algumas projecdes utilizando as técnicas descritas acima, os con-
juntos de dados utilizados nessas projecdes e algumas métricas que servem para quantificar uma
projec¢ao.

4.1 Os conjuntos de dados

Iris: O conjunto de dados Iris (FISHER, 1936) é composto por 150 instancias de dados com
dimensao 4, cada uma representando um exemplar da flor Iris. A partir de cada uma das flores foram
extraidas quatro caracteristicas, a saber, comprimento e largura da pétala e da sépala. A partir dessas
caracteristicas € possivel classificar as flores em trés espécies: setosa, virginica e versicolor.

WBCD: O segundo conjunto de dados que utilizaremos corresponde a resultados de exames
de cancer de mama, Wisconsin Breast Cancer Database (WOLBERG; MANGASARIAN, 1990).
Foram catalogados 699 resultados de exames, cada um com 9 atributos e classificados em benigno
ou maligno.

Mammals: O tltimo conjunto € gerado artificialmente e cada uma de suas instancias representa
um animal (cachorro, gato, cavalo ou girafa) através de 72 atributos como comprimento do pescogo,
das quatro patas, do torso, cabeca e do rabo (GENNARI; LANGLEY; FISHER, 1989). Para nossos
experimentos, geramos um conjunto com 5000 instancias a fim de demonstrar as diferencas entre as
técnicas para conjuntos com nimero de instancias relativamente grande.

4.2 As métricas

Existe uma série de métricas que podem ser utilizadas para quantificar uma projecao de acordo
com diversos critérios. Apresentaremos aqui trés das métricas mais usuais quando tratamos de
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projecdes multidimensionais.
A primeira métrica € o stress e é responsdvel por indicar o quanto das distancias entre instancias
de dados no espaco original foram preservadas na projecdo. A func¢do de stress que utilizaremos €

dada da seguinte forma:
1 (dij - d£ j)2

2ij dij 77 d? ,

tj

onde d;; e d; ; sdo as distancias entre as instancias i € j no espaco original e no espaco visual,
respectivamente. Se estamos interessados em preservar as distincias, a diferenca no numerador
deve ter sempre o menor valor possivel para que a projecao tenha tal caracteristica, ou seja, quanto
menor o valor do stress (sempre nao negativo) melhor a preservacao das distincias.

A segunda conta, para cada instancia de dado, quantos dos k vizinhos mais proximos no espago
original estdo entre os k vizinhos mais proximos no espaco visual. Essa métrica é conhecida como
neighborhood preservation e 100% de preservagao dos vizinhos € o melhor resultado possivel.

A tltima métrica é conhecida como silhueta e mede a coesao e separabilidade das classes de
dados. Sendo a; (coesdo) a média das distancias no espacgo visual da instancia i as outras instancias
pertencentes a mesma classe, b; (separagdo) a menor das distancias no espago visual entre a instancia
i e as instancias pertencentes as outras classes, o valor da silhueta € dado por

1 Z b,‘ —a;

n £ max{a;, b}’

em que n € o nimero de instancias no conjunto de dados. Os valores da silhueta variam no intervalo
[—1, 1] e quanto maior o valor, melhor a coesdo e separabilidade das classes.

As métricas servem para quantificar as projecdes. Sao utilizadas para comparar duas projecoes
entre si e ndo para definir um limiar de qualidade por si s6.

4.3 Resultados e comentarios

Discutiremos agora os resultados das projecoes dos conjuntos de dados apresentados acima.
Todas as técnicas foram implementadas utilizando a linguagem de programacdo Python. Além
disso, os resultados apresentados aqui tém como objetivo validar as caracteristicas individuais
das técnicas de projecdo, uma vez que, pela maneira como foram formuladas, cada técnica tem
caracteristicas proprias que foram priorizadas na projecao. Dessa forma, apontaremos as vantagens
e desvantagens de cada técnica utilizando as métricas para quantificar essas diferencas. As projecoes
da Kelp foram feitas usando o kernel Gaussiano:

—llxg—x; 112

k(xi,xj) =e 207

onde o valor de o foi obtido pela variancia média das instancias do conjunto de dados. As projecoes
dos pontos de controle foram calculadas utilizando a Force Scheme com 10 iteracdes. O nimero de
pontos de controle utilizados em todas as projecdes foi escolhido como o menor inteiro maior que
v/n, onde n é o niimero de instincias do conjunto de dados.

Analisando as projecdes visualmente, a Figura 4 mostra que uma das espécies (grupo vermelho)
da flor Iris fica totalmente separada, enquanto que as outras duas estio um pouco embaralhadas.
Esse € o comportamento esperado de qualquer projecdo desse conjunto de dados, pois, segundo os
quatro atributos que estamos utilizando, biologicamente duas das espécies sdo mais semelhantes
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(a) Proj. com a Force Scheme. (b) Proj. dos pontos de controle.  (c) Projecdo com a PLMP.
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(d) Projecdo com a LAMP. (e) Projecdo com a Kelp.

Figura 4 — Projecao do conjunto de dados Iris.

entre si. Essa € uma caracteristica intrinseca do conjunto de dados, pois duas das espécies da flor
Iris sdo realmente mais semelhantes entre si segundo os quatro atributos que estamos utilizando.

Para o conjunto de dados WBCD (Figura 5) temos uma separacao nao tao clara das duas classes
(benigno e maligno), mas ainda € possivel distinguir dois grupos, um mais coeso € outro mais
espalhado. Dessa forma, para ambos os conjuntos de dados, visualmente, qualquer uma das quatro
técnicas de projecao reflete os padrdes reais do conjunto de dados.
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(d) Projecdo com a LAMP. (e) Projecdo com a Kelp.

Figura S — Projecao do conjunto de dados WBCD.
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O 1dltimo conjunto de dados (Figura 6), mesmo sendo o maior em nimero de instincias e
dimensao, ainda tem uma separagcao muito clara pela Force Scheme e pela LAMP, mas nem tdo clara
de todos os grupos pela PLMP e pela Kelp. Aqui podemos ver claramente a limitacdo da PLMP ao
executar a proje¢do com a mesma transformacao linear para todo o conjunto de dados e, no caso da
Kelp, a mé escolha do kernel (ou falta de ajuste fino em seus pardmetros).

-3'.,,.“h

(d) Projecao com a LAMP. (e) Projecao com a Kelp.

Figura 6 — Projecao do conjunto de dados Mammals.

A Tabela 1 resume os resultados das trés métricas e valida as caracteristicas individuais de cada
técnica de projecao. Para o conjunto de dados Iris, o menor valor do stress € obtido na projecao da
Force Scheme, como era esperado, além do melhor resultado quanto a preservagdo das relagoes de
vizinhanca. Entretanto, essa € a técnica que tem maior tempo de execugdo, seguida da LAMP (numa
escala muito menor) ja que essa dltima tem que calcular uma transformacdo afim para cada ponto a
ser projetado. O valor destoante do stress no conjunto de dados WBCD para a Force Scheme se deve
ao fato de que as 10 iteragdes do algoritmo ndo foram suficientes para que ele posicionasse os pontos
no espago visual de forma adequada. A técnica com menor tempo de execucdo € a PLMP, pois
precisa resolver um tnico sistema linear onde o ndmero de varidveis depende apenas da dimensdo
do espaco original dos dados.

Os resultados da Kelp apresentados, apesar de semelhantes aos demais, nao fazem jus a capa-
cidade da técnica, pois utilizamos um mesmo kernel sem refinamento algum e para conjuntos de
dados de naturezas bem distintas. Ainda assim, a Kelp apresentou o melhor resultado para a silhueta
no conjunto de dados WBCD, indicando que a coesdo e separacdo dos grupos no espago original
deve ser mais proximo da projecao da Kelp do que das demais projecdes.

5 Conclusao

Nesse trabalho apresentamos os conceitos fundamentais para o estudo de proje¢des multidimen-
sionais, tais como caracterizacdo dos dados, exemplos de técnicas de projecdo multidimensional e
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Tabela 1 — Resultados das métricas. As colunas indicam o valor do stress, quantidade de vizinhos
preservados, silhueta e tempo de execucdo de cada uma das técnicas para os conjuntos de dados
indicados.

Conj. de dados Técnica Stress NP  Silhueta Tempo

Force 0.00669 91.7% 0.51596  5.06s
Iris PLMP  0.04639 67.7% 0.68891 0.001s
LAMP 0.01068 90.6% 0.54943  0.17s
Kelp 0.03392  77.2% 0.49489  0.01s

Force 1.7e+36 77.2% 0.62925 115s
WBCD PLMP  0.01296 65.1% 0.55615 0.004s

LAMP  0.00949 74.8% 0.66633  1.59s

Kelp 0.02044 63.5% 0.69416 0.06s

Force 0.00058 89.6% 0.83097 5646s
PLMP  0.40105 45.5% 0.10484  0.03s
LAMP 0.00101 87.9% 0.89015 27.8s
Kelp 0.00287 79.1% 0.66068  4.4s

Mammals

métricas para quantificacdo das projecdes.

Vimos que, apesar dos resultados visuais das quatro técnicas serem semelhantes, as métricas
mostram que cada uma tem caracteristicas proprias, seja quanto ao que se deseja priorizar na projecao
ou, simplesmente, ao tempo de execucdo. Dessa forma, ndo € possivel determinar uma técnica que
seja melhor que as demais em todas as situagdes, ficando a cargo do usudrio decidir a mais adequada
ao seu problema.
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