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Légica intuicionista /': correciio e completude

Intuitionistic logic I': correctness and completeness

Resumo

O propésito desse artigo é apresentar a 16gica intuicionista ',
que foi originalmente introduzida por Sette e Carnielli (1995),
e dar provas de corre¢ao e completude entre o sistema axiomé-
tico e a semantica matricial da Légica I', de modo original e
independente das demonstracdes apresentadas no texto intro-
dutério. Esse artigo também traz alguns breves comentarios
sobre o intuicionismo e légicas intuicionistas.
Palavras-chave: Matematica Discreta. Ldgicas ndo-cldssicas.
Légicas intuicionistas. Légica I'.

Abstract
The purpose this paper is to present the intuitionistic logic 7',
originally presented by Sette and Carnielli (1995), as well as
to settle a proof of correctness and completeness between the
axiomatic system and the matrix semantics for the Logic I'.
This proof is original and independent of the proofs of the
introductory paper. It also provides some brief comments on
intuitionism and intuitionistic logics.
Keywords: Discrete mathematics. Non-classical logics. In-
tuitionistic logics. Logic I'.
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1 Introducao

Os intuicionistas consideram que a ldgica cléssica €, em certos aspectos, incorreta. E isso
vai muito além de rejeitar certas leis cldssicas. A prépria concep¢do da logica e da natureza da
matematica € diferente para os intuicionistas. De acordo com eles, a matematica é essencialmente
uma atividade mental, e os ndmeros sao atividades mentais, ou seja, s6 hd um niimero com uma
determinada propriedade se esse tal numero € construtivel (HAACK, 2002).

Essa visdo construtivista da matematica os leva a rejeitar algumas partes da matematica cléssica,
como aquelas que lidam com totalidades completas, infinitas. E dessa restri¢do da matemadtica,
segue-se uma restricao da légica, com a rejeicao de alguns principios da légica classica (HAACK,
2002).

Como exemplo de principio rejeitado, temos a lei do terceiro excluido, ou seja, em uma logica
intuicionista, para uma proposicao ¢ qualquer, nem sempre € vilido que ¢ V —¢. Vamos supor
que ndo seja possivel a constru¢do de um nimero com uma propriedade F, nem provar que nao
pode haver tal nimero. Entdo, para os intuicionistas, ndo é verdade que ou ha um ndmero com a
propriedade F, ou ndo ha (HAACK, 2002).

Na logica classica, a lei do terceiro excluido se apresenta claramente nas provas por reducdo ao
absurdo, onde ao se provar que uma proposicao nao pode ser falsa, entdo ela s pode ser verdadeira.
Os intuicionistas, por sua vez, exigem mais que isso, eles acreditam que ndo € sé porque € possivel
provar que uma dada proposicao ndo pode ser falsa, que ela pode ser considerada “plenamente”
verdadeira ou “plenamente” aceitdvel. Os construtivistas exigem que, para se provar que uma dada
proposicao seja verdadeira, se apresente uma demonstragao direta disso (BIANCONI, 2006).

Neste artigo, apresentamos a Légica I', introduzida por Sette e Carnielli (1995). Trata-se de
uma légica proposicional e intuicionista, que surge como contraparte da Iégica paraconsistente P!.

A Légica P! introduz um terceiro valor de verdade além dos valores Booleanos cldssicos {T, F},
em que 7 representa o valor 16gico verdadeiro, e F o valor falso. Esse terceiro valor foi originalmente
representado por T* e difere de T apenas com relacdo a negacdo. Porém, tanto 7* quanto -7
correspondem a verdades.

Por outro lado, a Légica I' também insere um terceiro valor de verdade, o valor légico F*,
que diferente de F apenas em relacdio 4 negacdio. De modo similar & P!, tanto F* quanto =F* sdo
considerados falsos. Neste trabalho usaremos outra notagao para os valores de verdade: 1 para o
valor V, O para F' e % para F*.

A Légica I' é considerada intuicionista por nio admitir o Principio do Terceiro Excluido, para
férmulas atdmicas, o que pode ser verificado a partir do modelo axiomadtico proposto por Sette e
Carnielli (1995) para a caracterizacdo de I'. Esta caracterizacdo é dada a seguir.

Este artigo € derivado do trabalho (PAIOLA; FEITOSA, 2019).

2 Légica I'

A linguagem proposicional de I' é composta por trés grupos de simbolos: varidveis propo-
sicionais {p1, pa, ...}, operadores (conectivos) logicos {—, —} (para negagao e implicagao, respec-
tivamente) e simbolos auxiliares { ), ( }.

As suas formulas sdo definidas indutivamente, como nas linguagens proposicionais, a partir das
férmulas atdmicas, as varidveis proposicionais, pelos operadores l6gicos.
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Se Var(I') = {p1,p2,...} é o conjunto das varidveis proposicionais da Légica I', entdo o
conjunto das formulas de I', denotado por For(I'), é determinado por:

1. sei e Ne p; € Var(I'), entdo p; € For(I');
2. sea € For(I'), entdo ~a € For(I');

3. seaef e For(I'),entio @ — B € For(I').

Os parénteses servem como marcadores.
Se a, B e v sdo férmulas, entdo o sistema dedutivo de ' é determinado por:

Axiomas:

Axi:a > (B— a)

Axy (@ = (B—7y) = (= p) = (@—>7))
Axz : (mma — B) = (-~ — B) — —a)

Axg : ==(a — B) = (@ — B);

Regra de Dedugio: a tinica regra de I' é a Modus Ponens:
MP:a, a = B Fp B.

Na presenca dos axiomas Ax; e Ax, e daregra MP, certamente, em /' vale o Teorema da Dedugio
rv{e}vrp eIy a— B (FEITOSA; PAULOVICH, 2005).

Como I' é uma 16gica com trés valores de verdade {0, %, 1}, em que o unico valor distinguido,
que corresponde a verdade, € 1 e {—, —} sdo os seus operadores bdsicos, entao apresentamos agora
as tabelas de verdade destes dois operadores:

Ol\)lr—l»—tl
SEEn
ONI»—»—l
| |t ||t
— | = Ol
—| O D

Definiciio 1 A semdntica matricial de 1' é dada por:
/\/(I1 = ({O’ %7 1}’ ' {1})
com o conjunto de valores distinguidos {1}.

Sette e Carnielli (1995) ainda definem os operadores de conjuncio A e disjungdo V paraa ', da
seguinte forma:

@ AB=gr-(((a > a)—>a)—> (8- B —p)

e

aV B =45 (=(B—B) = B) = ((@d = @) = a) o que determina as tabelas:
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P = >
o| o =] =~
O O O
OO O O
oI = <
(WG (VY VY | U
O O =
OO = O

Podemos, entdo, observar que as férmulas compostas recebem valores apenas no conjunto {0, 1}.

Definiciio 2 Uma valoracdo para I' é uma funcdov : Var(I') — {0, %, 1}, a qual é estendida para
o conjunto For(I') segundo as interpretacées dadas aos operadores introduzidos anteriormente.

Definicao 3 Uma férmula ¢ € For(I') é vilida, segundo M, se, para toda 1'-valoracéo v,
v(g) = L

Uma férmula vélida tem sua dltima coluna constituida apenas pelo valor 1.
A relacdo de implicacio 16gica ou consequéncia semantica para I' é dada da seguinte forma. Se
I C For(I'), entdo temos que v(I') = {v(y) : y € T'}.

Definicio 4 Se ' U {a} C For(I'), entdo T implica o quando para toda I,-valoracdo v, se
v(T') C {1}, entdo v(a) = 1.

Portanto:
Fr'epaevl) c{l}=v(e)=1.
Podemos construir tabelas de verdade de férmulas da Légica / 1 que sendo uma ldgica trivalente,

tera tabelas com 3" linhas, para n o niimero de varidveis proposicionais.
Tomemos como exemplo as tabelas para o axioma Ax; e para as férmulas @ V @ e -~ — a:

(@ a— (8- a):

a| = | B|—]a
01010
o1 |4 1]0
0/1[1/0]0
1o 13
ARIEEREE
110} 3
{1011
1|13 1]1
{11 ]1]1
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) a Vv —a:
a |V |«
011 1
1
51010
11} 0
(c) v —a — a:
mbnl04 — a
0 1|1
103
1 1|1

Logo, a formula do exemplo (a) é vilida em I L enquanto as dos exemplos (b) e (c), que sdo
tautologias na Légica Cldssica, ndo valem em /',

Sette e Carnielli (1995) destacam que a férmula =—~a — « é I'-vilida para o caso em que « nio
é uma varidvel de ', ndo é atdbmica.

Eles apresentam uma prova a partir do sistema dedutivo axiomadtico, mas pela tabela de verdade
também €& possivel perceber isso, visto que ——a — « s6 € falso quando v(a@) = %, 0 que nunca
acontece com férmulas nao atdmicas. Tal caracteristica dessa proposi¢do serd muito ttil para a
prova de que o sistema axiomdtico da Légica I' é completo para a semantica matricial M1, sendo
assim, definiremos dois novos operadores a partir desta proposi¢ao:

O =gef X >

[ 104 :def 0

Tais operadores apresentam as seguintes tabelas de verdade:

L[]

1

0
1

O —

O~ —

A seguir, demonstramos que o sistema dedutivo axiomadtico da Légica I' é correto e completo
para a semantica matricial M.

Para a demonstracdo da completude, em especial, nos baseamos no processo de demonstragcao
da completude da Légica L3 por Epstein (1990) e da LPT por Feitosa e Silvestrini (2016). Sette e
Carnielli (1995) ja realizaram tal demonstracdo, mas nesse trabalho trilhamos um caminho diferente
do seguido na versao original.
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3 Correcao

Para demonstrarmos a corre¢do, provaremos que cada consequéncia sintdtica corresponde a
uma consequéncia semantica.

Teorema S (da Correcdo) I'-jiy =T Fp y
Demonstracdo: Por inducdo sobre o comprimento da dedugdo I +j1 .
Se o comprimento da dedugcdo é 1, entéo vy é um axioma de I' ouy € T.
Se y € T, o resultado é imediato.
Seja y um axioma de I'. Verificaremos que cada axioma de I' é vdlido segundo M.
O axioma Ax ja foi verificado no exemplo (a) anterior, via tabela de verdade.

Axz : (==a = =B) = ((m—=a — B) — -a):

(mma | = | =p) | = | (bma | = [ f) | = | )
o | 1|1 ]1] 0 1jof| 1] 1
0 | 1| 0 |1 0 13 l1]1
0O | 1|0 1] O 11|11
1 | 1] 1|1 1 0/0[1]0
1 0] 0 |1 1 0110
1 |o0] 0|1 1 1{1]0] 0
1 | 1] 1|1 1 0/0|1]0
1 (0| 0 |1 1 0o|4/1]0
1 |o0]| 0|1 1 1{0o]0] 0

(@] = f) | = (e =]
1{o|1]0|1|0[1]0
1o |1 |5 1/0][1]3%
1o 1|1 1]|0]1] 1
1| 3/1l0o|1]3]1]0
I
1| d |3 1]1
0O|1]0[0| 1 |1[0]0
0 o171 /1]0]1%
L1111 |1]1]1
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Axy (@ = (B—=7) = (@ = B) = (@ = Y)):

(@| = B|= M) ]|=|{e]|=]p]|—=|(a|—=]7)
o101 ,0|1|O0|[1]O|1|O]1]O
oftrjo|t |+ 1o j1jo|l1]o|1]]
o1 /01| 1|1 |0 |1][O|1|O0O]1]]1
o1 |3 /110|1 |0 |13 1]O0]1]O
o1 |31 31 |o |13 1]0]1]3
o1 |31 1|10 |1]|3|1]0]1]1
o110/ 0 |1 |0 |11 1|]O]1]O
oft1|t|o| 3+ 10 |1]|1|[1]0|1]3
o1 |1 |1 |1 |10 /1]1[1]0|1]1
sl1jojtrjo|1 |45 |1]O0|1]|F|1]O
slrjoj | Y1 3 (1]jofl1]3|1]3
sl1rjoj | 1|1 |45 (1]0|1]3|1]1
© 2% 0 2 O A S O S O O O O A
sV |V 2|5 |V)s|t]5|1)3
R R AT S U S U A R
sl1j1rjojo |1 |5 |[1]1|1]35|1]0
1o s |1 31 ]1|[1]3|1]3
st 5 (11|13 1]1
1{1jof1][o0 |1 |1 |0[0|1l|[1]|O0]O
1jtrjojt | 3|1 |1|O0]|O0|[1|[1 0] %
1{1jof(1 |1 |1 |1 |0[0]1|1]|1]1
11|31 jo|1 |1 |0|3|1]1]0]O
11|31 3|1 |1 |0[3]1]1]0] 3%
11|31t |1 |1 0|31 ]1]1]1
1{oj1[{0]0 |1 |1 |1|1]O0O]1]|O0]O
rtjojtrjo| 3|11 |1]|1]O0|1]O0] 3%
L1111t 1|t |t|{t|1|[1]1]1

Por fim, o passo indutivo. Se a deducdo tem n passos, o enunciado vale para todas as formulas

que ocorrem até o passo n — 1, e entdo aplicamos a unica regra de dedugao, a M P.
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Assim, temos ¢, ¢ — ¥ Fp Y.
Pela hipotese de indugdo, v(p) = 1 e v(p — ) = 1. Pela tabela do operador —, v(¥) = 1 e,
portanto, Y é vdlida segundo M.

O Teorema da Correcio garante que tudo que é obtido em /' dedutivamente, também tem que
ser obtido segundo a sua consequéncia semantica ou implicacao légica.

4 Completude
Para a completude, precisamos de mais algumas definicoes.

Definiciio 6 SejaT U {¢, ¢} C For(I'):

(i) o conjunto das consequéncias de T é C(T') = {¢ € For(I') : T vy, ¢};

(ii) o conjunto T é uma teoria se C(I') C T';

(iii) 0 conjunto T é ndo trivial se existe alguma formula € For(I') tal que T ¥;, ¥, ou seja,
Y ¢ C(I);

(iv) o conjunto T é completo quando para toda formula ¢ € For(I'), se T ¥;, ¢, entdo T' U {¢}
é trivial;

(v) o conjunto T é adequadamente completo se é completo e ndo trivial.

O conjunto I" é completo quando ndo tem mais qualquer férmula que pode dele ser deduzida.
Assim, cada conjunto completo € uma teoria.

Proposicio 7 Se I' C For(I'), entdo T é ndo trivial se, e somente se, para toda formula ¢ €
For(I"), no maximo uma dentre @, —p e o estd em C(T").

Demonstracio: (=) Se para alguma formula ¢ € For(I'), {¢,~¢} € C(T) ou {¢, 8@} € C(T)
ou {—¢,ep} C C(I), entdo I ¢ trivial.

Para {¢,—¢} C C(I'), isso é evidente, pois vale o principio da nao-contradi¢do, como de-
monstrado por Sette e Carnielli (1995). Ja para {p,e¢p} C C(I') e {—p,e¢} C C(I'), temos que
considerar que se ¢ ¢ Var(I'), entdo ndo vale e , pois formulas ndo atémicas ndo assumem o
valor %, como discutido anteriormente. Por outro lado, se ¢ € Var(l 1), vale op se, e somente se,
v(p) = % mas nesse caso ndo vale ¢ e nem —.

(&) Se alguma formula nao esta em C (), entdo T" é nao trivial.

Proposiciio 8 Se I' C For(I'), entdo T é adequadamente completo se, e somente se, para toda
formula ¢ € For(I"), exatamente uma dentre ¢, —¢ e o estd em C(T').
Demonstracdo: (=) Como T é adequadamente completo, entdo é ndo trivial. Pela proposicdo
anterior, no mdximo uma dentre ¢, —p e op estd em C(I').

Mas a condicao de conjunto completo da maximalidade dedutiva para I e, sendo assim, ndo
pode ocorrer menos que uma dentre ¢, =g e o em C(I).

(<) Consideremos que para toda formula ¢ € For(I'), exatamente uma dentre ¢, ~ e ¢ estd
em C(I"). Pela proposicdo anterior, I ndo é trivial.

Agora, se I ¥1,  entdo  é uma dentre as outras duas formulas do tipo ¢, —¢ e 8¢ que ndo estd
em C(I') e, assim, pela proposicdo anterior, I' U {y/} é trivial.
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Proposiciao 9 Para toda formula ¢ € For(I'), cada I'-valoracdo v(p) satisfaz exatamente uma
das seguintes formulas: ¢, -, ®.
Demonstracdo: Se vo(p) =0, entdo vo(—¢) =1 e vo(egp) = 0.

Sevi(p) = %, entdovi(—gp) =0evi(ep) = 1.

Se va(p) =1, entd@o vo(—¢) =0 e va(egp) = 0.

Corolario 10 Seja I' C For(I'). Se para toda o € For(I') existe uma 1'-valoragdo v tal que
v(o)=1e o €T, entdo ' é adequadamente completo.
Demonstracdo: Segue das duas proposicoes anteriores.

Teorema 11 Seja " C For(I'). O conjunto T é adequadamente completo se, e somente se, existe
uma 1'-valoracdo v tal que v(o) =1 & o €T.
Demonstracdo: (=) Consideremos que U é adequadamente completo. Precisamos mostrar que
existe uma valoracdo v, tal que v(o) =1 & o € T.

Pela Proposicdo 2.9, para cada I'-valoracédo v, temos que v(o) = 1 para apenas uma das
seguintes formulas: ¢, —p, e@.

A prova segue por inducdo na complexidade das férmulas que ocorrem em T'.

Seja o uma varidavel p € Var(I").

Se p € T, entdo definimos v(p) = 1, se =p € I, entdo definimos v(p) = 0, e se ndo ocorre um
destes dois casos, entdo definimos v(p) = % e, neste caso:

v(ep) =1, entdo ep € T.

Com esta definicdo, temos uma valoragdo v tal que toda formula atémica que ocorre em I' tem
valor 1.

Também temos o tinico caso em que ocorre o € I', pois eo 50 é vdlida quando v(o) = % o que
$0 pode ocorrer se o é uma formula atomica.

Se o ¢ uma negacdo —p, entdo assume apenas os valores 0 e 1 e, pela HI, v(p) =1 & ¢ € T

Sev(o) =0, entdo v(—¢) =0edaiv(p) = % ouv(yp)=1:
sev(yp) = %, entdo ¢ é uma variavel p e, portanto, ¢ ¢ I' e n¢p ¢ I'. Logo o ¢ T.
sev(p) =1, entdo ¢ € I" e como I é adequadamente completo, entdo o ¢ T.

Sev(o) =1, entdo v(-¢) =1 e, dai, v(¢) =0. Pela HI, ¢ ¢ T':
se ¢ é atomica p, entdo v(p) =0ev(ep) =0. Logo, ~¢ € T.
se @ ndo é atomica p, entdo ep ¢ I'. Portanto, ~¢ € T'.

Se o ¢é do tipo ¢ — Y, entdo assume apenas os valores 0 e 1 e, pela HI, v(yp) =1 & p el e
viy)=1eo ¢y el.

Sev(o) =0, entdov(e = ) =0e, dai, v(e) =1 ev(y) = % ouv(y) =0. Pela HI, p € T
ey ¢ 1. Assim, ¢ — ¥ ¢ I, pois do contrario, usando a regra MP, teriamos quey € I'. Logoo ¢ I

Sev(o)=1,entdov(p > ) =1edaiv(p) =0ouv(yp) = % ouv(¥) = 1. Nos dois primeiros
casos, ¢ ¢ I'. Como T é adequadamente completo, entdo para qualquer formula s, temos que
I'U {¢} +p . Entdo, pelo Teorema da Dedugdo, segue que I' +j1 ¢ — W, ou seja, ¢ — ¢ € ' e,
portanto, o € T
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Agora, se v(y) = 1, entdo ¢ € I'. Logo, I' rpn ¢ e para toda formula ¢ temos que
Frv{etrpv elrp o >y ¢ -y el Portanto, o €T

(&) A volta esta no coroldrio anterior.

Teorema 12 (da Completude) I'cji y =T Hp vy
Demonstracdo: Sel” ¥ vy, entdo 1" é ndo trivial. Mostraremos que existe uma teoria adequadamente
completa A tal que ' C A ey ¢ A.

Como T ¥ vy, seja Ag = T'U {~y}, se ' U {=y} é ndo trivial, ou seja Ao = T" U {ey}, caso
contrdrio.

Consideremos uma enumeracdo de todas as formulas de 1 L Yo, Y1, ¥, ...

Seja:
Ay U{Wy}, se A, U{y,} € ndo trivial
A1 = YA, U {0y}, se A, U{=y,} € nao trivial
A, U {ey,}, caso contrdrio
e

A = UnENAI’l'

Por construgdo, para cada n € N, o conjunto A, é ndo trivial e, desse modo, também A é nao
trivial.

Além disso, o conjunto A é adequadamente completo e como Ay C A, entdoy ¢ A.

Por fim, pelo Teorema 2.11, existe uma I'-valoracdo v tal que, para toda o € A, v(c) = 1 e
v(y) # 1. Logo, I" ¥p1 y.

S5 Consideracoes finais

Nesse trabalho, aprofundamos nos estudos da Légica I', quando provamos que o sistema
dedutivo axiomatico da Légica I' é correto e completo para a semantica matricial M, usando
recursos distintos daquele em que os criadores da 16gica I' desenvolveram seu trabalho. Desse
aprofundamento obtivemos os resultados apresentados nesse artigo, os quais nos auxiliardo num
trabalho posterior, de elaboracdo de um sistema de tablods para 1.
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