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Resolucdo de uma equacéo do quinto grau.

Resolution of an equation of the fifth degree.

Resumo
De acordo com o Teorema de Abel-Ruffini, uma equacao
de quinto grau, quando completa, ou seja, dados todos os
seus coeficientes, como por exemplo,
x> +2x*+5x3+10x2+x+10=0, ndo pode ser resolvida por ra-
dicais. Devido a esse teorema, ndo existe até entdo uma for-
mula ou técnica para resolver todas as equagdes de quinto
grau por meio de radicais. Assim, verificaremos nesse ar-
tigo, uma maneira de resolver casos especificos de equa-
¢des do quinto grau com o uso de uma transformacao, que

é a substituicdo da variavel x de uma equagdo de quinto

-b+t . , ..
grau, por % para que seja possivel eliminar o termo de

quarto grau da equacdo, e com 0 uso de um polinémio de
décimo grau faremos uma mudanca de variavel para conse-
guirmos resolver uma equacéo de quinto grau que tenha so-
mente  solucBes  inteiras, como €& 0  caso
de: x>+112x*+4428x3+76032x%+551232x+1244160=0.
Palavras-chave: Equacdo do quinto grau, Raizes, Trans-
formacdo de Martinelli, Igualdade de Martinelli.

Abstract
According to Abel-Ruffini's theorem, a fifth-degree equa-
tion, when complete, that is, given all its coefficients, for
example, x>+2x*+5x3+10x%>+x+10=0, it is impossible be
solved by radicals. Due to this theorem, there is as yet no
formula or technique for solving all fifth degree equations
by radicals. Thus, we will examine in this paper a way to
solve specific cases of fifth degree equations using a trans-
formation, which is the substitution of the variable x of a

fifth degree equation by % for eliminate the fourth de-
gree term from the equation, and using a tenth degree poly-
nomial we will make a variable change to solve a fifth de-
gree equation that has only integer solutions, as the case
of: x>+112x*+4428x3+76032x2+551232x+1244160=0.

Keywords: Fifth degree equation, Roots, Transformation

of Martinelli, Equality of Martinelli.
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1 Introducéo

Muitos acreditam que é impossivel resolver uma equacao de quinto grau completa pelo fato
de muitas tentativas terem falhado no que se refere ao desenvolvimento de uma férmula para
esse fim. Mas, as equagdes triviais como x°-32=0 sio sollveis.

No entanto, com a técnica que iremos ver nesse artigo, poderemos resolver casos especificos
de equacéo do quinto grau de maneira analitica.

A técnica para solucionar equacdes possiveis de serem resolvidas consiste em criar uma
equacdo de décimo grau, que ¢ a igualdade de Martinelli, onde nela contera pelo menos uma
solucdo (dependendo dos coeficientes da equagdo do quinto grau) racional, a qual podera ser
escolhida para encontrar as raizes da equacao ja transformada. No entanto, para as equacgdes de
quinto grau que envolvem somente raizes irracionais ou complexas. Essa técnica também fun-
ciona em alguns casos especificos como x°-1121x-2080=0 onde podemos separar a equagio
em duas de grau menor.

Como iremos resolver a equacao x>+112x*+4428x>+76032x%+551232x+1244160=0 segui-
remos a ideia de tornar as raizes inteiras em mdaltiplas de 5 (cinco). Para isso usaremos a trans-
formacdo de Martinelli. Apos fazer isso bastara dividir a equacdo de décimo grau (que sera
explicada e provada matematicamente a posteriori) pela equacéo de quinto grau transformada.
Assim, no resto da divisdo, em muitos casos, surgird uma equacdo de quarto grau resolvivel
(pelo método de Descartes, por exemplo). Mas, em outros casos, o resto podera ser 0 (zero) e
ISSO mostra que a equacéo foi separada em duas de quinto grau. Para corrigir isso, basta fazer
novamente uma mudanca de variavel para obter outras solucdes que serdo multiplas de 5 (cinco)
e surgird um resto diferente de 0. No entanto, ndo veremos como funciona 0 método de Des-
cartes ou outro método. O foco do artigo é mostrar uma maneira, técnica, de encontrar pelo
menos uma solucdo de uma equacéo de quinto grau quando suas solugdes forem inteiras.

A ideia é separar a equacao de quinto grau em duas de grau menores como uma de terceiro
grau e uma de segundo grau. Para fazer isso podemos considerar o seguinte:

(3 +kx?+kx+m) (x2-kx+n)=0, (1)
(x3+kx?+x+m) (x2-kx-+n)=0. (2)

Os coeficientes k, n e m sdo, na maioria das vezes, racionais, sendo k o coeficiente comum
entre as duas igualdades (que serd um coeficiente de quarto grau suprimido se expandirmos
uma dessas igualdades) e m e n as duas incognitas independentes.

Na equacéo (1) nota-se que temos (x3+ kx?+ kx + m) que multiplica (x>-kx+n). Se tomar-
mos por exemplo, k = 10 e substituirmos valores nas incognitas m e n, poderemos resolver essa
equacdo sem problema algum por radicais. E, se expandirmos a equacgéo (1) antes, notaremos
que se trata de uma equacéo do quinto grau soltvel por radicais, mas, 0 mesmo nao ocorre se
colocarmos valores arbitrérios nos coeficientes de uma equacao de quinto grau como por exem-
plo, x>+ x +3 =0.
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O método aqui apresentado para a resolucéo de casos especificos de equacdo de quinto grau,
pelo fato de ser mais didatico, podera abranger as salas de aula de todo o pais por ser mais
simples de identificar suas raizes. O contrario ocorre no artigo GREEN; 1978 que mostra uma
solucéo possivel, mas mais complexa, com simbologias dificeis de serem memorizadas por um
estudante iniciante na matematica por exemplo, e isso torna o estudo oneroso e magante.

O objetivo do presente artigo € utilizar uma linguagem de fécil compreensdo e uma leitura
convidativa ao leitor para que 0 mesmo saiba como utilizar essa técnica de resolver uma equa-

c¢ao do quinto grau quando se deparar com uma equacao possivel de ser solucionada por radicais
do modo nao trivial conforme ja comentado.

2 Sobre o teorema de Abel-Ruffini e a teoria de Galois.

Algumas ideias acerca da teoria de Galois e do Teorema de Abel-Ruffini.

O teorema afirma que: “Nao existe formula ou técnica para solucionar todas as equacgdes de quinto
grau. Mas, o teorema ndo afirma que é impossivel solucionar todas as equacgdes de quinto grau, algumas
podem ser resolvidas por radicais...” (ZOLADEK, 2000).

Jé& a teoria de Galois afirma que: “No nivel mais bésico, ela usa grupo de permutagdes para des-

crever como as varias raizes de uma certa equacdo polinomial estdo relacionadas umas com as outras...”
(ARTIN, 1998).

Entdo, de acordo com os seus coeficientes, ha solucdo para alguns casos. E € nesse aspecto
que trataremos de apresentar uma técnica capaz de solucionar um caso especifico de equacao
do quinto grau de maneira analitica.

2.1 O primeiro passo: A transformacéao de Martinelli

Para se chegar na transformacdo de Martinelli é preciso desenvolver a formula que
resolve uma equacao de quinto grau por iteracdes. Vejamos:

ax>+bx*+cx3+dx?+ex+=0. 3)

Agora, desenvolvendo a equacéo (3) para que consigamos um bindémio de quinto grau,
segue que:

ax>+bx*=-cx3-dx?-ex-f. 4)

Devemos agora multiplicar o lado esquerdo e direito da equacéo (4) por 3125a* com o
objetivo de criar, do lado esquerdo da equacao, um binémio elevado & quinta poténcia.

3125a°x°+3125a%bx*=-3125a%cx>-3125a%dx2-3125a%ex-3125a%*f. (5)
Agora, em ambos 0s membros da equacéo (5), adicione:

125023b%x3+ 250a2b°x2 + 25ab*x + b°,
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Assim, teremos:
(5ax+b)3=1250a3b*x3+250a2b> x2+25ab*x +b°-3125a%cx3-3125a%dx2-3125a%ex-3125a%f  (6)

Isolando x no termo (Sax+b)> , teremos a expressio:

5
‘= -b+V 125023673 +250a2b° x2+25ab* x +b°-3125a%cx3-3125a% dx2-3125a%ex-3125a%f
Sa )

Colocando os termos x>, x%e x em evidéncia teremos:

-b+5\/b5+125a3(10b2-25ac)x3+125a2(2b3-25a2d)x2+25a(b4-125a3e)x-3 125a%f (7)

X
Sa

Agora iremos substituir x na equacao (7) pela seguinte fracdo O expandindo os

termos chegaremos na transformagao: .

tS

-(10b>-25ac)

- (-3b(10b>-25ac)+5(2b*-254d) ) ¢

- (3b7(10b7-25ac)-10b(2b-2527d) +5(b*- 12527 ¢) )

-(-b*(10b7-25a¢)+5b%(2b-25 a%d)-5b(b*-125a%)+b’-3125 a*f) = 0. (8)

Essa é entdo a transformacao que iremos usar para poder resolver uma equacao do
quinto grau especifica.

. ~ -b+t . ~ .
Depois da transformacdo usaremos o termo ~, Para descobrir uma solucdo (raiz) da

equacdo de quinto grau original. Como iremos fazer uma mudanca de varidvel para poder deixar
as raizes maultiplas de 5, no caso da equacdo de quinto grau transformada e na equacdo de
décimo grau, que vird com o desenvolvimento da igualdade de Martinelli, devemos adicionar
ao t esse nimero inteiro para obter a solugcdo. Veremos isso com mais detalhes ao decorrer do
artigo com um exemplo.

O segredo entdo para se obter as solu¢Bes de uma equacdo de quinto grau possivel €
separa-la em duas de grau menores como em (1) e (2).

Se expandirmos a equacéo (1) temos:
X3 +x3n-k? x3+kxAn+kx3 -k x2+kxn+mx2-kxm+mn=0. 9)
Agora expandindo a equacao (2), temos:

x5 +nx? - kK2x3 + kx?n + Ix3- kIx? + Inx + mx? - kmx + mn=0. (10)
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Veja que ndo ha o termo de quarto grau nas equacdes (9) e (10). Entdo toda equacédo de
quinto grau com o termo de quarto grau (a equacdo original no caso), pode ser transformada
para uma outra sem o coeficiente de quarto grau.

Feito isso, vamos colocar em uma tabela os coeficientes das equacdes (9) e (10), cada
coeficiente, em seu respectivo lugar.

Coeficientes da equacao (9)

x? x? X Termo independente
k+n-k? = c, K +kntm = D, kn-km=E, mn=F
Coeficientes da equacéo (10)
x? x? X Termo independente
l4+n-k2=C nk-lk+m =D nl-km=E mn=F

2.2 O segundo passo: A igualdade de Martinelli

Tomemos como exemplo a seguinte equacao:
x2+3x+2=0 (11)

Se substituirmos x pela soma das raizes da equacdo (11) teremos 2=0, que seria um
absurdo, mas, com essa ideia, podemos criar uma equacao de segundo grau utilizando os termos
C, C,, D, Dy, E e E, da secdo 2.1 como mostrado na tabela anterior. Igualando a equacgéo que
sera criada com (—k2+n+k—C)n teremos, do lado direito da equacdo, a mesma coisa que E,- E,
pois E, é 0 mesmo que kn-km e — E é 0o mesmo que — E = - nl+km. A soma de E, — E resultara
em kn-nl sendo 1=C-n+k?. Assim temos kn -n(C-n+k”) que & o mesmo que (-k*+n+k-C)n.

Para criarmos uma equacdo de segundo grau onde uma das solucdes da equacdo sera a
soma de duas solucdes de uma equacéo de quinto grau apos ter passado pela transformacéo (8),
devemos seguir essa légica: Temos a forma geral da equacdo de segundo grau que é
ax’ +bx + ¢ = 0, os coeficientes da equacio de segundo grau que sera criada serdo a = C,- C,
b = D,-D, ¢c=E,-E e no lado direito da equacdo temos que adicionar (
k*+n+k-C)n pois do lado esquerdo vai restar E,- E.

Observe que a equacdo de décimo grau que vird com o desenvolvimento dessa légica
contera raizes provenientes da soma de duas das raizes da equacdo de quinto grau. Ou seja,
estaremos expandindo a equacéo de quinto grau. Por exemplo, se as raizes da equacgédo de quinto
grau, apos passar pela transformacéo (8), forem 5,15,20,25,30, entdo as raizes da equacdo de
décimo grau serdo 20,25,30,35,35,40,45,45,50,55.

Essa ideia vai nos dar a possibilidade de isolar a incognita n da equacéo (2). O
objetivo é formar uma equagdo de décimo grau com a incognitak. Comoa=C,-Ceb=

D, — D de acordo com a tabela da se¢éo anterior, segue que a=k +n— K -Cb=-
k*+kn+m-D, ¢ = nk -km-E e 0 membro direito da equagéo seré (-k*+n+k-C)n. Desse modo,
fazendo as substituicdes em ak® + bk + ¢ = 0 temos:
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(K +n+k-C)k* + (-K*+nk+m-D)k + nk-km-E = (-k+n+k-C)n.

(-0l -Cl ) +(-k*+nk*+km- Dk)+ nk-km- B~ = (-k*+n+k-C)n.
k*+2nk*-CK*- Dk+nk-E - = (-k*+n+k-C)n.
k*+2nk*-Ck*- Dk+nk-E = -nk*+n?*+kn-Cn.

k*-Ck*-Dk-E = -3nk’+n?-Cn.

Isolando n, temos:

n— k*+Ck*+ Dk+ E (12)
3k-n+C

Com isso, podemos agora usar mais uma manipulacdo algébrica e obter mais uma
igualdade. Lembrando que D = nk - Ik + m, | = k?-n + C e F = mn, reescrevemos D como:

nk - (K*-n+C)k + = =D. (13)
Isolando n? em (13):
112 _ nk> +an-F+Dn. (14)
2k

Temos duas igualdades importantes: a equacdo (12) e a equacéo (14) que terdo como
objetivo auxiliar na criagdo de um polinémio de décimo grau onde k seré a incognita.

Com o uso da equacao (13) podemos definitivamente isolar a incognita n que esta na
equacdo (12), isto é:

_ 2(IC+CIC+DK 4EK)- F (15)
n= 5K+Ck-D

Podemos substituir n e obter uma equacdo que culminara numa equacéo de décimo grau.
Apds a manipulacdo das raizes com uma troca de variavel sera possivel dividir a equacdo de
décimo grau com a equacdo de quinto grau onde, na maioria das vezes, resultard em um
polindbmio de quarto grau como resto. Uma de suas solucdes sera também a solucdo da equacéo
de quinto grau apds ser transformada.

Na igualdade (12) podemos substituir n que esta no denominador pela equacédo (14).
Assim teremos uma nova equagao.

44Ok Dkt E _ 2(IC+CIC+DKEK)- F
5 2(KC+C3+DI+EK)- F 5k3+Ck-D
-
5k”+Ck-D
(44034 Dk B)skC+ckeD)  2(IC+CIC+DKEK)- F (16)
13k>+6Ck>-5DK>+(-2E+C? )k +F-DC 5k3+Ck-D
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A equacdo (16) é o mesmo que uma equagdo polinomial de décimo grau e € esta a
igualdade de Martinelli:
(K*+CK>+Dk+E) (5K*+Ck+D) - (17)
(2(K+CK*+DK*+EK)-F) (13k°+6Ck’-5Dk*+(-2E+C? )k+F-DC)=0,
em que K representa as solugdes da equacao (17) e as letras C, D, E e F séo os coeficientes da
equacéo transformada (8).

Cada solugdo da equacdo (17) serd a soma de duas raizes de um polindmio, por exemplo
0 polindémio possivel de ser resolvido que esta no resumo deste artigo.

O motivo de escolhermos a equacdo (12) para substituirmos a incégnita n dada na equa-
cao (15) é pelo fato de ser mais simples a manipulacéo algébrica que resultara no polinémio
(17).

3 A solucéo de uma equacéao de quinto grau

Apds obtermos a igualdade (17) podemos usar uma mudanca de variavel que consiste
em fazer com que todas as raizes de um polindmio fiquem multiplas de 5. Vejamos um exem-
plo:

Digamos que todas as raizes sao inteiras, assim, o Ultimo termo, o termo independente
no caso, pode assumir qualquer valor como, por exemplo, -1879146. E 16gico que esse nimero
ndo é maltiplo de 5, pois se dividirmos esse himero por 5 teremos o resultado -375829,2. Mas,
se acrescentarmos 1 ou se somarmos -4 teremos um multiplo de 5.

E claro que no teremos exatamente esse nimero quando mudarmos uma variavel. Ve-
jamos como ficaria um exemplo:

k- 3140k’+ 18990k*+ 2290435k - 30957678 = 0.

Utilizando uma mudanca de variavel teremos:

(k+3)°- 3140(k+3)3+ 18990(k+3)2+ 2290435(k+3) - 30957678 = 0,
ou seja,
K>+ 15k*- 3050k>- 9000k*+ 2320000k - 24000000 = 0.

Veja que o ultimo termo é multiplo de 5.

Com o uso da equacéo de decimo grau, teremos algumas solugdes da equacdo de quinto
grau transformada (terd, em muitos casos, apenas uma solugéo ou ela ira separar a equacao de
décimo grau em duas de quinto grau). Sem nenhum problema podemos dividir essa equacdo de
décimo grau pela equacdo de quinto grau transformada e isso garante, no resto da divisédo, um

polinémio de grau inferior ou igual a 4 para podermos saber uma das solucdes da equacéo de
quinto grau original.
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Ap0s resolver a equacdo, que aparece no resto da divisdo do polinémio de décimo grau,
podemos inserir na equacao de quinto grau transformada as raizes desse polinémio e verificar
qual delas sdo solucdes da equacéo de quinto grau transformada.

Vejamos agora um exemplo (que est& no resumo desse artigo) de uma equacao de quinto
grau com solucdes inteiras:

XO+112x4+4428x3+76032x2+551232x+1244160=0. (18)

Queremos saber as solucdes da equacdo (18). Passando pela transformacao (8) teremos
0 seguinte:

t°-1474063+407360t>+21207360t-511926272 = 0. (19)

Agora queremos saber uma das solucGes da equacdo (18) para poder encontrar uma das
solugdes da equacao (17).

Temos que o coeficiente de t> é A=1, o coeficiente de t* ¢ B=0, o coeficiente de t3 é
C=-14740, o coeficiente de t? € D=407360, o coeficiente de t ¢ E=21207360 e por fim, o termo
independente é F=-51192672.

Agora iremos substituir os valores de A,B,C,D,E,F na equagéo (17) que resulta em uma
equacdo de décimo grau. Perceba que queremos encontrar as raizes k que, por sua vez, terd
algum Kk igual a t apds a mudanca de variavel.

Fazendo tal substituicdo, teremos:

(k*-14740k*+407360k+21207360) (5k3-14740k-407360)? - (13k’-88440k’-2036800k”
+174852880k+5492560128) (2k’-29480k>+814720k*+42414720k+511926272)=0.

Expandindo a igualdade acima teremos:

k'°-44220k3+407360k’+588180720k°-6377783808k>-2743273620800k"

+23766835860480k>+3794883313628160k>+200371311083520k (20)
- 707409499825373184=0.

Agora iremos analisar o termo independente da equacdo (19) de quinto grau e da equa-
¢ao (20) de décimo grau.

Notamos que na equacéo (19) o termo independente termina em 2, podemos entdo mu-
dar as raizes dessa equacéo substituindo t por k-3 ou k+2 para que fique multiplo de 5. Vamos
usar k-3:

(k-3)7-14740(k-3)3+407360(k-3)?+21207360(k-3)-511926272=0,

que resulta na equacao:

K>-15k*-14650k>+539750k*+18365625k-571484375=0. (21)
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Agora faremos a mudanga de varidvel na equacao (20). Veja que a equacgdo (20) termina
em 4.

Seguindo 0 mesmo raciocinio da equacgéo de quinto grau, podemos substituir k na
equacéo (20) por k-1.

(k-1)10-44220(k-1)3+407360(k-1)7+588180720(k-1)°-6377783808(k-1)*-
2743273620800 (k-1)*+23766835860480(k-1)3+3794883313628160(k-1)?
+200371311083520(k-1)-707409499825373184=0,

Que resulta na equacéo:

k'°-10k%-44175k3+761000k"+584091250k®-9895837500k>-2702579343750k*+ (22)

34664405625000k>+ 3707195755078125k*-7307157128906250Kk-
703841490966796875=0.

Agora, para facilitar nosso raciocinio chamaremos o lado esquerdo da equacédo (22) de
g(k) e a equagéo (21) de f(k). Fazendo a divis&o de g(k) por f(k), teremos como resto o polino-
mio:

-9008k*+4245920k>-213340800k*-4839268000k+287529550000=0.

Agora queremos encontrar uma solucdo para a equagao:

-9008k*+4245920k>-213340800k*-4839268000k+287529550000=0. (23)
Com o uso do método de Descartes para solucionar uma equacao do quarto grau desco-
brimos duas solucdes inteiras: 55 e — 35. As demais solucdes sdo desnecessarias uma vez que
néo sdo inteiras.
Se substituirmos k por 55 e -35 na equacéo (20) teremos:
(55)°-15(55)*-14650(55)°+539750(55)*+18365625(55)-571484375=0
0=0.
(-35)°-15(-35)*-14650(-35)3+539750(-35)>+18365625(-35)-571484375=0
0=0.

Concluimos assim que 55 e -35 sdo solugdes da equagdo (21). Agora iremos ver como
obter as solucdes da equagéo (18).

Lembre-se que usamos uma mudanca de variavel, no caso, k-3, para poder deixar todas
as solugdes inteiras da equagdo por nimeros que sejam multiplos de 5.
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Conforme mencionado na sec¢do 2.1 usaremos o termo —, bara encontrar a solucéo da
equacéo (18).

Da equacdo (18) temos que b = - 112 e t nada mais é do que uma soluc¢éo da equacao
(19). Porém temos que subtrair -3 da incdgnita t para poder achar a solugdo da equacgdo (18)
pelo fato de termos feito uma mudanca de variavel que culminasse na equacao (21). Entdo,
segue que:
bt -112+(55-3) -112+52

Sa 5 5

Logo, -12 é uma das solugdes da equacéo (18). De fato, se substituirmos x por -12 na equacéo
(18) teremos:

(-12)°+112(-12)*+4428(-12)*+76032(-12)*+551232(-12)+1244160=0
0=0.

Mas, como temos outra solucdo da equacdo (20), -35 no caso, podemos novamente usar
-b+t ~ ~ ~ /
0 termo —— para encontrar outra solucgéo para a equacéo (18). A solucdo neste caso é -30.

4 Conclusao

Ao final do artigo podemos concluir que uma equacéo do quinto grau completa pode
sim ser resolvida de maneira analitica, basta usar os procedimentos descritos aqui. Quando uma
equacao de quinto grau possui solugdes que nao sejam inteiras, ndo é possivel resolvé-la com o
exemplo proposto aqui. No entanto, através do método proposto aqui é possivel encontrar so-
lucBes de uma equacao de quinto grau quando a equacdo for possivel de ser resolvida por radi-
cais mesmo se suas raizes forem nimeros irracionais.
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