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Resumo

O presente trabalho aborda algumas propriedades sobre os
numeros de Oresme, sobre 0s k-nimeros de Oresme, 0S po-
lindbmios de Oresme e, a partir desses, introduz novas enti-
dades matematicas chamados de Quaternions, Octénions e
Sedenions de Oresme. Algumas das propriedades ainda néo
discutidas na literatura constituem o resultado principal do
trabalho envolvendo inesperadas propriedades algébricas
das representacdes matriciais de segunda ordem.
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Abstract

The present work deals with some properties of the Oresme
numbers, the Oresme k-numbers, the Oresme polynomials
and, from these, introduces new mathematical entities cal-
led Oresme Quaternions, Octdnions and Sedenions. Some
of the properties not yet discussed in the literature are the
main result of the work involving unexpected algebraic pro-
perties of the second orther matrix representations.
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1 Introducao

No presente trabalho discutiremos algumas propriedades sobre os nimeros de Oresme e a
sequéncia de Oresme. Evidenciaremos que alguns trabalhos proporcionam a compreensao so-
bre seu processo de generalizago, inclusive, a partir da verificagdo de resultados recentes que
confirmam um interesse atual por parte de especialistas. Por outro lado, a introdugéo dos ins-
trumentos conceituais da Algebra Linear permitiu um amplo avango no estudo de propriedades
mais gerais sobre a Teoria das Sequéncias Recorrentes Homogéneas de ordem ‘n’ (KAUERS;
PAULE, 2010). Assim, evidenciaremos que determinadas propriedades matriciais permitem
uma elegante representacéo para os Quaternions, Octénions e Sedénions de Oresme que ense-
jamos apresentar na ultima se¢do e constitui o resultado mais importante do presente escrito.

2 Os nameros de Oresme e a Sequéncia de Oresme

Horadam (1974) comenta que na metade do século XIV o clérigo Nicole Oresme (1320 —
1382) encontrou a soma dos seguintes numeros racionais que indicamos em seguida

1 E § i S E l i i 1 . O autor acrescenta que o Oresme nédo publicou

2'4'8'16'32'64'128'256 512" 2"

nenhum desses resultados. Ademais, a referida sequéncia enigmatica possui um carater, tam-
bém, de interesse na Biologia, na medida em que, a partir dos dois primeiros termos, podemos
estimar a quantidade de pais, avos e determinar tal proporcdo em qualquer geracdo. Stillwell
(1989, p. 119) comenta que a descoberta do comportamento de convergéncia da série indicada

pela soma infinita ZO SO O P . PP L foi devida a Nicole
= 2 4 8 16 32 64 128 256 2"
Oresme, que empregou ideias primitivas ao que hoje conhecemos como a integral imprépria

(NICODEMI, 2010). Antes de prosseguirmos, vejamos a seguinte defini¢cdo fundamental.

o A , n ; . : «
Definicdo 1: A sequéncia de nimeros {On}nelN = {?} é descrita pela seguinte relacédo
neiN

A 1 1
de recorréncia O,,, =0, ,; _ZO”’OO =0,0, = E,n >0 (HORADAM, 1974).
Horadam (1974, p. 267) explica que “a sequéncia de Oresme pode ser extendida para o lado
esquerdo, incluindo nimeros negativos, se observarmos o comportamento padréo de tal sequén-
cia”. Na figura abaixo observamos um diagrama simplificado proposto por Horadam (1974)

sobre a descricdo explicita dos termos do tipo indicado no conjunto {O_n }nelN .

wl_y7 O0_g 05 0_g4 O0_3 0_5 04 Oy 0y 0y ﬂg 0g 05 0 07
6 384 160 <60 -2 -§ -2 g L2340 b T

e e

JHf 2 6 128

Figura 1. Horadam (1974) explica a descri¢cdo do modelo de expanséo da sequéncia de
Oresme segundo indices inteiros negativos e elementos do tipo O
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Mais recentemente, Cook (2004) fornece novas identidades envolvendo tais nimeros, tais

como: O —§O +10 =0,0 —§O +i0 =0 nzllO —4(1—0 J ”i( 1)'0
. n+2 4 n 4 n-1 1 n+2 4 n+l 16 n-1 ,_7 i 2 el ’i:O |

4 n-1
:g{—— -)"(0,,,-2 } z 2+O2nl 50,,], ZOM 10+502nl 160,,].

=0
Por outro lado, a partir da deflnlgao 1 podemos determmar premsamente os elementos com

o : : N A 1
indices inteiros negativos. De fato, a partir da defini¢do de recorréncia O,,, =0,,; _ZO” po-

: 1 . .
demos assumir que n=-1, portanto, segue O, =0, —Zo,l <> O, =—2. Repetindo o procedi-

. 1
mento anterior, tomamos n=-2 e, portanto O, =0, _ZO‘Z <> 0, =-8. Horadam (1974, p.
n n>0
268) comenta, sem muitos pormenores, que podemos estabelecer que O, =< 2" "
-n-2",n<0

Isto se deve ao fato de que as propriedades obtidas por Horadam sdo imediatas, a partir da
definicdo da sequéncia recorrente. Dessa forma, podemos determinar os nimeros de Oresme da

forma O, =n-2", com n inteiro. Em um contexto mais geral, Horadam (1974) aborda o modelo
geral que indicamos por W, ., = p-W,,, —q-W,,W, =a,W, =b, onde os nimeros sdo inicial-
mente inteiros P,q e arbritrarios. Assim, Horadam (1974) que para a extensao de tal modelo,
requer que os numeros P,d sejam racionais. De sorte que, para determinar os elementos do

i . . 1
conjunto {O,} = {21”} requer assumir particularmente que p=1,q= > a=0,b=1.
nelN

. : . . A 1 1
Simbolicamente, lidamos com a seguinte sequéncia W, (O, 5 i1, E) =0, (0, 5 i1, E) :
Por outro lado, mais recentemente, registramos a introducdo na literatura especializada da
seguinte definicdo que representa, como esclarece Cook (2004, p. 95), uma das varias formas
ou maneiras de sua generalizacdo. Cook (2004) apresenta a seguinte recorréncia mais geral

Az =Acna kkzlAk . imzz ,k>2 e, em sequida, apresenta a definicdo dos nimeros k de

Oresme. Por exemplo, se tomarmos o termo da forma A, :F’ k>2, como explica Cook

(2004, p. 95), devemos encontrar a seguinte relacdo de recorréncia correspondente como indi-
camos logo em seguida na definicéo 2.

Definicdo 2: Para todo inteiro k >2 os nimeros do tipo {Okv”}nelN séo definidos pela rela-

: 1 1
¢do homogeénea de recorréncia O, ., =0, ., — % —01.0,,=00,, = PR
: o 1 1 k?-1
Vejamos alguns de seus elementos que indicamos: O, , =0, , _pok,o = O ;= 5
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k?-2 o _k*-3k*+1 o _k*—4k?+3 o _ k®—5k*+6k?—1
’ k5 — 5 ke — 5 k,7 — !

Ok,4 =

k® k® k® k'
k®—5k* +6k?* -1 k® —7k°® +15k* —10k® +1 k® -8k® +21k* - 20k +5

Oe = K’ » O = K® v O = K ’

10 gL8 6 4 2
O, = K — 9K + 28k o 35K” +15k 1, etc. Por outro lado, podemos ainda verificar que:

’ k

Ok,fl = kz(ok,o _Ok,l) =—k, Ok,—z =-k?, Ok,—3 =—k? (k2 -1, Ok,41 Z_kS(kz -2),
O, s =—k°(k*—-3k*+1), O, =—k"(k*—4k*+3), O, , =—k"(k®—5k*+6k*-1)
O, g =—k°(k® —6k* +10k* —4), O, o =—k°(k® —7k® +15k* —10k* +1),

O, 10 =—K"(k® —8Kk® +21k* —20k? +5) , etc.
Os numeros denotados por {Okv”}nelN sdo nominados por Cerda-Morales (2019) como os

nameros k-Oresme. Observamos, todavia, a possibilidade analoga de determinacédo dos elemen-
tos do conjunto {Ok’_n} " Empregando, assim, um raciocinio semelhante ao de Horadam

ne

n
—,n>0

(1974), podemos definir os k-Numeros de Oresme da forma O, | =4 k" ,comk=>2.
-n-k",n<0

Mais recentemente, encontramos no trabalho de Cerda-Morales (2019) a proposicdo das

1 1
matrizes associadas por M =|~ 4|, M, =|"  k? | e, avamos examinar as seguintes po-
1 0 1 0
1 11
) (40) 3] fro 20
- . o =2 2 2\ 2 5
tencilas matricials especiails: M™ = 4 |= 1 1 = 1 ,
1 0O 2(5) _E(O) 20, —=0,
3 1(2
s 5] [28) )] [ e s e
M* = 1 R i 1|
T 2) it 20, -=O, s _=
4 4) 202 4 4
4 1(3 1 5 1 5] 1(4) 1
2l —| ——=| = _ & = 2 —| —=| — _Z-
(16) 2(8 N il TR N (32 2016)| | %> 2%
3 1(2)] 1|7 |1 3|4y 13| 10
of2) _i[2]] |20, -Z0 = 2 o2 22 |20, -20
(EJ 2(4 o277 2 16 [16] 2(8) o2
6 1( 5 7 1( 6
s &) ) 2 o ) -3 45
Mo |16 64 64) 2\32)|_ 2 Me_| 64 64 128) 2\ 64
5 1 1] 3 5
T e )
16 8 32 2116 2 16 64 64 2\ 32
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1 7 8 1/ 7 1
o ) (& 2] [{5) 15| = o

256 256) 21128
= ) M7= 176 226 = = ) . Por outro lado,
20, —-0 — - 2 AT 20, -0,
2 64 64 128 2\ 64 2
1 1
. e _1 0 1 2(0) _E(_Z) 20, _5071
podemos ainda verificar que se tem M ™ = 4 4= 1 = 1 ,
i 2(-2) —5(-8)] |20, 20,
2 2
1 1 1
w2 8- 2(2) (9 | |20, 0. oo{ 2. 2(-8) —(-24)
o 12 2(-8) —1(—24) 20, -20, 8 3 2(-24) —%(—64)
1 1 1
_ 20, —50,3 _4=(—48 32)= 2(_24) _E(_64) _ 20, _5041 M-S =
20, —30_4 128 80 2(-64) —1(—160) 20, —30_5
2 2 2
20 —10 2(-160) —1(—384) 20 —10
[—128 80}_ - 975 _6_(—320 192}_ 2 N PR
—320 192 20 —10_6 ~768 448 2(-384) —1(—896) 20, —10_7
2 2 2
20n+l _lon
etc. Vamos definir, dessa forma, as seguintes matrizes especiais M (n) = 12 ,
20, _EO”‘l
k'ok,m—l _lok,n
M, (n)= 1k , com k > 2. Com origem nesses casos preliminares vejamos

k'Ok,n _Eok,n—l

0 seguinte teorema inicial do presente trabalho.

1 _1 20n+l __On
Teorema 1: Para todo inteiro n>0 temos: (i) M(n)=M" = 4| = 12 :
1 0 20, -=0,,
2
n 1 -n 1
1 _i 20k,n+1 _Eok,n N 1 _l " 20—n+l _Eo—n
M M= K| = S B MEn=T g =(M)"= X
1 0 20,, -=0.., 1 0 20, --0,,
‘ 2 " 2
4 o ) 1Y 1 .
e Mk(—n):(Mk(n)) , para todo inteiro k>2; (iii) O, ,0,,, -0, =— 2 =—m; (iv)
) " 1 o 1
O—n—lo—n+l _O—n == _Z ) (V) Om+n = 2Omon+l _Eom—lon! (VI) O—(m+n) = 2O—mo—n+1 _Eo—m—lo—n
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(Vi) M(M+n)=M(m)-M(n), M, (m+n)=M,(m)-M,(n), M(-m—n)=M(-m)-M(-n),
M, (~m—n) =M, (~m), -M(-n).

20, —10l
Prova. Por inducdo matematica, ja vimos que M* = , No passo indutivo, vejamos
20, _EOO
20n+1 _lon
que M(n) = 2 . Em seguida, vamos considerar a seguinte poténcia da matriz
2C)n _Eon—l
20n+1 _lon 1 _1 20n+1_lon _10n+1 2(On+1_lon) _loml
Mn+l =M nM — 12 4 |= 12 21 — 14 21 —
20, --0,,|\1 0 20,--0,, -=0, 2(0,--0,,) -=0,
2 2 2 4 2
1
20n+2 __On+l 2()m—l _Eon
= ) . Com origem no item M(n)=M" = 12 verificamos que
20,, --0, 20, -70,,
2 2
g -1 n 1\ 1
det 4| =-0,,0,,+0,° :bj =7 Por outro lado, de acordo com Horadam (1974),
1 0

-~ , na = O
podemos usar a descri¢éo dos numeros de Oresme da forma O, =+ 2" . Tomaremos a

-n-2",n<0
20.1, _lofn 20 —1041 2(‘(”—1)'2“) _1(""2”)
. 2 2 5
20—n _Eo—n—l 20—n _EO_(n+1) 2(_n : 2n) —E(—(n +1) . 2n+1)
. (h-1) n
n-2 n
—(n-1)-2° n —(n-1 — n n n+1
n+1 n _2n (n +l)
-n-2 (n+1)-2 -2n  (n+1) _ -
2 2
-1
_% (r;”_‘}) %z_nn _10 lo 20n+l _%On 71
RN BN SO R 2w em
L A -20, 20,,) | 20, -=0,,
2” 2n+ 2

-1

Cabe observar, por exemplo, que deduzimos de forma semelhante que M, (-n) = (M ‘ (n))
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No caso em que considerarmos os k-nimeros de Oresme, vamos assumir por inducdo que

1 _i ' 2()k,n+l _lok,n
M, (n) = k2| = 2 . Repetindo os argumentos anteriores, poderemos de-
1
1 0 20, , _Eok’”’l
n 1
1 _i 1 _i kok,n+1 __Ok,n 1 _i
terminar que temos M,"* =M,"M, = k? k? |= 1k k? |=
1 0 1 0 kO,, -=-0,,,|\1 O
' k '
1 1 1 1 1

kok,n+1 _Eok,n _Eok,ml k- (Ok,n+l _Fok,n) _Eok,ml k- Ok,n+2 _Eok,nﬂ
= . ) = ) ) = ) =M, (n+1).

kOk,n _Eok,n—l _Eok,n k- (Ok,n _Fok,n—l) _Eok,n k 'Ok,n+1 _Eok,n
Para finalizar a verificacdo dos itens restantes, vejamos a igualdade matricial: M (m+n) =

20, 1o " 1) 1\ |20, 1o 20 . 19
m+n+! 2 m+n e 1 -= 1 -= 1 -= m+ 2 m n+: 2 n
) =M™" = 4| = 4 4| = 1 1 =
20, ., _Eom*”’l 1 0 1 0)1 O 20, - O,. |l 20, _EO“

2()m+l 20n+1 - Omon _Om+lon + 1()m()n—l 4Om+lon+l _Omon _Om+1on + lomOn—l
_ 14 = 14 . Mas,

20m 20n+l - Om—lon _Omon + _Om—lon—l 40mOnJrl - Om—lon _Omon + _Om—lon—l

4 4

comparando os temos na posicéo indicada (1x1) podemos determinar a identidade seguinte

0,.,=20,-0,, —%Om_l -O,, para quaisquer inteiros positivos m,n>0. Em seguida, a partir

do item (ii) escrevemos M(—(n+m))=M ™™ =M™".M"™ =M (-n)-M(-m) e basta repetir o

1

=20,:0,,,-0,,,:0

—n?

argumento anterior afim de encontrar a seguinte identidade O_,,

para quaisquer inteiros positivos m,n>0. Para o caso da matriz definida por nds ha pouco

k'C)k,m—l _lok,n

M K (n) = repetimos exatamente 0s mesmos argumentos. [

1
k'Ok,n _Eok,n—l
Vejamos, em seguida, a generalizacdo de alguns resultados indicados e/ou desconsiderados por

Cerda-Morales (2019).

n—o

Teorema 2: Para todo inteiro m>n>0 e k >2 temos que: (i) Iim%=2; (i) Iim&=2p

@)
: (iii) Iimfzkp, no qual m=n+p.

n—o0
k,n
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Prova. Para todo inteiro m>n=>0, vamos tomar p>1 de sorte que tenhamos a igualdade

m=n+p. Agora, podemos escrever que O, =Zﬂm=%,0_m =-m-2" =—(n+p)-2"P.
n+p
O n+ " n
Segue o quociente Ilmo—_llm —lim| 27 :Iim(n+ pj =lim n+p 2 =
n—ow On n—o On n—ow L nowol 2M*P n nso on+p
2I"|

:Iim£1+£].2—1p:1-2p, para p>1. Para o primeiro item, basta fazer m=n+1. No caso

N—oo n

quando lidamos especificamente com os k-numeros de Oresme, podemos verificar que

n+p
O @) n+ n
im—km — Jim —<ne _jim | K :Iim(n+pj LS _I|m[1+ pj K" ke o
0, mr O, e n T ) e o
kn

No teorema seguinte, acrescentaremos alguns resultados desconsiderados por Horadam (1974),
entretanto, Horadam (1974) exibe apenas a funcéo geradora g(X) .

Teorema 3: A funcdo geradora correspondente aos numeros de Oresme e aos k-numeros de

1 1
=X =X
Oresme sdo, respectivamente, dadas por g(x) = 2 e g.(x)= k 1
1-x+-x° 1-x+-5 X
4 k
L . n . 1
Prova. De imediato, vamos recordar as seguintes relagdes fundamentais O,,, -O,,; +— 1 0, =0
e O .20 WLFOK,n =0. Consideraremos as seguintes somas infinitas formais indicadas

g(x)=>_0x e g, (x)=>.0,,x" cujos coeficientes sdo, exatamente, 0s niimeros de Oresme
i=0 i=0
e aos k-nimeros de Oresme. Em seguida, vamos descrever as relacGes abaixo:

g(x) =0, +O,x+0,x* + O, x> +O,x* +Ox°--- + O, X" +
‘X'g(x):—oX—lez—ozxs—m—on,lx”—onx“ _O. x™

n+1

lx g(x)_—Ox +1Ox +1Ox+ +1O x+1O XM
4 4 4 4 4

No passo seguinte, vamos tomar a expressao (g (X)=x-g(x)+ % x*-g (x)j =0, +(0,—0O,)x+

O,-0,+= O)x+(O -0,+= O)x+ -+(0

n+2 n+1

+%On)x2+~~-=O+%x+0x2+0x3+--~

. . 1 1
+0x" +--- . Finalmente, determinaremos que (1—Xx+ 2 x?)-g(x) = > X . No segundo caso, re-
petimos 0s produtos necessarios e que devem resultar, para o caso dos k-numeros de Oresme,

na relagdo que segue g, (X) — X- gk(x)+k1 x? 0,(X)=0,,+(0,, -0, )x . O
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Na secao subsequente introduziremos algumas propriedades sobre os polinémios de Oresme.

3 Os polindbmios de Oresme

A partir do trabalho de Cerda-Morales (2019) consideraremos a seguinte definicéo.

Definicdo 3: Dada uma variavel ndo nula os nimeros do tipo {On (x)}neIN sdo definidos pela
1, n=0,1

relacdo homogeénea de recorréncia O, ,(x) = X

on (X) _%Onl(x)a nx2

Com origem nessa defini¢céo, Cerda-Morales (2019) exibe alguns de seus elementos iniciais:
1 1 X' -1 X' -2 X' —3x% +1 X' —4x* +3
OO(X) = 0, Ol(X) = ;’OZ(X) :;,03()() = T,Ozl()() = T,OS(X) = T,OG(X) = T .
De forma semelhante ao pensamento de Horadam (1974) podemos determinar os elementos do

seguinte conjunto {O_ (x)} . De fato, vejamos que O;(X) :Oo(x)—%ol(x) - 0,(x)=0.

No caso seguinte, vejamos que O,(x)=0_,(X) —%O_z(x) <> 0_,(X) =—X e segue 0S mesmos
argumentos que permitem determinar que temos: O_,(x) =—x%,0_,(x) = —x*(x* =1),0_.(X) =
=—X°(X*=2), O,4(x)=—x*(x*-3x*+1),0,,(x) =—x" +4x* —3x", 0,4 (x) = —x" +5x™" —6x° + x',,
O, (X) = —x" +6x" —10x" +4x°, O_,(X) = —x"* +6x" —10x*" + 4x°, etc.

Cerda-Morales (2019) considera o procedimento de resolucdo da relacdo de recorréncia
1 : : « .
0,,,(x) =0, (x) -— 0, (x) afim de determinar a equagéo caracteristica. De fato, basta ver que
X

On+1(x) — _ion—l(x) _ 1 1

0, (x) x2 O, (X) " 0. (X)
On—l(x)

. No passo seguinte, devemos determinar a seguinte

« 1 . S
equacdo X°-t*—x*-t+1=0 ou t2—t+—2=0, cujas raizes indicadas por Cerda-Morales
X

, 2 _ 2
(2019) séo dadas pelas expressdes e propriedades A, (X) :%,ﬂz(x) :%

1 1
%(X)‘%(X)—F,m—

rema que corresponde a determinacao da formula de Binet para os polindmios de Oresme e que
acrescenta uma correcdo e generalizagdo ao resultado exibido por Cerda-Morales (2019).

X2+ 2,(X), A4 (X)+A4,(X)=-1. Em seguida, vejamos 0 seguinte teo-

Teorema 4: Para todo inteiro positivo n>0, temos as seguintes formulas de Binet: (i)

0,00 = L9220 i) 0,9 = (-1 (M?JX‘ 20 ] D0,
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: . 1 . e
Prova. Vamos considerar a equagéo t’ —t+— =0 cujas raizes indicadas por Cerda-Morales
X

X+/X* -4 X—\x* -4

(2019) séo dadas por 4(x) = —,@(x) = Reparemos que valem as relacGes
MO0 =400~ & 20 =200 =x{ 1] 2. )——H 0,004 00~ =09,
Vamos observar que 4,(x)° = ﬂl(x)(ﬂl(x) _FJ = A,(x)? —?ﬂl(x) = A,(X) —%—%A(X)
1 1
J_F = X'%(X)[
demos verificar que A,(X)* = 4 (X)*4,(x)* = (ﬂl(x) ——j[ﬂl( )——j =2,(X)° - ﬂl(x) +xi

1 -2) 1 1 x? -1
=Ah() =72 ‘—2-%(X)+— A (X )[ j+7——2= Ay (X )[ j [ v j=

ZX'A(X)[XXQZJ—%[XZ;( 1j—x A (X)0,(x) — = O ,(x). Assumiremos por inducéo

— x*-1) 1(1 1 .
=21(x)( v v j—;(;)=x-ﬂl(x)OS(x)——Oz(x). Em seguida, po-

que 4, (x)" =x-0,(x)A,(x) —;-On_l(x) . Assim, basta verificar que A4 (x)"* = 24,(X)" 4 (X) =

= 2,000,000~ 10,40 | = X-0,(9 AMIAL) - 5 X-0, (0 A0 =

=x'on<x>(ﬂl(x)—%)—x%-on_l(xm(x)=x-ﬂl<x)-(on(x>—Xlz 1(X))—— 0,()

=X-4(xX)-0,,,(x)— O (x) . Por conseguinte, podemos considerar 0 seguinte sistema

40" =x-0,(0 4 ()~ =-0, ,(x)
X e, tomando a seguinte diferenca (ﬂi(x)” - A,(X)" ) =

220" = X-0, (04, ()= -0, 4(¥)

= X0, (94,0~ +0,.,(0 ~X-0,(00(X)+ -0, () = X-0,(X)-(4(¥)~ £, (x)) . Final-

1 4(X%)" = 4(x)"
X 400 =4 (X)

lado, de forma e interesse semelhante ao que indicamos inicialmente, buscamos determinar o
comportamento dos polindbmios de Mersenne com indices inteiros negativos. Para tanto, vamos
substituir na formula anterior os indices (n) por (—n) afim de determinar os elementos do

mente, determinamos a formula de Binet indicada por O, (x)— . Por outro

1Y (1Y
M”(x)—wx>=1(ﬂl<x>] _bz(x)J
X  Jx*-4 X x> -4

conjunto (O_, (X)) _,, - Basta ver ocorre O_ (x) =
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(20 =(¥400) ﬂ&(x)”—ﬂx)”} : (&(x)”—@(x)“} :
= = x| A )y | A 2 (1) 320 (X).
Xvx2 -4 ’ Xvx: -4 x X\Xx: -4 000

Em seguida, vejamos o comportamento das poténcias das seguintes matrizes M"(x):

2_
1) [xs -2 (%0, —2-0() e
M (x) = =l T 1 F ) M) =| X i
1 0 x-= —==-0 X-O(x) ——=-0y(x) 1 -—
X X X X
x% —1 1 1 1 x?—2  x*-1
X'( NE } _;; X-Oz(x) _;'Oz(x) 2 R
N 1 M= 1|
w1 _11liixo,x0 -=0/x ~ 1
X X X X X X
x> -2 1(x*-1 4 a2 2
x-[ " j _;.L x3 j x-0,(X) _1_03()() X 3;( +1 X 42
X 4 X X
| (e 101y | 1 M= -1
X-(X 3_ j ——-(—j X-05(x) —=-0,(x) 2 B—
X X X X X X
x* —3x*+1 1 (x*-2 1
' NG e X- O, (X) —;-04(x)
= = . Logo em seguida, vejamos o
) 1(x-1 0 15
X- 3 - 3 X 4(X) 3(X)
X X | X X
. - L (0 1
comportamento correspondente das matrizes inversas que indicamos por: M(x)~ = 2 2|
1 1
X- ——(—X X-O,(x) —=-0,(x 1
()| | X000 000 M(X)_Zz[_xz ¢ ) [0 L)
1, 1 ’ —x* Xt -x? 3 42
X-(—X) ——(—X X-0,(x) ——-0_(x X (=X X' =X
(%) —,(=¢) () =—0,() ()
1 1
X'O—1(X) __'O—z(x) 4 4 2 X'O—z(x) ——-0_3(X)
- X M= % X X etc.
x4+ x* xP-2x* 1

x-0_, (X) —%-0_3(x) X-0;4(x) —; (%)

Vamos definir, a partir desses exemplos particulares, as seguintes matrizes indicadas por

x-0,,(0 —=-0,(x) X000 -0, ()
M, (x) = 1X e M_ ()= 1X sio introduzi-
X.On(x) _;'On—l(x) X'O—n(x) _;'O—n—l(x)

das. Com origem nesses casos particulares e as matrizes M_(x), M_,(x) , com n>0 agora
definidas, enunciaremos o seguinte teorema.

Teorema 5: Para todo inteiro positivo n>0 valem as seguintes relagoes:
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X000 ~:0,(x

(|) Mn(x) =M (X)n = 1 ; (“) On—l(x) 'On+1(x) _On (X)2 == x2" )
X'On(x) _;'On—l(x)

2n -1 2n n\1 2n n
(i) M_,(x) = (=) x* (M, (x)) " = (D) X" (M()") "= (1) X" M (x)".
Prova. Os casos particulares podem ser apreciados nos trechos predecessores. No passo de in-

K000 ~3-0,(%)

ducéo matematica, vamos admitir que M _(x)=M(x)" = L , para todo
X'C)n (X) __'On—l(x)
X

n+l _

inteiro positivo e, em seguida, observar o comportamento da matriz da poténcia M (X)
X000 ~2:0,00 |} _1) [%:0,00-2:0,00 ~2:0,,(9
M (X)"M (x) = . X |= g =

0,00 ~0,00[1 0 x-on(x)—;-on_l(x> ~20,(9

1
( n+1(X) —0 ( )j _;'Onﬂ(x) X'On+2(x) _E'On+1(x)
L = Xl . Por outro lado,
x-[on<x)——2-on_1(x>j ~2.0,00 | [ %00 -=:0,()
X X X
para 0 segundo item, vamos considerar a seguinte matriz inversa indicada por: (Mn(x))’l =

-1 T

x-0. ,(X) —i.on(x) ) _i.onl(x) 0,0 | [ % 0.0 % o),
x-0,(X) —E-On_l(x) E~On(x) X-0,.,(X) -X-0,(x) x-0,,,(x) |
outro lado, substituindo os indices (n) por (—n), vejamos que se tomarmos a matriz M__ (X) =
x-0...(x) _%'O'“(X) X0 (¥) —%o_n(x) —x~x2(”‘1)-0n_1(x) L0 )
x-0_ (X) —%Onl(x) x-0_,(X) —%-O(nﬂ)(x) —x-x*"-0,(x)  =-x*".0_ ,(X)

n 2 1 o
) —X-x2".x 2.0, (X) o -0, (x) o _%On_l(x) %On(x) D (M)

—x-x*"-0, (x) %-xz" x*-0,,,(X) -x-0,(x)  x-0,,,(x)

Segue, pois, a seguinte relagdo matricial M__ (x) = (1) - x*" (Mn(x))_1 ,n>1.0

Vejamos, em seguida, propriedades semelhantes ao que ja observamos anteriormente no
caso dos k-numeros de Oresme aplicadas ao estudo dos polinémios de Oresme.

Teorema 6: Para quaisquer inteiros positivos m,n>0 valem as relagdes.
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X On+m+1(x) _E ’ On+m (X)

() My (X)=M (™" = "  Opn(X)=X-0,(x): omﬂ(x)——on 1(0:0,(9);
X On+m(x) _E'Omm—l(x)
X
X O—n—m+1(x) _1 ' O—n—m (X) 1
(”) M m+n( ) M(X)_(n+m) = 1X ! O—(n+m)(x):X'O—n(x)'O—m+1(x)_;0—n—1(x)'O—m(x)'

X'O—n—m (X) _;'O—n—m—l(x)

Prova. De imediato, basta usar a igualdade mediante a definicdo M  (X)=

KOs () —=+0y () X0 —2:0,00 | %0400 -20,00
1X -M (X)n ‘M (X)m _ 1X 1X
X- On+m( ) _;'Ommfl(x) X'On (X) _;'Onfl(x) X'Om(x) _;'Om—l(x)

2
= . Finalmente,

X? - On (X) : Om+1(X) - On—l(x) : Om (X) _On (X) ’ Om (X) + % ’ On—l(X)Om—l(X)

comparando 0s termos na posicdo (1x1) deduzimos a seguinte igualdade

X2 ) On+1(x) : Om+1(X) - On (X) : Om (X) _On+1(X)Om (X) + Xi : On (X) ) Om—l(X)

(x)=x-0,(x)-0,,,,(x)—= n7l(x)-0m(x), para quaisquer inteiros positivos m,n>0. Os

n+m

mesmos argumentos Sao repetldos para o segundo item e seguem os resultados . (I

4 Os Quaternions de Oresme

A partir da literatura especializada, constatamos o interesse de representacfes por intermé-
dio dos Quaternions para algumas sequéncias recorrentes, todavia, nao registramos resultados
correspondentes aos nimeros de Oresme. Assim, com origem em determinados argumentos
indicados nas secOes predecessoras, vamos introduzir a seguinte definicdo que corresponde a
uma nova nocdo introduzida no presente trabalho.

Defini¢cdo 4: Chamamos de Quaternion de Oresme de ordem ‘n’ ao elemento descrito por
QO,=0,+0,,i+0,,,]+0,,;k, em que os coeficientes sdo os nimeros de Oresme e as

n+1 n+3

unidades imaginérias sio descritas pelas operaces formais i = j =k =-1i-j=K=—]
Com origem na definicéo, determinamos: QO , =0, +0,i+0,j+ 0,k =-2+0i +
3 1 2. 3. 4 2

1. 2. 3. 4. 5
O, =0+=i+—j+-k, Q0 =—+—i+—j+—k 0, = i+— j+—Kk, etc.
QO 2 4J 8 QO 2 4 8J 16  Q 278 61 T

E, logo em seguida, definiremos um k-Quaternion de Oresme.

Definicdo 5: Para todo inteiro k >3, chamamos de k-Quaternion de Oresme de ordem ‘n’
a0 elemento descrito por QO, , =0, , +O, ,.,i+0, ., ] +O, ..k, em que os coeficientes sdo

k,n+
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0s numeros de Oresme e as unidades imaginarias sdo descritas pelas operagdes formais
-2 =2

R S S

Vejamos, pois, alguns dos seus elementos preliminares: QO, , = —k + Oi + %] + % K,
1- 1- k- 1 1. k’-1- k*-2- .
O, =0+—i+— k @) —+—i+ + k , etc. Decorrem, ime-
Qo =0y I I T QOu = I T I s

diatamente, as seguintes propriedades relacionadas com os Quaternions de Oresme.

. N o 1 .
Teorema 7: Valem as seguintes relagdes fundamentais: (i) QQO,,, :QOM—ZQOH; (i)

QO, ., =QO, 1\ — on,n; (i) QO —21( +”;17+”12]+”Q3Rj; (iii)

Q0_n=—2n(n+n2_17+n—2]+n83 j (iv) onn:i( +n+1?+n+2] n+3le

+
4 k" k k? k?
Prova. No primeiro item, da definicdo anterior, desenvolvemos 0 seguinte termo da direita e

VEMOos (Qonﬂ - 1 ) (On+1 n+2_i.+ On+3] + On+4 k) (O + on+1i + On+2_j + On+3R) = On+1 - %On +

o) i+ OM]— ] +On+4E— 0O,..k =Q0,,,. Para 0 segundo item, repetiremos

- 1
el — Zoml

: 1 . :
0 mesmo procedimento, de sorte que QO, _,,, =QO0, _ ., _ZQOK”" . Por fim, vejamos que te-

mos QO, = o > + 7 j+ n+3Ej e, substituindo os indices correspondentes,

encontraremos QO _, = L L P L P PR S L L
2" 2 4 8 2 4

1( n+1l- n+2-
n+ |

8

. . n n+1l- n+2- n+3-
Vemos ainda que podemos escrever o quaternion QO ,=—+ i+ ]+ k =

kn kn+1 kn+2 kn+3
1 ( n+l- n+2- n+3~j
—- n+ i+ j+ k|.O

k" k k? k?
1
1 _E 2Q1 _EQO
Considerar as seguintes matrizes escolhidas M = 41, Mg = 1 =
1 0 2Q, _EQ’l
2- 3= 1 1. 2. 3 1
2(=+—=i+—= +—k —=0+=i+—=j+=k 2 —=
_ (2 1 8] ) 2( 5 4J 8) oM _ Q1 2Qk,0 _
2(0+17+3]+—R) L orniv iy " laa. 1o
2 4° 8 2 2° 4 Ko Tk
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2_ _ 2_ _ _ _ 2_ .
21+1i+k lj+k 2k —1 O+li+£j+k 1k
k3 'S k

. Podemos verificar

2— —_ —_ —_ —_
2o+ i 1y K1k B Y T B X
k k k 2 kK
que ocorrem as seguintes propriedades do produto de matrizes
14374274 2k -1 15 35.1%) (200, -1qo,
MO, —Q.M=| 4 4 16 4 4 16" 8 |_ 2
° 0 :.85 10 1 1s 3o 200 10’
1+1+—J+— ——l——]—— ——
4177 ' "2 16 QO, 2Q 0
= 1T+3]+3'k’ —E—ET—ET—EE 2Q0, —EQO2
Mz2.o. =4 2 1 16 4 16 8 64 |_ 2
O_ - H
3- 1- 5. 1 1- 3~ 1- 1
1+2i+= j+—k —-=—-Zi—-—=j-=k 2Q0, —=QO
4721716 4 2 167 8 QO; 2Q '
1,57,35,7¢ _3 1 57 35 (00, _lgo,
Me.Q =|2 16 16" 64 16 8 64° 64 |_ 2
O )
1- 5= 3- 1 3- 1= 5 1
—+—l+—]+— ——~——i—-=j——Kk 2Q0, ——QO
472 160" 16 4 16 8’ 64 QO 2Q ?
—+—T+—]+i” —E—ET—ii—lE 2QO0, —1Q04
M*.Q =16 16 647 16 8 64 64° 256 |_ 2 Em
o = = .
1 5+ 3= 7- 3 1- 5- 3 1
—+—i+—j+—k ——=i——j——Kk 200, —=QO
2716 16" 64 16 8 64’ 64 QO 2Q3

0+T+]+§R 1+OT—£]—£E 2Q0, _lQo-l
seguida, vejamos que M 'Q,, = ) ) 14 i
—4+0i+ j+k 4+T+0]—ZR 2Q0, _EQQZ

1

. 440i+j+K  44T40j-K| |2R0. —5Q0,

M™2.Q, = 4 |= ) 1
~16-4i+0j+k 12+4i+j+0k ) |2QO0, -5 Q0

1
~-16-4i+0j+k 12+4i+j+0kj 2Q0,, _EQO-s

—48-16i—4j+0k 32+12i+4j+k) 1
. . 2Q0, -2QO,
Com origem no comportamento dos produtos indicados das matrizes por (M"-Q,) e também
por (M™-Q,) enunciaremos o teorema seguinte.
Teorema 8. Temos as seguintes propriedades para as  matrizes: (i)

, etc.

Mis‘Qo :L

200, -+Qo ke 1o,
QM" = 12 ~M()-Q, = 4 12 X0
2Q0, —EQOH 1 0)]2Q —EQ,l
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2(?O—n+1 - % Qo—n 1 1
QM™ =Q-M(-n) = 1 = 41 -Qos
2Q0 —EQCLFl 1 0

-n

1 43 15+ 3- —
i) Q02 —-QO_.-Q0 , =— +—=i+=j+0k |;
( ) Q n Q n+1 Q n-1 (_22n) (64 16 4 J j
1 n 1
2QOk,n+l _EQOk,n 1 _i 2Qk,l _EQk,o
ZQOk,n _EQOk,n—l 1 0 2Qk.0 _EQK,—l

(V) on,n2 - on,n+l ’ on,n—l ==

Para todo inteiro k > 3.
Prova. De imediato, vamos considerar a seguinte matriz indicada pelo produto de matrizes

2Q0n+1 _% Qon 2(On+1 n+2T+ On+3_j + On+4 R’) _% (On + On+lT+ On+2 _j + On+3 E)

1 kK —k*—-4k*+3 k*-1- 3k*-1- 3k*-4-
2ny | 4 + It 7 1t 2 k|,
(-27") k k k k

2Q0, —%Qon_1 2(0,+0,,i+0,,,]+0,,.k) —% (0, ,+0,i+0,,j+0, k)
20n+1 - 1 On 20n+2 - 1 On+1 . 20n+3 - l On+2 . 20n+4 - 1 n+3 | _
— 2 + 2 g+ 2 e 2 -k =
1 1 1 1
20n - E On—l 2C)n+l - E C)n 20n+2 - E On+l 20n+3 - E On+2

=M"+M™ M2 j+ MKk =M"+M"Mi+M"M2j+M"M3k =M"(I +MT+M2]+M3|Z)=

n 2 l
1—1 10 1—17 p -1 = 1—1 _EO
= 4 o 117 4 i+ 4| J+ 4 14 =
1 0 1 0 1 0 1 0

1 20, —= 20, -=0O
1 —-= 10 2 1. 3 2 |
= ( j+ 2 i 2 =M(n)-Q,, Vvisto

" 1 1 15
2 =
102

4
01 1 1
1 0 20, _EOO 20, —Eol
1 1 1 1 1
2:0, _Eoo 20, _Eol - 20, _EOZ R 0, _E O, - Q _EQO
que 1 + 1 I+ L j+ 1 k= 1 .
2-0, —Eo_l 20, _EO" 20, —501 20, _EOZ 2Q, _EQ‘l
Finalmente, desde que encontramos 0 comportamento para o determinante da expressao
n 1
1 2Q, —=Q
1 == 1 0
QOnZ_QOnﬂ'QOn—l :det 4 det f :_( ;2n)(% 1-2 ij ij
1 0 2Qo _EQfl
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De forma semelhante, para o Gltimo item, vamos determinar o comportamento do determinante

1 n 1
2QOk,n+1 _EQOk,n 1 _l 2Qk,1 _EQK’O
det 1 =det 4 | -det 1 .0
2on,n _EQOk,nfl 1 0 2Qk.0 _EQk,fl

Verificamos, também, as propriedades das seguintes somatorias finitas.

Teorema 9: Valem as seguintes relaces para as somatérias dos nimeros de Oresme e 0s k-

n-1 n-1
Ndmeros de Oresme: (i) E-ZQQ = 1—QOn+1; (ii) %-ZQO,('i = %—QOKM.
i=0 i=0

2

Prova. De imediato, a partir do teorema, vamos tomar as seguintes igualdades
1
Qoz = Qol _ZQOO

Q0, =QO, —%Qol

1 . )
Q0, =Q0, _ZQOZ . De imediato, efetuando o cancelamento de termos correspondentes,

1
Qon+l = Qon - ZQOn—l

n & .
-Q0, = ——-ZQOi . De forma semelhante, se considerarmos os k-
i=0

determinamos que QO

n+1

Quaternions de Oresme, devemos verificar que QO, ., —QO, , = —k—nz : ZQO,(Yi .

Teorema 10: A funcdo geradora correspondente os Quaternions de Oresme e aos k-Quaternions
de Oresme sdo, respectivamente, dadas pelas seguintes expressdes formais correspondentes

Qoo + (Qol —QOO)X e gQ'k (X) _ on,o + (on,l _on,o)x .

1— X+~ %? 1_X+k12X2

90 (x) =

. A 1
Prova. Recordando a seguinte recorréncia fundamental QO, .., —QO, ., +ZQOK’n =0,n>0.Em

seguida, vamos tomar as seguintes somas infinitas formais descritas por g, (x) = ZQOi X' e
i=0

Uok(X) = iQOk,i -x'. Vemos que:
i=0
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gQ (X) = QOO + QOlX + Q02X2 + Q03X3 —+ QO4X4 + QO5X5 R Qonxn +
—X-Jq (x)= _QOOX - Qlez — Q02x3 —————— Qon_lxn _ Qonxn+l _ Qon+1xn+2 L
1

1 1 1 1 1 .
sz~gQ(x)=ZQOOXZ+ZQle3+ZQ02x4+---+ZQOn_2x +ZQOn_1x Ly

No passo seguinte, vamos tomar que (g(x) —X-g(X)+ % x*-g (x)j =Q0, +(Q0, —-Q0O,)x +
+(QO, -Q0, +%Q00)X2 +---+(Q0,,,-Q0, "‘%Qon)x2 +:--=Q0, +(Q0, -QO,)x .. Por con-

seguinte, determinamos que g, (X) —X- gq(X) + % X2 do(x) =Q0, +(Q0, —Q0,)x. O

5 Os Octbdnions de Oresme

A partir da literatura especializada, constatamos o interesse de representacfes por intermé-
dio dos Octbnions para algumas sequéncias recorrentes, todavia, ndo registramos resultados
correspondentes aos nimeros de Oresme. Assim, com origem em determinados argumentos
indicados nas secdes predecessoras, vamos introduzir a seguinte definicdo que corresponde a
uma nova nocao introduzida no presente trabalho.

Defini¢cdo 6: Chamamos de Octonion de Oresme de ordem ‘n’ ao elemento descrito por

:
®, =0,y + O, 4y + Oy, + Ozl + O, 4, + O, ks + O,60s + 0,70, = O, i, , €M que 0s coefi-
s=0

cientes sdo 0s numeros de Oresme e as unidades imaginarias sao descritas pelas operacoes for-

n+l

mais i)’ =i° =i, =i, =i,> =i;’ =i, =i,> =—1.
Podemos verificar que ocorrem: ® , = —2i, + Oi; +li2 +gi3 +—1i, +i g +—is +—1,,
- 22 4° 8% 16° 32° 64
@, = Oig + S, + 2, + i, i, iy + i i, ©, = i+ 2+ o0, i
° TP 2% 47 8% 16" 32° 64° 1287 ' 2° 4% 8% 16° 32"

6. 7. .
+—l+—l +—1,.
64 ° 128 ° 256
Defini¢do 7: Chamamos de Octonion de k-Oresme de ordem ‘n’ ao elemento descrito por
®k,n = Ok,n +Ok,n+1|0 +Ok,n+2|1 +Ok,n+3|2 +Ok,n+4|3 +Ok,n+5l4 +Ok,n+6|5 +Ok,n+7|6 +Ok,n+8|7 ' em
gue os coeficientes sdo 0s nimeros de Oresme e as unidades imaginarias sdo descritas pelas
operagdes formais com as unidades indicadas i,” =i,° =i,” =i,” =i,” =i’ =i,° =i, =—1.

Decorrem, de forma imediata, as seguintes relacfes para os Octénions de Oresme.

Teorema 11: (I) ®n+2 = ®n+l _%®n € ®k,n+2 = ®k,n+l _%®k,n ;

(i) ©, =i(neo+ |+ ) 3 4 5 6 l7
2" 2 4 8 16 32 64 128

n+l. n+2. n+3. n+4. n+5. n+6. n+7.j
i i+ i+ i, + i + i+
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n-1. n-2. n-6.

+ i+ 0=
64 ° 128 ')
8 1 8 8 1
Prova. Basta ver que ®n+l _Z®n = Zon+l+sis _Zzom-sis = Z(On+1+s _Zon+sj' is = ®n+2'
s=0 s=0 s=0

Para os demais itens, repetimos os argumentos do teorema 7. OJ
Vamos, agora, definir as seguintes matrizes determinadas pelos Octbnions a seguir

i) ® =-2"| ne, +
(i) e, ( 0 16

200, , 1 ®0, 200, ., 1 ®0,
OM(n) = e ®OM, (n) = 12 . E, em seguida, po-
200, —-=-00,, 200,, —=00,,,
2 ' 2 '

demos examinar as seguintes decomposic¢des que verificamos apenas substituindo os termos

7 . 1 7 )
200, , _1®On 2 [Zonﬂﬂlsj _E ) (Z Oms'sj
correspondentes @M " = 12 _ s:j i:o _
. 1 .
200, —E®On_1 2'[Zon+s'sJ _E.Zonimls
s=0 s=0

=QM "i; + QM ", + QM "?i, + QM "Ci, + QM ", + QM i, + QM i, + QM "Ti, =
n 1 n+l 1 n+2 1

1 1)1 20 _EOO 1 1 20, _EOO 1 1 20, _EOO
= 4 1 I+ 4 1 L+ 4 1 I, +
1 0 20, _Eo‘l 0 20, —Eo_l 0 20, —Eo_l
1720, -1, 1[20, -1o, 1720, -1o,
1 - 27 |; " 27 |; - 2
4 1 Iy + 4 1 i, + 4 1 is +
1 0 20, —Eofl 1 0 20, —5071 1 0 20, —5071
A —%oo L 17|20, —%oo . _1)[20, -Ze,
+ 4 1 ig + 4 1 I, = 4 ! :
1 0 20, -50, 10 20, -50, 1 0)]20, -0,
Novamente, encontramos uma decomposi¢do para a matriz determinada pelos octdnions de
1Y | 20, Lo,
Oresme a partir do produto de matriz elementares do tipo 41 - 2 . Enun-
1
1 0 20, —56),1
20, —1@)0
ciaremos, pois, 0 seguinte teorema, recordando que temos a matriz 12 =
20, —5(971

2(5 PRI S AL LA +ii) i[m R TR LY +—ij
2° 41 8% 16° 32" 64° 128° 256 ) 2L ° 2' 4% 8° 16' 32° 64° 128°

2| Oi +£i +zi +§i +ii +£i +£i +li 1 -2i,+0i +1i +gi +§i +ii +£i +£i
2t 4% 8% 16° 32° 64° 1287 20 70 T 27 47 8t 160 R2° 64
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Teorema 12: Valem as seguintes relagdes matriciais.
1 n 1

200, , _EG)O“ 1 _ 1 20, _EG)O
(i) OM" = . - 4 - . :
200, -=00, , 1 0 20, —=0
2 2
1 -n 1 1
200,,, —-00 1 20, --0, 200,,, —-00
.. n n+ 2 n 1 -= 2 . n+ 2 n
(i) GM " = ) = 4 . - (iii) det ) _
200, --00,,| 1 0) |20, 20, 200, --00,,
2 2 2
1 (1366191. 225. 709. 637. 1995. 3081. . 7517.
=— Iy + L — — Iy + I, + Ig + 2691, + ——1, |.
(-2"")\ 16384 16 8 16 8 6 16
Prova. Reparemos que podemos verificar o resultado por intermédio de induc¢éo. De fato, assu-
200, —1@)0n ;1 "l 20, —1@)0
mindo que temos a igualdade 12 = 4 ) . Verificare-
200, -=00,, 1 0 20, —=-0,
2 2
AR Lo, A PR AR L) Lo, 1)[260,, 260,
mos que 4 12 = 4 4 12 = 4 12
1 0) (20, -Z0,| (L 011 0)]20, -Z6,| \L 0 ) 200, -Z00,,
2 2 2
1
2®On+2 __®On+l
= 2 =@®M ™ . Para o ultimo item, basta determinar os respectivos deter-
200,,, —-—=060,
minantes . O

Teorema 13: Valem as seguintes relacdes para os Octbnions de Oresme: (i)

nYt . nY
_Z®i =0,-0,,; (i) — ZG)k,i =0y, — 0y, (i)
4 k* i
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1

0,=6,-,0,
1

0,=0,-76,
1

Vamos considerar a seguintes expressdes {0, =0, _Z®2 . Efetuando o cancelamento dos

n+1 n

termos correspondentes, encontraremos que ©,,, -0, =—-> 0.

Teorema 14: A funcdo geradora correspondente os Octdnions de Oresme e aos k-Octdnions de
Oresme sdo, respectivamente, dadas pelas seguintes expressdes racionais indicadas

®Oo + (@)Ol — @OO)X ®Ok,o + (®Ok,1 - ®Ok,o)x

e Jox(X)=
1—X+-—x? l—X+FX2

g@(x) =

Prova. Recordando a seguinte recorréncia fundamental entre o0s octonions

1 . . -
00, ,,—00, ., + Z®Ok’” =0,n=0. Em seguida, vamos tomar as seguintes somas infi-

nitas formais g, (x) =Y ©0; X' € gy, (X)=> 00, X . O

i=0 i=0

5 Os Sedenions de Oresme

Bilgici, Tokeser e Unal (2017) explicam que uma Algebra de Sedenions, denotata por S é
uma Algebra de Cauley-Dicson de dimensé&o 16. De modo simplificado, podemos considerar a

seguinte bases para 0s seus elementos que os autores indicam por {e,,e,,e,,...,&;} € que um

15
Sedénion pode ser descrito da forma s = Zaiei onde a,,a,,a,,...,a; € IR. Para exemplificar,
i=0
trazemos abaixo uma tabela que descreve as operagdes formais envolvendo os elementos da
base indicada por {e,,e,,€,,€;,€,,6...,65}.
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] g} 10 11 12 13 14 15
3 : g} 10 11 12 13 14 15
-2 0 -4 -7 i} 5 -8 -l 1 -13 12 15 -4
1 il 7 —4 -5 10 11 & -9 -14 -15 12 13

—
L= Sl i ]

LI S = S
LI S = R

2 -1 -0 7 —fi ) -4 11 =10 5 -& -15 14 -13 12

-5 -6 -T -0 1 2 3 12 13 14 5 -8 -9 -10 -l

al oA 4 T 6 -1 -0 -3 2 13 -12 15 -4 9 -8 11 -10
6 6 T 1 -5 -2 i -0 -1 1 -15 -12 13 m -1 -3 9
T 7T -6 il 4 -3 -2 1 -0 15 4 -13 -12 11 m -9 -8
&8/ &8 -9 -0 -11 -12 -13 -4 =15 -0 1 2 3 | i i 7
91 9 8 -l 1 -13 12 15 -4 -1 -0 =3 2 =5 1 7T -6
10 | 10 11 & -9 -14 -15 12 13 -2 i -0 -1 -6 -7 1 i
1111 =10 9 a =15 14 =13 12 -3 -2 1 -0 -7 i =5 |
12 | 12 13 14 15 g -5 -1 -11 -4 5! fi To-0 -1 -2 -]
1313 -12 15 -4 e} 8 11 -1 -5 -4 T —f | 3 -2
14 (14 =15 -12 13 1 -11 B 5 -6 =T -4 5 2 =5 -0 1
15 | 15 4 -13 -12 11 0 -9 8 =T B -5 —4 3 2 -1 -0

Figura 2. Bilgici, Tokeser e Unal (2017) descrevem os resultados das operac¢des entre os elementos da base dos se-
denions

Definicdo 8: Chamamos de Sedenion de Oresme de ordem ‘n” ao elemento descrito por

15
SO, =>.0,.,,i.emque {e;,€,,,,...,&4} constitui a base canonica.
s=0

Defini¢do 9: Chamamos de k-Sedenion de Oresme de ordem ‘n’ ao elemento descrito por

15
SO, =0, 0.6 €M que {€;,€,,8,,...,6;} constitui a base candnica.
s=0

Vejamos, pois, algumas relacdes de recorréncia que decorrem imediatamente dessas Gltimas
definicdes.

Teorema 15: Vale a seguinte relacdo fundamental de recorréncia para os Sedenions de Oresme:

1

n—1
(i) $0,.,=80,,,-,50, e SO,,., =50, ., —k—lzso,, + (i) EZSOi =S0,-S0,,, e
i=0

n+1

n n-1
FZ Sok,i = SOk,l - Sok,n+1 .
i=0

1 15 1 15 15 1 15
Prova. Vemos que SOn+l - Z SOn = Zon+1+5is - Z Zomsis = Z(Om-hs - Zon+s j ’ is = Zon+2+s ' is
s=0 s=0

s=0 s=0
1

15
ZOH+2+S -i; = SO,,,, . De forma semelhante, podemos verificar que SO, ., = SO, .., i SO, .
s=0

Para o caso dos itens (ii) e (iii) repetiremos os procedimentos abordados no teorema 4. O
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Vamos, pois, definir as seguintes matrizes indicadas por SM(n) = 12 e
2S0, —ESOH_l

SM, (n) = . Vejamos, em seguida, o comportamento das seguintes somas

1 15 . 1 15 . 1
250,, ~50, Z(Zomlsj —E(ZOMSISJ 5| 2000 500
s=0 s=0 -
SM(n) = 1 - 15 ) 1( & ) - SZ:(; 1 s
28On - E SOn—l 2 (SZ_(; On+s|s j - E [; On—1+s|5 ] 2On+s - E On—1+s
15 20n+l+s _lonJrs
= 12 - ig. Mas, desde que conhecemos a seguinte propriedade
* 20n+s _Eon—iu—s
20, ,, Y 1Y
+: 2 n 1 — . o~
M(n) = ! = 4 | . Do teorema 1, vamos efetuar a seguinte substituicdo
20, _EO”‘l 0 1
15 2On+l+s _%Oms 511 —= "
em seguida SM(n)=>" ) =) 4| -i,. Seja, dessa forma, a ma-
0 20n+s _Eon—hs =0 1
2SO0 1 SO,
1 5°%
triz definida a partir dos Sedénions de Oresme como segue SM = e o k-
1
2S0, - SO,

250,, -=S0,,
Sedénions de Oresme, como indicamos por SM, =

250, , —% SO, 4

Teorema 16: Valem as seguintes relac0es para as matrizes SM (n) e SM(-n).
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n+s —N+s

| s(p 2y sfp 1)
(i) SM(n)=>" 4| -ig; (ii) SM(-n)=>" 4 . (iii)
=0l0 1 =0{0 1
250, ,, “1s0 1Y'| 280, -=50,
n+ 2 n 1 -= 2
SM(n) = 1 = 4 1 e
250, -=SO,,| 0 1 )|250, -=s0,
2 2
1 n 1
250, 11 —ESOK’n 1 1) 280, _ESOk’O
SM~k(n): 1 = 4 1
250,y —580,,1) \0 1280, -2SO,

. x - , 1
Prova. Por inducdo matematica, vejamos que temos 4 =

2
n 1 1
1 111280, -=S0, 1}/280,,, -=SO 250,,, —=S0,,
1 __ 1 — 2 1 I n+ 2 n n+ 2 N+
0 1J)lo 1)]2s0, —Eso_1 0 1) 250, —Eson_1 250, , —Eson

Teorema 17: A funcdo geradora correspondente os Sedenions de Oresme e aos k-Sedenions de
Oresme sdo, respectivamente, dadas pelas seguintes expressdes algébricas racionais

SO, + (SO, — SO,)x SOy o + (80, ; —SO, o)X

€ s, (X) =
1—X+=x? 1-X+-5 X
4 k

Js (X) =

2

. A 1
Prova. Recordando a seguinte recorréncia fundamental SO, ., —SO, ., + 2 SO, ,=0,n=0

. Em seguida, vamos tomar as seguintes somas infinitas formais gs(x):ZSOi-xi e
i=0

Osx(X) = ZSOk'i -x'. Repetiremos 0s mesmos procedimentos apresentados nos teoremas. [
i=0

Outras propriedades recentes concernentes aos Sedénions podem ser consultadas em Catarino

(2018) ou Soykan (2019), todavia, relacionadas aos Sedénions de Fibonacci, Lucas, k-Pell e k-

Pell-Lucas podem ser consultadas.

4 Conclusao

Nas secOes passadas apresentamos novas relacoes, teoremas e propriedades derivadas de
um processo de generaliza¢do dos numeros de Oresme. Visto que em recentes trabalhos intro-
duzidos na literatura sobre os k-nimeros de Oresme e 0s polindmios de Oresme, apresentamos
propriedades e exibimos representagfes matriciais até 0 momento ndo discutidas na literatura
especializada concernente aos Quaternions, Octdnions e Sedenions de Oresme. Idem para 0s k-
Quaternions, k-Octdnions e, inclusive, os k-Sedenions de Oresme.
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