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Resumo 

O presente trabalho aborda algumas propriedades sobre os 

números de Oresme, sobre os k-números de Oresme, os po-

linômios de Oresme e, a partir desses, introduz novas enti-

dades matemáticas chamados de Quaternions, Octônions e 

Sedenions de Oresme. Algumas das propriedades ainda não 

discutidas na literatura constituem o resultado principal do 

trabalho envolvendo inesperadas propriedades algébricas 

das representações matriciais de segunda ordem.  

 

Palavras-chave: Números de Oresme, k-números de 

Oresme, Quaternions e Octônions de Oresme, Sedênions de 

Oresme.  

 

 

Abstract 

The present work deals with some properties of the Oresme 

numbers, the Oresme k-numbers, the Oresme polynomials 

and, from these, introduces new mathematical entities cal-

led Oresme Quaternions, Octônions and Sedenions. Some 

of the properties not yet discussed in the literature are the 

main result of the work involving unexpected algebraic pro-

perties of the second orther matrix representations. 

 

Keywords: Oresme numbers, k-Oresme numbers, Oresme 

Quaternions and Octonios, Oresme Sedenions.  
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1 Introdução 
 

No presente trabalho discutiremos algumas propriedades sobre os números de Oresme e a 

sequência de Oresme. Evidenciaremos que alguns trabalhos proporcionam a compreensão so-

bre seu processo de generalização, inclusive, a partir da verificação de resultados recentes que 

confirmam um interesse atual por parte de especialistas. Por outro lado, a introdução dos ins-

trumentos conceituais da Álgebra Linear permitiu um amplo avanço no estudo de propriedades 

mais gerais sobre a Teoria das Sequências Recorrentes Homogêneas de ordem ‘n’ (KAUERS; 

PAULE, 2010). Assim, evidenciaremos que determinadas propriedades matriciais permitem 

uma elegante representação para os Quaternions, Octônions e Sedênions de Oresme que ense-

jamos apresentar na última seção e constitui o resultado mais importante do presente escrito.  

 

2 Os números de Oresme e a Sequência de Oresme 
 

Horadam (1974) comenta que na metade do século XIV o clérigo Nicole Oresme (1320 – 

1382) encontrou a soma dos seguintes números racionais que indicamos em seguida

1 2 3 4 5 6 7 8 9
, , , , , , , , , , ,

2 4 8 16 32 64 128 256 512 2n

n
. O autor acrescenta que o Oresme não publicou 

nenhum desses resultados. Ademais, a referida sequência enigmática possui um caráter, tam-

bém, de interesse na Biologia, na medida em que, a partir dos dois primeiros termos, podemos 

estimar a quantidade de pais, avós e determinar tal proporção em qualquer geração. Stillwell 

(1989, p. 119) comenta que a descoberta do comportamento de convergência da série indicada 

pela soma infinita 
0

1 2 3 4 5 6 7 8
2

2 4 8 16 32 64 128 256 2



=

= + + + + + + + + + + = i n
i

n
O  foi devida a Nicole 

Oresme, que empregou ideias primitivas ao que hoje conhecemos como a integral imprópria 

(NICODEMI, 2010). Antes de prosseguirmos, vejamos a seguinte definição fundamental.  

 

Definição 1: A sequência de números  
2



 
=  
 

n nn IN
n IN

n
O  é descrita pela seguinte relação 

de recorrência 2 1 0 1

1 1
, 0, , 0

4 2
+ += − = = n n nO O O O O n  (HORADAM, 1974).  

Horadam (1974, p. 267) explica que “a sequência de Oresme pode ser extendida para o lado 

esquerdo, incluindo números negativos, se observarmos o comportamento padrão de tal sequên-

cia”. Na figura abaixo observamos um diagrama simplificado proposto por Horadam (1974) 

sobre a descrição explícita dos termos do tipo indicado no conjunto  − n n IN
O .  

 

 

Figura 1. Horadam (1974) explica a descrição do modelo de expansão da sequência de 

Oresme segundo índices inteiros negativos e elementos do tipo −nO .  
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Mais recentemente, Cook (2004) fornece novas identidades envolvendo tais números, tais 

como: 2 1

3 1
0

4 4
+ −− + =n n nO O O , 2 1 1

3 1
0

4 16
+ + −− + =n n nO O O , 

1

1

0

1
4

2

−

+

=

 
= − 

 

n

i n

i

O O , 
1

0

( 1)
−

=

−
n

i

i

i

O  

1

4 1
( 1) ( 2 )

5 2
+

 
= − + − − 

 

n

n nO O ,  
1

2 2 1 2

0

4
2 5

9

−

−

=

= + −
n

i n n

i

O O O ,  
1

2 1 2 1 2

0

1
10 5 16

9

−

+ −

=

= + −
n

i n n

i

O O O .  

Por outro lado, a partir da definição 1 podemos determinar precisamente os elementos com 

índices inteiros negativos. De fato, a partir da definição de recorrência 2 1

1

4
+ += −n n nO O O  po-

demos assumir que 1= −n , portanto, segue 1 0 1 1

1
2

4
− −= −  = −O O O O . Repetindo o procedi-

mento anterior, tomamos 2= −n  e, portanto 0 1 2 2

1
8

4
− − −= −  = −O O O O . Horadam (1974, p. 

268) comenta, sem muitos pormenores, que podemos estabelecer que 
, 0

2

2 , 0




= 
−  

n

n

n

n
n

O

n n

. 

Isto se deve ao fato de que as propriedades obtidas por Horadam são imediatas, a partir da 

definição da sequência recorrente. Dessa forma, podemos determinar os números de Oresme da 

forma 2=  n

nO n , com n  inteiro. Em um contexto mais geral, Horadam (1974) aborda o modelo 

geral que indicamos por 
2 1 0 1, ,+ +=  −  = =n n nW p W q W W a W b , onde os números são inicial-

mente inteiros ,p q  e arbritrários. Assim, Horadam (1974) que para a extensão de tal modelo, 

requer que os números ,p q  sejam racionais. De sorte que, para determinar os elementos do 

conjunto  
2



 
=  
 

n nn IN
n IN

n
O requer assumir particularmente que 

1
1, , 0, 1

2
= = = =p q a b . 

Simbolicamente, lidamos com a seguinte sequência 
1 1 1 1

(0, ;1, ) (0, ;1, )
2 2 2 2

=n nW O .  

Por outro lado, mais recentemente, registramos a introdução na literatura especializada da 

seguinte definição que representa, como esclarece Cook (2004, p. 95), uma das várias formas 

ou maneiras de sua generalização. Cook (2004) apresenta a seguinte recorrência mais geral 

, 2 , 1 ,2 2

1 2
, 2+ + +

− −
= − − k n k n k n n

k k
A A A k

k k
 e, em seguida, apresenta a definição dos números k de 

Oresme. Por exemplo, se tomarmos o termo da forma , , 2= k n n

n
A k

k
, como explica Cook 

(2004, p. 95), devemos encontrar a seguinte relação de recorrência correspondente como indi-

camos logo em seguida na definição 2.  

 

Definição 2: Para todo inteiro 2k  os números do tipo  , k n n IN
O  são definidos pela rela-

ção homogênea de recorrência , 2 , 1 , ,0 ,12

1 1
, 0,+ += − = =k n k n k n k kO O O O O

k k
. 

Vejamos alguns de seus elementos que indicamos: ,2 ,1 ,02

1 1
= − =k k kO O O

k k
, 

2

,3 3

1−
=k

k
O

k
,  
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2

,4 3

2−
=k

k
O

k
, 

2

,5 5

4 3 1− +
=kO

k k

k
, 

2

,6 5

4 4 3− +
=kO

k k

k
, 

6 2

,7 7

45 6 1− + −
=k

k k k
O

k
, 

6 2

,8 7

45 6 1− + −
=k

k k k
O

k
, 

6

,9 9

8 4 27 15 10 1− +
=

− +
k

k k
O

k

k

k
, 

,10 9

8 6 4 28 21 20 5− +
=

− +
k

k k
O

k

k

k
, 

,11 1

10 8 6 4 2

1

9 28 35 15 1
=

− + − + −
k

k k k k

k

k
O , etc. Por outro lado, podemos ainda verificar que: 

2

, 1 ,0 ,1( )− = − = −k k kO k O O k , 
, 2

3

− −=kO k , 
3 2

, 3 ( 1)− − −=k k kO , 
5 2

, 4 ( 2)− − −=k k kO , 

5 2

,

4

5 ( 3 1)− − −= +k kO k k , 
7 2

,

4

6 ( 4 3)− − −= +k kO k k , 
7 6 2

, 7

4( 5 6 1)− − − −= +k k k k kO , 

9 6 4 2

, 8 ( 6 10 4)− − −= + −k k k k kO , 
9 4

,

6

9

8 2( 7 15 10 1)− − − + += −k k k k k kO , 

, 10

11 8 6 4 2( 8 21 20 5)− − − + − +=k k k k k kO  , etc.  

Os números denotados por  , k n n IN
O  são nominados por Cerda-Morales (2019)  como os 

números k-Oresme. Observamos, todavia, a possibilidade análoga de determinação dos elemen-

tos do conjunto  ,− k n n IN
O . Empregando, assim, um raciocínio semelhante ao de Horadam 

(1974), podemos definir os k-Números de Oresme da forma 
,

, 0

, 0




= 
−  

n

k n

n

n
n

O k

n k n

, com 2k .  

 

Mais recentemente, encontramos no trabalho de Cerda-Morales (2019) a proposição das 

matrizes associadas por 

1
1

4

1 0

 
− =

  
 

M , 2

1
1

1 0

 
− =

  
 

kM k  e, a vamos examinar as seguintes po-

tências matriciais especiais: 

( )

2 1
1

1 0

1 1 1 121 2
2 2 21 2

4
11 1

1 0 22 0
22 2

      − −        −       = = =  
       −−          

O O

M

O O

, 

3 2
2

2 1

3 1 23 1 12 2
8 2 44 4 2

1 12 1 1
1 22

4 24 2 2

       −− −           = = =   
       − −−              

O O

M

O O

, 3

1 3

2 16

3 1

4 4

 
− 

= = 
 − 
 

M  

4 3

3 2

4 1 3 12 2
16 2 8 2

13 1 2
22

28 2 4

      − −           =  
      −−            

O O

O O

 , 
5 4

4

4 3

5 1 45 1 12 2
32 2 1616 8 2

1 3 14 1 3
22

2 16 216 2 8

       −− −           = = =   
       − −−                

O O

M

O O

,

6 5
5

5 4

6 1 53 5 12 2
64 2 3216 64 2

5 1 15 1 4
22

16 8 232 2 16

       −− −           = = =   
       − −−                

O O

M

O O

, 
6

7 1 67 3 2
128 2 6464 64

3 5 6 1 5
2

16 64 64 2 32

      −−           = = 
     − −            

M
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7 6

6 5

1
2

2

1
2

2

 
− 

=  
 − 
 

O O

O O

, 
8 7

7

7 6

8 1 71 7 12 2
256 2 12816 256 2

7 3 17 1 6
22

64 64 2128 2 64

       −− −           = = =   
       − −−                

O O

M

O O

. Por outro lado, 

podemos ainda verificar que se tem 

( ) ( )

( ) ( )

0 1
1

1 2

1 1
2 0 2 2

0 1 2 2

4 4 1 1
2 2 8 2

2 2

−
−

− −

   
− − −    

= = =    
−      − − − −   

   

O O

M

O O

, 

( ) ( )

( ) ( )

1 2
2

2 3

1 1
2 2 8 2

4 4 2 2

16 12 1 1
2 8 24 2

2 2

− −
−

− −

   
− − − −   − 

= = =    
−      − − − −   

   

O O

M

O O

, 

( ) ( )

( ) ( )

3

1
2 8 24

16 12 2

48 32 1
2 24 64

2

−

 
− − − − 

= =   
−    − − − 

 

M

2 3

3 4

1
2

2

1
2

2

− −

− −

 
− 

=  
 − 
 

O O

O O

, 

( ) ( )

( ) ( )

3 4
4

4 5

1 1
2 24 64 2

48 32 2 2

128 80 1 1
2 64 160 2

2 2

− −
−

− −

   
− − − −   − 

= = =    
−      − − − −   

   

O O

M

O O

, 5− =M  

4 5

5 6

1
2

128 80 2

320 192 1
2

2

− −

− −

 
− − 

=   
−    − 

 

O O

O O

, 
5 6

6

6 7

1 1
2( 160) ( 384) 2

320 192 2 2

768 448 1 1
2( 384) ( 896) 2

2 2

− −
−

− −

   
− − − −   − 

= = =    
−      − − − −   

   

O O

M

O O

, 

etc. Vamos definir, dessa forma, as seguintes matrizes especiais 
1

1

1
2

2
( )

1
2

2

+

−

 
− 

=  
 − 
 

n n

n n

O O

M n

O O

, 

, 1 ,

, , 1

1

( )
1

+

−

 
 − 

=  
  − 
 

k n k n

k

k n k n

k O O
k

M n

k O O
k

 , com 2k . Com origem nesses casos preliminares vejamos 

o seguinte teorema inicial do presente trabalho.  

Teorema 1: Para todo inteiro 0n  temos: (i) 
1

1

1
1 2

1 2
( ) 4

1
1 0 2

2

+

−

 
−   − = = =  

    −  
 

n

n n
n

n n

O O

M n M

O O

 , 

, 1 ,
2

, , 1

1
1 2

1 2
( )

1
1 0 2

2

+

−

 
−   − = =  

    −  
 

n

k n k n

k

k n k n

O O

M n k

O O

; (ii) ( )
1

1

1
1 2

1 2
( ) 4

1
1 0 2

2

−

− + −
−

− − −

 
−   − − = = =  

    −  
 

n

n n
n

n n

O O

M n M

O O

 

e ( )
1

( ) ( )
−

− =k kM n M n , para todo inteiro 2k ; (iii) 2

1 1 2

1 1

4 ( 2 )
− +

 
− = − − = − 

− 

n

n n n n
O O O ; (iv) 

2

1 1

1

4

−

− − − + −

 
− = − − 

 

n

n n nO O O ; (v) 1 1

1
2

2
+ + −= −m n m n m nO O O O O ; (vi) ( ) 1 1

1
2

2
− + − − + − − −= −m n m n m nO O O O O
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; (vi) ( ) ( ) ( )+ = M m n M m M n ,  ( ) ( ) ( )+ = k k kM m n M m M n , ( ) ( ) ( )− − = −  −M m n M m M n , 

( ) ( ) ( )− − = −  −k k kM m n M m M n .  

Prova. Por indução matemática, já vimos que 
2 1

1

1 0

1
2

2

1
2

2

 
− 

=  
 − 
 

O O

M

O O

, No passo indutivo, vejamos 

que 
1

1

1
2

2
( )

1
2

2

+

−

 
− 

=  
 − 
 

n n

n n

O O

M n

O O

. Em seguida, vamos considerar a seguinte potência da matriz

1 1 1 1 1
1

1 1 1

1 1 1 1 1
12 2 2( )

12 2 2 4 2
4

1 1 1 1 1
1 02 2 2( )

2 2 2 4 2

+ + + + +
+

− − −

     
− − − − −      − = = = = =     

       − − − − −      
     

n n n n n n n n
n n

n n n n n n n n

O O O O O O O O

M M M

O O O O O O O O

 

2 1

1

1
2

2

1
2

2

+ +

+

 
− 

=  
 − 
 

n n

n n

O O

O O

. Com origem no item 
1

1

1
2

2
( )

1
2

2

+

−

 
− 

= =  
 − 
 

n n
n

n n

O O

M n M

O O

 verificamos que 

2

1 1

1
1 1 1

det 4
4 4

1 0
− +

 
−    = − + = =     

 

n

n

n n n n
O O O . Por outro lado, de acordo com Horadam (1974), 

podemos usar a descrição dos números de Oresme da forma 
, 0

2

2 , 0




= 
−  

n

n

n

n
n

O

n n

. Tomaremos a 

matriz 
( ) ( )

( ) ( )

1

1 ( 1)

1

1 ( 1)

1 1 1
2 2 2 ( 1) 2 2

2 2 2
( )

1 1 1
2 2 2 2 ( 1) 2

2 2 2

−

− + − − − −

+

− − − − − +

     
− − − −  − −      

− = = = =     
     − − −  − − +      
     

n n

n n n n

n n

n n n n

O O O O n n

M n

O O O O n n

 

( ) ( )
1

2

1

( 1)
2

( 1)( 1) 2 2 2
2 222

2 ( 1)
2 ( 1)2 ( 1) 2

2 2

+

+

− − 
     − −− −    = =  =  = 
    − +     − +−  +     

 

n
n n n

n n

n n

n n

n n
nn

nn

n n
n nn n

 

1

11 1
1

1 11

1 ( 1) 1 1
1 1 2

2 2 2 2 2
(4 ) (4 ) 2 2

( 1) 1
2 22 2 2

2 2 2

−

+− −
− −

+ −+

−   
− −    −   =  =  = = =      +     −− −    
   

n nn n
n nn n n n

n n n nn n

n n
O O

O O
M M

n n
O O O O

. 

Cabe observar, por exemplo, que deduzimos de forma semelhante que ( )
1

( ) ( )
−

− =k kM n M n .  
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No caso em que considerarmos os k-números de Oresme, vamos assumir por indução que 

, 1 ,
2

, , 1

1
1 2

1 2
( )

1
1 0 2

2

+

−

 
−   − = =  

    −  
 

n

k n k n

k

k n k n

O O

M n k

O O

. Repetindo os argumentos anteriores, poderemos de-

terminar que temos 
, 1 ,

1 2 2 2

, , 1

1
1 1 1

1 1 1

1
1 0 1 0 1 0

+
+

−

 
−      − − −     = = = = 

           −      
 

n

k n k n
n n

k k k

k n k n

kO O
k

M M M k k k

kO O
k

 

, 1 , , 1 , 1 , , 1 , 2 , 12

, , 1 , , , 1 , , 1 ,2

1 1 1 1 1
( )

( 1)
1 1 1 1 1

( )

+ + + + + +

− − +

     
− −  − −  −     

= = = = +     
     − −  − −  −     
     

k n k n k n k n k n k n k n k n

k

k n k n k n k n k n k n k n k n

kO O O k O O O k O O
k k k k k

M n

kO O O k O O O k O O
k k k k k

.  

Para finalizar a verificação dos itens restantes, vejamos a igualdade matricial: ( )+ =M m n  

1 1 1

1 1 1

1 1 1
1 1 12 2 2

1 1 12 2 2
4 4 4

1 1 1
1 0 1 0 1 02 2 2

2 2 2

+

+ + + + +
+

+ + − − −

    
− − −         − − −     = = = = =    

              − − −         
    

m n m n

m n m n m m n n
m n

m n m n m m n n

O O O O O O

M

O O O O O O

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1
2 2 4

4 4

1 1
2 2 4

4 4

+ + + − + + + −

+ − − − + − − −

   
− − + − − +   

= =   
   − − + − − +   
   

m n m n m n m n m n m n m n m n

m n m n m n m n m n m n m n m n

O O O O O O O O O O O O O O O O

O O O O O O O O O O O O O O O O

. Mas, 

comparando os temos na posição indicada (1x1) podemos determinar a identidade seguinte

1 1

1
2

2
+ + −=  − m n m n m nO O O O O , para quaisquer inteiros positivos , 0m n . Em seguida, a partir 

do item (ii) escrevemos ( )( ( )) ( ) ( )− + − −− + = =  = −  −n m n mM n m M M M M n M m  e basta repetir o 

argumento anterior afim de encontrar a seguinte identidade ( ) 1 1

1
2

2
− + − − + − − −=  − m n m n m nO O O O O , 

para quaisquer inteiros positivos , 0m n . Para o caso da matriz definida por nós há pouco

, 1 ,

, , 1

1

( )
1

+

−

 
 − 

=  
  − 
 

k n k n

k

k n k n

k O O
k

M n

k O O
k

 repetimos exatamente os mesmos argumentos.  

Vejamos, em seguida, a generalização de alguns resultados indicados e/ou desconsiderados por 

Cerda-Morales (2019).  

Teorema 2: Para todo inteiro 0 m n  e 2k  temos que: (i)  1lim 2+

→
=n

n
n

O

O
; (ii) lim 2

→
= pm

n
n

O

O

; (iii) 
,

,

lim
→

=
k m p

n
k n

O
k

O
, no qual = +m n p .  
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Prova. Para todo inteiro 0 m n , vamos tomar 1p  de sorte que tenhamos a igualdade 

= +m n p . Agora, podemos escrever que , 2 ( ) 2
2 2

+

−+

+
= = = −  = − + m n p

m mm n p

m n p
O O m n p . 

Segue o quociente 
2 22lim lim lim lim lim

2 2

2

+
+

+ +→ → → → →

+ 
   + + 

= = =  =  =    
    

 

n nn p
n pm

n p n pn n n n n
n n

n

n p
OO n p n p

nO O n n
 

1
lim 1 1 2

2→

 
= +  =  

 

p

pn

p

n
, para 1p . Para o primeiro item, basta fazer 1= +m n . No caso 

quando lidamos especificamente com os k-números de Oresme, podemos verificar que 

,,

, ,

lim lim lim lim lim 1
+

+

+ +→ → → → →

+ 
     +   

= = =  = +  =        
       

 

n nn p
k n pk m p

n p n pn n n n n
k n k n

n

n p
OO n p k p kk k

nO O k n n k

k

.  

No teorema seguinte, acrescentaremos alguns resultados desconsiderados por Horadam (1974), 

entretanto, Horadam (1974) exibe apenas a função geradora ( )g x .  

 

Teorema 3: A função geradora correspondente aos números de Oresme e aos k-números de 

Oresme são, respectivamente, dadas por 
2

1

2( )
1

1
4

=

− +

x

g x

x x

 e 
2

2

1

( )
1

1

=

− +
k

x
kg x

x x
k

.  

Prova. De imediato, vamos recordar as seguintes relações fundamentais 2 1

1
0

4
+ +− + =n n nO O O  

e , 2 , 1 ,2

1
0+ +− + =k n k n k nO O O

k
. Consideraremos as seguintes somas infinitas formais indicadas

0

( )


=

= i

i

i

g x O x  e ,

0

( )


=

= i

k k i

i

g x O x  cujos coeficientes são, exatamente, os números de Oresme 

e aos k-números de Oresme. Em seguida, vamos descrever as relações abaixo:  

2 3 4 5

0 1 2 3 4 5

2 3 1 2

0 1 2 1 1

2 2 3 4 1

0 1 2 2 1

( )

( )

1 1 1 1 1 1
( )

4 4 4 4 4 4

+ +

− +

+

− −


= + + + + + + +


−  = − − − − − − − −

  = + + + + + +


n

n

n n n

n n n

n n

n n

g x O O x O x O x O x O x O x

x g x O x O x O x O x O x O x

x g x O x O x O x O x O x

 

No passo seguinte, vamos tomar a expressão 
2

0 1 0

1
( ) ( ) ( ) ( )

4

 
−  +  = + − + 

 
g x x g x x g x O O O x  

2 2 2 2 3

2 1 0 3 2 1 2 1

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) 0 0 0

4 4 4 2
+ +− + + − + + + − + + = + + + +n n nO O O x O O O x O O O x x x x

0+ +nx . Finalmente, determinaremos que 
21 1

(1 ) ( )
4 2

− +  =x x g x x . No segundo caso, re-

petimos os produtos necessários e que devem resultar, para o caso dos k-números de Oresme, 

na relação que segue
2

,0 ,1 ,02

1
( ) ( ) ( ) ( )−  +  = + −k k k k k kg x x g x x g x O O O x

k
 .  
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Na seção subsequente introduziremos algumas propriedades sobre os polinômios de Oresme.  

 

3 Os polinômios de Oresme 
 

A partir do trabalho de Cerda-Morales (2019) consideraremos a seguinte definição.   

 

Definição 3: Dada uma variável não nula os números do tipo  ( )
n n IN

O x  são definidos pela 

relação homogênea de recorrência 
1

12

1
, 0,1

( )
1

( ) ( ), 2

+

−


=

= 
 − 


n

n n

n
x

O x

O x O x n
x

. 

Com origem nessa definição, Cerda-Morales (2019) exibe alguns de seus elementos iniciais: 
2 2 4 2 4 2

0 1 2 3 4 5 63 3 5 5

1 1 1 2 3 1 4 3
( ) 0, ( ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( )

− − − + − +
= = = = = = =

x x x x x x
O x O x O x O x O x O x O x

x x x x x x
. 

De forma semelhante ao pensamento de Horadam (1974) podemos determinar os elementos do 

seguinte conjunto  ( )− n n IN
O x . De fato, vejamos que 1 0 1 12

1
( ) ( ) ( ) ( ) 0− −= −  =O x O x O x O x

x
. 

No caso seguinte, vejamos que 0 1 2 22

1
( ) ( ) ( ) ( )− − −= −  = −O x O x O x O x x

x
 e segue os mesmos 

argumentos que permitem determinar que temos: 
3 3 2

3 4 5( ) , ( ) ( 1), ( )− − −= − = − − =O x x O x x x O x  

5 2( 2)= − −x x , 
5 4 2

6 7 8

11 9 7 13 11 9 7( ) ( 3 1 4 3 5) 6, ( ) , ( ) ,− − −− += − − + = =− − + − +O x x xx x x x x x xO x xO x , 
15 1 1 9

9

3 16 10( ) 4− − + −= +x x xO xx , 
15 13 11

10

96 10( ) 4− −= + − +xx x x xO , etc.  

 

Cerda-Morales (2019) considera o procedimento de resolução da relação de recorrência 

1 12

1
( ) ( ) ( )+ −= −n n nO x O x O x

x
 afim de determinar a equação característica. De fato, basta ver que  

1 1

2 2

1

( ) ( )1 1 1
1 1

( ) ( ) ( )

( )

+ −

−

= − = −
 
 
 

n n

n n n

n

O x O x

O x x O x x O x

O x

. No passo seguinte, devemos determinar a seguinte 

equação 
2 2 2 1 0 −  + =x t x t  ou 

2

2

1
0− + =t t

x
, cujas raízes indicadas por Cerda-Morales 

(2019) são dadas pelas expressões e propriedades 
2 2

1 2

4 4
( ) , ( )

2 2

+ − − −
= =

x x x x
x x

x x
  , 

2

1 2 22

1

1 1
( ) ( ) , ( )

( )
 = = x x x x

x x
  


, 1 2( ) ( ) 1+ = −x x  . Em seguida, vejamos o seguinte teo-

rema que corresponde a determinação da fórmula de Binet para os polinômios de Oresme e que 

acrescenta uma correção e generalização ao resultado exibido por Cerda-Morales (2019).   

  

Teorema 4: Para todo inteiro positivo 0n , temos as seguintes fórmulas de Binet: (i) 

1 2

2

( ) ( )
( )

4

−
=

−

n n

n

x x
O x

x x

 
; (ii) 2 21 2

2

( ) ( )
( ) ( 1) ( 1) ( )

4
−

 −
= −   = −   

− 

n n
n n

n n

x x
O x x x O x

x x

 
.  
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Prova. Vamos considerar a equação 
2

2

1
0− + =t t

x
 cujas raízes indicadas por Cerda-Morales 

(2019) são dadas por 
2 2

1 2

4 4
( ) , ( )

2 2

+ − − −
= =

x x x x
x x

x x
  . Reparemos que valem as relações 

2

1 1 2

1
( ) ( )= −x x

x
   e 2

2 2 2 2 2 12

1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

   
= − =   − =  −    

   
x x x x x O x x O x

x x x x x
    .  

Vamos observar que 
3 2

1 1 1 1 1 1 12 2 2 2

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

 
= − = − = − − 

 
x x x x x x x

x x x x
        

2 2

1 1 1 3 22 2 3

1 1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

   − −  
= − =  − =  −     

    

x x
x x x x x O x O x

x x x x x x
   . Em seguida, po-

demos verificar que 4 2 2 2

1 1 1 1 1 1 12 2 2 4

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )

  
= = − − = − +  

  
x x x x x x x

x x x x
        

2 2 2

1 1 1 12 2 4 2 4 2 3 4

1 1 1 2 1 1 2 1
( ) 2 ( ) ( ) ( )

     − − −
= − −   + =  + − =  − =     

     

x x x
x x x x x

x x x x x x x x
     

2 2

1 1 4 33 3

2 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

   − −
=  − =  −    

   

x x
x x x x O x O x

x x x x
  . Assumiremos por indução 

que 
1 1 1

1
( ) ( ) ( ) ( )−=  − n

n nx x O x x O x
x

  . Assim, basta verificar que 
1

1 1 1( ) ( ) ( )+ = =n nx x x    

1 1 1 1 1 1 12

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− −

 
=   −  =   −    = 

 
n n n nx x O x x O x x O x x x x O x x

x x
      

1 1 1 1 12 2 2

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− −

   
=  − −  =   −  −    

   
n n n n nx O x x x O x x x x O x O x O x

x x x x
    

1 1

1
( ) ( ) ( )+=   − n nx x O x O x

x
 . Por conseguinte, podemos considerar o seguinte sistema 

1 1 1

2 2 1

1
( ) ( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) ( ) ( )

−

−


=  − 


 =  − 


n

n n

n

n n

x x O x x O x
x

x x O x x O x
x

 

 

 e, tomando a seguinte diferença ( )1 2( ) ( )− =n nx x   

( )1 1 2 1 1 2

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− −=  −  −  +  =   −n n n n nx O x x O x x O x x O x x O x x x

x x
    . Final-

mente, determinamos a fórmula de Binet indicada por 1 2

1 2

( ) ( )1
( )

( ) ( )

−
=

−

n n

n

x x
O x

x x x

 

 
. Por outro 

lado, de forma e interesse semelhante ao que indicamos inicialmente, buscamos determinar o 

comportamento dos polinômios de Mersenne com índices inteiros negativos. Para tanto, vamos 

substituir na fórmula anterior os índices ( )n  por ( )−n  afim de determinar os elementos do 

conjunto ( )− n n IN
O x . Basta ver ocorre 

1 21 2

2 2

1 1

( ) ( )( ) ( )1 1
( )

4 4

− −

−

   
−   

−    = =
− −

n n

n n

n

x xx x
O x

x xx x
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( ) ( )2 2

2 1 2 2 21 2 1 2

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( 1) ( 1) ( )

4 4 4

−    − −
= = − = −  = −     

− − −   

n n
n n n n

n n n

n

x x x x x x x x
x x x O x

x x x x x x

     
.  

 

Em seguida, vejamos o comportamento das potências das seguintes matrizes ( )nM x : 

2 1

2

1 0

1 1 1 1
1 ( ) ( )

1
( )

1 1 1
1 0 0 ( ) ( )

   
 −   −      − = = =   

       −   −     
   

x x O x O x
x x x x

M x x

x x O x O x
x x x

, 

2

2 2
2

2

1 1

( )
1

1

 −
− 

 =
 

− 
 

x

x xM x

x

 

2

3 23

2 1

1 1 1 1
( ) ( )

11 1 1 ( ) ( )

  −  
 −   −     
   =  

    −   −  
  

x
x x O x O x

x x x x

x O x O xx
xx x x

, 

2 2

2 4
3

2

2 2

2 1

( )
1 1

 − −
− 

 = =
 −

− 
 

x x

x x
M x

x

x x

, 

2 2

3 3 4 3

2

3 2
3

2 1 1 1
( ) ( )

11 1 1 ( ) ( )

    − −   −       −      
= =   

 −     −     −          

x x
x x O x O x

x x x x

x x O x O xx
xx x x

, 

4 2 2

4 4
4

2 2

2 4

3 1 2

( )
2 1

 − + −
− 

 = =
 − −

− 
 

x x x

x x
M x

x x

x x

 

4 2 2

5 3 5 4

2 2

4 3
3 3

3 1 1 2 1
( ) ( )

12 1 1 ( ) ( )

    − + −   −       −      
= =   

   − −   −     −           

x x x
x x O x O x

x x x x

x x x O x O xx
xx x x

. Logo em seguida, vejamos o 

comportamento correspondente das matrizes inversas que indicamos por: 
1

2 2

0 1
( )−

 
= = 

− 
M x

x x
 

( )

( ) ( )

0 1

3

1 2

1 1
( ) ( )

1 1
( ) ( )

−

− −

   
 − −  −    

=   
    − − −  −    
   

x x x O x O x
x x

x x x x O x O x
x x

, 
( )32 2

2

4 4 2
3 4 2

1
( )

( )

( )

−

 
   − − −−  = =   − −     − − 

x x xx x
M x x

x x x
x x x x

 

1 2

3

1
( ) ( )

1
( ) ( )

− −

− −

 
 −  

=  
  −  
 

n

x O x O x
x

x O x O x
x

, 
4 24 2

6 4 6 4

3
3

3 4

1
( ) ( )

( )
1

( ) ( )
2

− −
−

− −

 
 −

−

− +

  −
= =   

  −
 −  

 

x O x O x
x x

x x

x x
M x

x O x x
x

x
O

x
, etc.  

Vamos definir, a partir desses exemplos particulares, as seguintes matrizes indicadas por

1

1

1
( ) ( )

( )
1

( ) ( )

+

−

 
 −  

=  
  −  
 

n n

n

n n

x O x O x
x

M x

x O x O x
x

  e 
1

1

1
( ) ( )

( )
1

( ) ( )

− + −

−

− − −

 
 −  

=  
  −  
 

n n

n

n n

x O x O x
x

M x

x O x O x
x

 são introduzi-

das. Com origem nesses casos particulares e as matrizes ( )nM x , ( )−nM x  , com 0n  agora 

definidas, enunciaremos o seguinte teorema.  

 

Teorema 5: Para todo inteiro positivo 0n  valem as seguintes relações:  
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(i) 
1

1

1
( ) ( )

( ) ( )
1

( ) ( )

+

−

 
 −  

= =  
  −  
 

n n
n

n

n n

x O x O x
x

M x M x

x O x O x
x

; (ii) 
2

1 1 2

1
( ) ( ) ( )− + − = −n n n n

O x O x O x
x

; 

 (iii) ( ) ( )
112 2 2( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )
−−

− = −  = −  = −  n n n n n

n nM x x M x x M x x M x .  

Prova. Os casos particulares podem ser apreciados nos trechos predecessores. No passo de in-

dução matemática, vamos admitir que 
1

1

1
( ) ( )

( ) ( )
1

( ) ( )

+

−

 
 −  

= =  
  −  
 

n n
n

n

n n

x O x O x
x

M x M x

x O x O x
x

, para todo 

inteiro positivo e, em seguida, observar o comportamento da matriz da potência 1( ) + =nM x

1 1 1

2

1 1

1 1 1
1( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
( ) ( )

1 1 1
1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )

+ + +

− −

   
 −   −  −     − = = =   

      −   −  −     
   

n n n n n
n

n n n n n

x O x O x x O x O x O x
x x x

M x M x x

x O x O x x O x O x O x
x x x

 

1 12 2 1

112

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 1
( ) ( )( ) ( ) ( )

+ + + +

+−

     −  −   −       = =  
     −  −  −         

n n n n n

n nn n n

x O x O x O x x O x O x
x x x

x O x O xx O x O x O x
xx x

. Por outro lado, 

para o segundo item, vamos considerar a seguinte matriz inversa indicada por: ( )
1

( )
−
=nM x  

1

1 1
1

11 1

1 1
1 1( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

−

+ −
−

+− +

   
 −  −  −       −   = =   

      −   −        
   

T

n n n n
n n

n nn n n n

x O x O x O x x O x
O x O xx x

x x

x O x x O xx O x O x O x x O x
x x

. Por 

outro lado, substituindo os índices ( )n  por ( )−n , vejamos que se tomarmos a matriz ( )− =nM x  

2( 1) 2

1 ( 1) 1

2 2( 1)

1 ( 1) 1

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

−

− + − − − − −

+

− − − − − + +

     
 −   −  −         

= =     
      −   −  −         
     

n n

n n n n n n

n n

n n n n n n

x O x O x x O x O x x x O x x O x
x x x

x O x O x x O x O x x x O x x O x
x x x

 

( )

2 2 2

1
112 2

2 2 2
11

1
1 1( ) ( )

( ) ( )
( 1) ( 1) ( )

1
( ) ( )( ) ( )

−

−
−−

++

 
−         −   = = −   = −  

    −  −        
 

n n

n n
n nn n

n

n n
n nn n

x x x O x x O x
O x O xx

x x M xx x

x O x x O xx x O x x x O x
x

. 

Segue, pois, a seguinte relação matricial ( )
12( ) ( 1) ( ) , 1
−

− = −  n

n nM x x M x n .  

 

Vejamos, em seguida, propriedades semelhantes ao que já observamos anteriormente no 

caso dos k-números de Oresme aplicadas ao estudo dos polinômios de Oresme.  

 

Teorema 6: Para quaisquer inteiros positivos , 0m n  valem as relações.  
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(i) 
1

1

1
( ) ( )

( ) ( )
1

( ) ( )

+ + +
+

+

+ + −

 
 −  

= =  
  −  
 

n m n m
n m

m n

n m n m

x O x O x
x

M x M x

x O x O x
x

 , 1 1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ + −=   − n m n m n mO x x O x O x O x O x

x
;  

(ii) 
1

( )

( )

1

1
( ) ( )

( ) ( )
1

( ) ( )

− − + − −
− +

− +

− − − − −

 
 −  

= =  
  −  
 

n m n m
n m

m n

n m n m

x O x O x
x

M x M x

x O x O x
x

 , ( ) 1 1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )− + − − + − − −=   − n m n m n mO x x O x O x O x O x

x
.  

Prova. De imediato, basta usar a igualdade mediante a definição ( )+ =m nM x  

1 1 1

1 1 1

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

+ + + + +

+ + − − −

    
 −   −   −     

=  =    
     −   −   −     
    

n m n m n n m m
n m

n m n m n n m m

x O x O x x O x O x x O x O x
x x x

M x M x

x O x O x x O x O x x O x O x
x x x

 

2

1 1 1 12

2

1 1 1 12

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

+ + + −

+ − − −

 
  −  − +   

=  
   −  −  +  
 

n m n m n m n m

n m n m n m n m

x O x O x O x O x O x O x O x O x
x

x O x O x O x O x O x O x O x O x
x

. Finalmente, 

comparando os termos na posição (1x1) deduzimos a seguinte igualdade

1 1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ + −=   − n m n m n mO x x O x O x O x O x

x
, para quaisquer inteiros positivos , 0m n . Os 

mesmos argumentos são repetidos para o segundo item e seguem os resultados .  

 

 

4 Os Quaternions de Oresme 
 

A partir da literatura especializada, constatamos o interesse de representações por intermé-

dio dos Quaterniôns para algumas sequências recorrentes, todavia, não registramos resultados 

correspondentes aos números de Oresme. Assim, com origem em determinados argumentos 

indicados nas seções predecessoras, vamos introduzir a seguinte definição que corresponde a 

uma nova noção introduzida no presente trabalho.   

 

Definição 4: Chamamos de Quaternion de Oresme de ordem ‘n’ ao elemento descrito por 

1 2 3+ + += + + +n n n n nQO O O i O j O k , em que os coeficientes são os números de Oresme e as 

unidades imaginárias são descritas pelas operações formais 
2 2 2

1,= = = −  = = − i j k i j k j i . 

Com origem na definição, determinamos: 1 1 0 1 2

1 2
2 0

2 4
− −= + + + = − + + +QO O O i O j O k i j k .  

0

1 2 3
0

2 4 8
= + + +QO i j k , 1

1 2 3 4

2 4 8 16
= + + +QO i j k , 

2

2 3 4 5

4 8 16 32
= + + +QO i j k , etc.  

 

E, logo em seguida, definiremos um k-Quaternion de Oresme. 

 

Definição 5: Para todo inteiro 3k , chamamos de k-Quaternion de Oresme de ordem ‘n’ 

ao elemento descrito por , , , 1 , 2 , 3+ + += + + +k n k n k n k n k nQO O O i O j O k , em que os coeficientes são 
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os números de Oresme e as unidades imaginárias são descritas pelas operações formais
2 2 2

1,= = = −  = = − i j k i j k j i . 

Vejamos, pois, alguns dos seus elementos preliminares: 
, 1

1 1
0− = − + + +kQO k i j k

k k
, 

2

,0 3

1 1 1
0

−
= + + +k

k
QO i j k

k k k
, 

2 2

,1 3 3

1 1 1 2− −
= + + +k

k k
QO i j k

k k k k
, etc. Decorrem, ime-

diatamente, as seguintes propriedades relacionadas com os Quaternions de Oresme.  

 

Teorema 7: Valem as seguintes relações fundamentais: (i) 2 1

1

4
+ += −n n nQO QO QO ; (ii) 

, 2 , 1 ,

1

4
+ += −k n k n k nQO QO QO ; (iii) 

1 1 2 3

2 2 4 8

+ + + 
= + + + 

 
n n

n n n
QO n i j k ;  (iii) 

1 2 3
2

2 4 8
−

− − − 
= − + + + 

 

n

n

n n n
QO n i j k ; (iv) , 2 3

1 1 2 3+ + + 
= + + + 

 
k n n

n n n
QO n i j k

k k k k
.  

Prova. No primeiro item, da definição anterior, desenvolvemos o seguinte termo da direita e 

vemos 1 1 2 3 4 1 2 3 1

1 1 1
( ) ( )

4 4 4
+ + + + + + + + +

 
− = + + + − + + + = − + 

 
n n n n n n n n n n n nQO QO O O i O j O k O O i O j O k O O  

2 1 3 2 4 3 2

1 1 1

4 4 4
+ + + + + + +− + − + − =n n n n n n nO i O i O j O j O k O k QO . Para o segundo item, repetiremos 

o mesmo procedimento, de sorte que , 2 , 1 ,

1

4
− + − + −= −k n k n k nQO QO QO . Por fim, vejamos que te-

mos 
1 1 2 3

2 2 4 8

+ + + 
= + + + 

 
n n

n n n
QO n i j k  e, substituindo os índices correspondentes, 

encontraremos 
1 1 2 3 1 2 3

2
2 2 4 8 2 4 8

− −

− + − + − + − − −   
= − + + + = − + + +   

   

n

n n

n n n n n n
QO n i j k n i j k . 

Vemos ainda que podemos escrever o quaternion 
, 1 2 3

1 2 3
+ + +

+ + +
= + + + =k n n n n n

n n n n
QO i j k

k k k k
 

2 3

1 1 2 3+ + + 
 + + + 
 

n

n n n
n i j k

k k k k
.  

Considerar as seguintes matrizes escolhidas 

1
1

4

1 0

 
− =

  
 

M , 
1 0

0 1

1
2

2

1
2

2
−

 
− 

= = 
 − 
 

Q

Q Q

M

Q Q

 

1 2 3 4 1 1 2 3
2( ) (0 )

2 4 8 16 2 2 4 8

1 2 3 1 1 2
2(0 ) ( 2 0 )

2 4 8 2 2 4

 
+ + + − + + + 

=  
 + + + − − + + + 
 

i j k i j k

i j k i j k

 e 
,1 ,0

,

.0 , 1

1
2

2

1
2

2
−

 
− 

= = 
 − 
 

k k

Q k

k k

Q Q

M

Q Q
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2 2 2

3 3 3

2

3

1 1 1 2 1 1 1 1
2 0

2

1 1 1 1 1 1
2 0 0

2

    − − −
+ + + − + + +    

    
=
 

 −   + + + − − + + +       

k k k
i j k i j k

k k k k k k k

k
i j k k i j k

k k k k k

. Podemos verificar 

que ocorrem as seguintes propriedades do produto de matrizes

2 1

1 0

3 2 5 1 1 3 1 1
1 2

4 4 16 4 4 16 8 2

3 1 1 1 3 1
1 0 2

4 2 4 4 16 2

   
+ + + − − − − −   

= = =   
   + + + − − − −  

  

O O

i j k i j k QO QO

MQ Q M

i j k i j k QO QO

, 

3 2
2

2 1

3 1 5 3 1 3 1 5 1
2

4 2 16 16 4 16 8 64 2

3 1 5 1 1 3 1 1
1 2

4 2 16 4 4 16 8 2

   
+ + + − − − − −   

 = =   
   + + + − − − − −  

  

O

i j k i j k QO QO

M Q

i j k i j k QO QO

,  

4 3
3

3 2

1 5 3 7 3 1 5 3 1
2

2 16 16 64 16 8 64 64 2

3 1 5 3 1 3 1 5 1
2

4 2 16 16 4 16 8 64 2

   
+ + + − − − − −   

 = =   
   + + + − − − − −  

  

O

i j k i j k QO QO

M Q

i j k i j k QO QO

,  

5 4
4

4 3

5 3 7 1 1 5 3 7 1
2

16 16 64 16 8 64 64 256 2

1 5 3 7 3 1 5 3 1
2

2 16 16 64 16 8 64 64 2

   
+ + + − − − − −   

 = =   
   + + + − − − − −  

  

O

i j k i j k QO QO

M Q

i j k i j k QO QO

. Em 

seguida, vejamos que 
0 1

1

1 2

3 1 1 1
0 1 0 2

4 4 4 2

1 1
4 0 4 0 2

4 2

−
−

− −

   
+ + + + − − −   

= =   
   − + + + + + − −   
   

M

i j k i j k QO QO

M Q

i j k i j k QO QO

,  

1 2
2

2 3

1
1 2

4 0 4 1 0 2
4

1
216 4 0 12 4 0

2

− −
−

− −

 
  − − + + + + + −  = =  
 

   −− − + + + + +   
 

O

QO QO
i j k i j k

M Q

QO QOi j k i j k

,  

2 3
3

3 4

1
2

16 4 0 12 4 0 2

48 16 4 0 32 12 4 1
2

2

− −
−

− −

 
− − − + + + + + 

 = =   
− − − + + + +    − 

 

O

QO QO
i j k i j k

M Q
i j k i j k

QO QO

, etc.  

Com origem no comportamento dos produtos indicados das matrizes por ( n

OM Q ) e também 

por  (
− n

OM Q ) enunciaremos o teorema seguinte.  

Teorema 8: Temos as seguintes propriedades para as matrizes: (i)  

1 1 0

1 0 1

1 1
12 2

12 2
( ) 4

1 1
1 02 2

2 2

+

− −

   
− −    − = =  =   

     − −    
   

n

n n
n

O

n n

QO QO Q Q

QM M n Q

QO QO Q Q

; (ii)  
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1

1

1
12

12
( ) 4

1
1 02

2

−

− + −
−

− − −

 
−    − =  − = =  

   −   
 

n

n n
n

O

n n

QO QO

QM Q M n Q

QO QO

;  

(iii) 2

1 1 2

1 43 15 3
0

( 2 ) 64 16 4
+ −

 
−  = − + + + 

−  
n n n n

QO QO QO i j k ; 

(iv)
, 1 , ,1 ,0

,

, , 1 .0 , 1

1 1
12 2

12 2
4

1 1
1 02 2

2 2

+

− −

   
− −    − = =    

     − −    
   

n

k n k n k k
n

Q k

k n k n k k

QO QO Q Q

QM

QO QO Q Q

;  

(v) 
6 4 2 4 2 2

2

, , 1 , 1 2 4 4 2 2

1 4 3 1 3 1 3 4

( 2 )
+ −

 − − + − − −
−  = − − + + + 

−  
k n k n k n n

k k k k k k
QO QO QO i j k

k k k k
, 

Para todo inteiro 3k .  

Prova. De imediato, vamos considerar a seguinte matriz indicada pelo produto de matrizes 

1 1 2 3 4 1 2 3

1 1 2 3 1 1 2

1 1
2 2( ) ( )

2 2

1 1
2 2( ) ( )

2 2

+ + + + + + + +

− + + + − + +

   
− + + + − + + +   

= =   
   − + + + − + + +   
   

n n n n n n n n n n
n

n n n n n n n n n n

QO QO O O i O j O k O O i O j O k

QM

QO QO O O i O j O k O O i O j O k

1 2 1 3 2 4 3

1 1 2 1 3 2

1 1 1 1
2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

2 2 2 2

+ + + + + + +

− + + + + +

       
− − − −       

= +  +  +  =       
       − − − −       
       

n n n n n n n n

n n n n n n n n

O O O O O O O O

i j k

O O O O O O O O

 

1 2 3 2 3 2 3( )+ + += + + + = + + + = + + + =n n n n n n n n nM M i M j M k M M M i M M j M M k M I M i M j M k

2 3

1 0

0 1

1
1 1 1 1 1 2

1 01 1 1 1 1 2
4 4 4 4 4

0 1 1
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 2

2
−

   −           − − − − −           = = + + + = =                          −             

n n
O O

i j k

O O

2 1 3 2 4 3

1 0 2 1 3 2

1 1 1
1 2 2 2

1 01 2 2 2
( )4

0 1 1 1 1
1 0 2 2 2

2 2 2

      
− − −        −     = + + + =                   − − −              

n

O

O O O O O O

i j k M n Q

O O O O O O

, visto 

que 
1 0 2 1 3 2 4 3 1 0

0 1 1 0 2 1 3 2 0 1

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
− −

         
 − − − − −         

+ + + =         
          − − − − −         
         

O O O O O O O O Q Q

i j k

O O O O O O O O Q Q

. 

Finalmente, desde que encontramos o comportamento para o determinante da expressão

1 0
2

1 1 2

0 1

1
1 2

1 1 125 15 32
det det 04

1 ( 2 ) 64 16 4
1 0 2

2

+ −

−

 
−   −   −  =  = − + + +     −     −  

 

n

n n n n

Q Q

QO QO QO i j k

Q Q

. 
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De forma semelhante, para o último item, vamos determinar o comportamento do determinante 

, 1 , ,1 ,0

, , 1 .0 , 1

1 1
12 2

12 2
det det det4

1 1
1 02 2

2 2

+

− −

   
− −    − =    

     − −    
   

n

k n k n k k

k n k n k k

QO QO Q Q

QO QO Q Q

 .  

Verificamos, também, as propriedades das seguintes somatórias finitas.  

 

Teorema 9: Valem as seguintes relações para as somatórias dos números de Oresme e os k-

Números de Oresme: (i) 
1

1

0

1

4 2

−

+

=

 = −
n

i n

i

n
QO QO ; (ii) 

1

, , 12
0

1

2

−

+

=

 = −
n

k i k n

i

n
QO QO

k
.  

 

Prova. De imediato, a partir do teorema, vamos tomar as seguintes igualdades 

2 1 0

3 2 1

4 3 2

1 1

1

4

1

4

1

4

         

1

4
+ −


= −


 = −




= −



 = −



n n n

QO QO QO

QO QO QO

QO QO QO

QO QO QO

. De imediato, efetuando o cancelamento de termos correspondentes, 

determinamos que 
1

1 1

04

−

+

=

− = − 
n

n i

i

n
QO QO QO . De forma semelhante, se considerarmos os k-

Quaternions de Oresme, devemos verificar que 
1

, 1 ,1 ,2
0

−

+

=

− = − 
n

k n k k i

i

n
QO QO QO

k
.  

 

Teorema 10: A função geradora correspondente os Quaternions de Oresme e aos k-Quaternions 

de Oresme são, respectivamente, dadas pelas seguintes expressões formais correspondentes

0 1 0

2

( )
( )

1
1

4

+ −
=

− +
Q

QO QO QO x
g x

x x

 e 
,0 ,1 ,0

,
2

2

( )
( )

1
1

+ −
=

− +

k k k

Q k

QO QO QO x
g x

x x
k

.  

Prova. Recordando a seguinte recorrência fundamental , 2 , 1 ,

1
0, 0

4
+ +− + = k n k n k nQO QO QO n . Em 

seguida, vamos tomar as seguintes somas infinitas formais descritas por 
0

( )


=

=  i

Q i

i

g x QO x  e 

, ,

0

( )


=

=  i

Q k k i

i

g x QO x . Vemos que:  
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2 3 4 5

0 1 2 3 4 5

2 3 1 2

0 1 2 1 1

2 2 3 4 1

0 1 2 2 1

( )

( )

1 1 1 1 1 1
( )

4 4 4 4 4 4

+ +

− +

+

− −


= + + + + + + +


−  = − − − − − − − −

  = + + + + + +


n

Q n

n n n

Q n n n

n n

Q n n

g x QO QO x QO x QO x QO x QO x QO x

x g x QO x QO x QO x QO x QO x QO x

x g x QO x QO x QO x QO x QO x

 

 

No passo seguinte, vamos tomar que  2

0 1 0

1
( ) ( ) ( ) ( )

4

 
−  +  = + − + 

 
g x x g x x g x QO QO QO x  

2 2

2 1 0 2 1 0 1 0

1 1
( ) ( ) ( )

4 4
+ ++ − + + + − + + = + −n n nQO QO QO x QO QO QO x QO QO QO x . Por con-

seguinte, determinamos que 
2

0 1 0

1
( ) ( ) ( ) ( )

4
−  +  = + −Q Q Qg x x g x x g x QO QO QO x .  

 

5 Os Octônions de Oresme 
 

A partir da literatura especializada, constatamos o interesse de representações por intermé-

dio dos Octônions para algumas sequências recorrentes, todavia, não registramos resultados 

correspondentes aos números de Oresme. Assim, com origem em determinados argumentos 

indicados nas seções predecessoras, vamos introduzir a seguinte definição que corresponde a 

uma nova noção introduzida no presente trabalho.   

 

Definição 6: Chamamos de Octonion de Oresme de ordem ‘n’ ao elemento descrito por 
7

0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7

0

+ + + + + + + +

=

 = + + + + + + + =n n n n n n n n n n s s

s

O i O i O i O i O i O i O i O i O i , em que os coefi-

cientes são os números de Oresme e as unidades imaginárias são descritas pelas operações for-

mais 
2 2 2 2 2 2 2 2

0 1 2 3 4 5 6 7 1= = = = = = = = −i i i i i i i i . 

 

Podemos verificar que ocorrem: 
1 0 1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6
2 0

2 4 8 16 32 64
− = − + + + + + + +i i i i i i i i , 

0 0 1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7
0

2 4 8 16 32 64 128
 = + + + + + + +i i i i i i i i , 

1 0 1 2 3 4

1 2 3 4 5

2 4 8 16 32
 = + + + +i i i i i

5 6 7

6 7 8

64 128 256
+ + +i i i .  

 

Definição 7: Chamamos de Octonion de k-Oresme de ordem ‘n’ ao elemento descrito por

, , , 1 0 , 2 1 , 3 2 , 4 3 , 5 4 , 6 5 , 7 6 , 8 7+ + + + + + + + = + + + + + + + +k n k n k n k n k n k n k n k n k n k nO O i O i O i O i O i O i O i O i , em 

que os coeficientes são os números de Oresme e as unidades imaginárias são descritas pelas 

operações formais com as unidades indicadas 
2 2 2 2 2 2 2 2

0 1 2 3 4 5 6 7 1= = = = = = = = −i i i i i i i i . 

 

Decorrem, de forma imediata, as seguintes relações para os Octônions de Oresme.  

Teorema 11: (i)  2 1

1

4
+ + = − n n n  e , 2 , 1 ,

1

4
+ + =  − k n k n k n ;  

(ii) 
0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 2 3 4 5 6 7

2 2 4 8 16 32 64 128

+ + + + + + + 
 = + + + + + + + 

 
n n

n n n n n n n
ne i i i i i i i ; 
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(iii) 
0 1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7
2

2 4 8 16 32 64 128
−

− − − − − − − 
 = − + + + + + + + 

 

n

n

n n n n n n n
ne i i i i i i i .  

Prova. Basta ver que 
8 8 8

1 1 1 2

0 0 0

1 1 1

4 4 4
+ + + + + + + +

= = =

 
 −  = − = −  =  

 
  n n n s s n s s n s n s s n

s s s

O i O i O O i . 

Para os demais itens, repetimos os argumentos do teorema 7.  

Vamos, agora, definir as seguintes matrizes determinadas pelos Octônions a seguir

1

1

1
2

2
( )

1
2

2

+

−

 
 −  

 =  
  −  
 

n n

n n

O O

M n

O O

 e 
, 1 ,

, , 1

1
2

2
( )

1
2

2

+

−

 
 −  

 =  
  −  
 

k n k n

k

k n k n

O O

M n

O O

. E, em seguida, po-

demos examinar as seguintes decomposições que verificamos apenas substituindo os termos 

correspondentes 

7 7

1
1

0 0

7 7

1 1

0 0

11 22
22

1 1
2 2

2 2

+ + +
+

= =

− + − +

= =

       −   −            = = = 
    −    −         

 

 

n s s n s s
n n

s sn

n n n s s n s s

s s

O i O iO O

M

O O O i O i

 

1 2 3 4 5 6 7

0 1 2 3 4 5 6 7

+ + + + + + += + + + + + + + =n n n n n n n nQM i QM i QM i QM i QM i QM i QM i QM i  

1 2

1 0 1 0 1 0

0 1 2

0 1 0 1 0 1

1 1 1
1 1 12 2 2

1 1 12 2 2
4 4 4

1 1 1
1 0 1 0 1 02 2 2

2 2 2

+ +

− − −

     
− − −          − − −     = + + +     

               − − −          
     

n n n
O O O O O O

i i i

O O O O O O

3 4 5

1 0 1 0 1 0

3 4 5

0 1 0 1 0 1

1 1 1
1 1 12 2 2

1 1 12 2 2
4 4 4

1 1 1
1 0 1 0 1 02 2 2

2 2 2

+ + +

− − −

     
− − −          − − −     + + +     

               − − −          
     

n n n
O O O O O O

i i i

O O O O O O

6 7

1 0 1 0 1 0

6 7

0 1 0 1 0 1

1 1 1
1 1 12 2 2

1 1 12 2 2
4 4 4

1 1 1
1 0 1 0 1 02 2 2

2 2 2

+ +

− − −

     
− −  −           − − −     + + =     

               − −  −           
     

n n n
O O O O

i i

O O O O

.  

Novamente, encontramos uma decomposição para a matriz determinada pelos octônions de 

Oresme a partir do produto de matriz elementares do tipo 
1 0

0 1

1
1 2

1 2
4

1
1 0 2

2
−

 
 −    −   

     −   
 

n

. Enun-

ciaremos, pois, o seguinte teorema, recordando que temos a matriz  
1 0

0 1

1
2

2

1
2

2
−

 
 −  

= 
  −  
 

 

0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7 8 1 1 2 3 4 5 6 7
2 0

2 4 8 16 32 64 128 256 2 2 4 8 16 32 64 128

1 2 3 4 5 6 7 1 1 2 3 4 5 6
2 0 2 0

2 4 8 16 32 64 128 2 2 4 8 16 32 64

   
+ + + + + + + − + + + + + + +   

   

  
+ + + + + + + − − + + + + + + + 

 

i i i i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i i i i i
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Teorema 12: Valem as seguintes relações matriciais.  

(i)  
1 1 0

1 0 1

1 1
12 2

12 2
4

1 1
1 02 2

2 2

+

− −

   
 −   −     −  = =    

      −   −     
   

n

n n
n

n n

O O

M

O O

;  

(ii) 
1 1 0

1 0 1

1 1
12 2

12 2
4

1 1
1 02 2

2 2

−

+
−

− −

   
 −   −     −  = =   

      −   −     
   

n

n n
n

n n

O O

M

O O

; (iii) 
1

1

1
2

2
det

1
2

2

+

−

 
 −  

= 
  −  
 

n n

n n

O O

O O

 

0 1 2 3 4 5 6 72

1 1366191 225 709 637 1995 3081 7517
269

( 2 ) 16384 16 8 16 8 16 16

 
= + − − + + + + 

−  
n

i i i i i i i i .  

Prova. Reparemos que podemos verificar o resultado por intermédio de indução. De fato, assu-

mindo que temos a igualdade  
1 1 0

1 0 1

1 1
12 2

12 2
4

1 1
1 02 2

2 2

+

− −

   
 −   −     − =   

      −   −     
   

n

n n

n n

O O

O O

. Verificare-

mos que 

1

1 0 1 0 1

0 1 0 1 1

1 1 1
1 1 1 12 2 2

1 1 1 12 2 2
4 4 4 4

1 1 1
1 0 1 0 1 0 1 02 2 2

2 2 2

+

+

− − −

     
 −   −   −            − − − −      = =     

                  −   −   −            
     

n n

n n

n n

O O

O O

 

2 1
1

1

1
2

2

1
2

2

+ +
+

+

 
 −  

= =  
  −  
 

n n
n

n n

O O

M

O O

 . Para o último item, basta determinar os respectivos deter-

minantes .  

 

Teorema 13: Valem as seguintes relações para os Octônions de Oresme:  (i)  
1

1 1

04

−

+

=

 = −
n

i n

i

n
; (ii) 

1

, ,1 , 12
0

−

+

=

 = −
n

k i k k n

i

n

k
; (iii)  
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Vamos considerar a seguintes expressões 

2 1 0

3 2 1

4 3 2

1 1

1

4

1

4

1

4

     

1

4
+ −


 =  − 

 =  − 



 =  − 



 =  − 



n n n

. Efetuando o cancelamento dos 

termos correspondentes, encontraremos que 
1

1 1

04

−

+

=

 − = − 
n

n i

i

n
.  

 

Teorema 14: A função geradora correspondente os Octônions de Oresme e aos k-Octônions de 

Oresme são, respectivamente, dadas pelas seguintes expressões racionais indicadas

0 1 0

2

( )
( )

1
1

4



 +  −
=

− +

O O O x
g x

x x

 e 
,0 ,1 ,0

,
2

2

( )
( )

1
1



 +  −
=

− +

k k k

k

O O O x
g x

x x
k

.  

Prova. Recordando a seguinte recorrência fundamental entre os octônions

, 2 , 1 ,

1
0, 0

4
+ + − +  = k n k n k nO O O n . Em seguida, vamos tomar as seguintes somas infi-

nitas formais 
0

( )




=

=   i

i

i

g x O x  e , ,

0

( )




=

=   i

k k i

i

g x O x .  

 

5 Os Sedenions de Oresme 
 

Bilgici, Tokeser e Unal (2017) explicam que uma Álgebra de Sedenions, denotata por S é 

uma Álgebra de Cauley-Dicson de dimensão 16. De modo simplificado, podemos considerar a 

seguinte bases para os seus elementos que os autores indicam por  0 1 2 15, , , ,e e e e  e que um 

Sedênion pode ser descrito da forma 
15

0=

= i i

i

s a e  onde 0 1 2 15, , , , a a a a IR . Para exemplificar, 

trazemos abaixo uma tabela que descreve as operações formais envolvendo os elementos da 

base indicada por  0 1 2 3 4 5 15, , , , , ,e e e e e e e .  
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Figura 2. Bilgici, Tokeser e Unal (2017) descrevem os resultados das operações entre os elementos da base dos se-

denions 

 

Definição 8: Chamamos de Sedenion de Oresme de ordem ‘n’ ao elemento descrito por 
15

0

+

=

=n n s s

s

SO O i em que  0 1 2 16, , , ,e e e e  constitui a base canônica. 

 

Definição 9: Chamamos de k-Sedenion de Oresme de ordem ‘n’ ao elemento descrito por 
15

, ,

0

+

=

=k n k n s s

s

SO O e em que  0 1 2 15, , , ,e e e e  constitui a base canônica.  

  

Vejamos, pois, algumas relações de recorrência que decorrem imediatamente dessas últimas 

definições.  

 

Teorema 15: Vale a seguinte relação fundamental de recorrência para os Sedenions de Oresme: 

(i) 2 1

1

4
+ += −n n nSO SO SO  e , 2 , 1 2

1
+ += −k n k n nSO SO SO

k
; (ii) 

1

1 1

04

−

+

=

= −
n

i n

i

n
SO SO SO  e 

1

, ,1 , 12
0

−

+

=

= −
n

k i k k n

i

n
SO SO SO

k
.  

Prova. Vemos que 
15 15 15 15

1 1 1 2

0 0 0 0

1 1 1

4 4 4
+ + + + + + + + +

= = = =

 
− = − = −  =  

 
   n n n s s n s s n s n s s n s s

s s s s

SO SO O i O i O O i O i  

15

2 2

0

+ + +

=

 = n s s n

s

O i SO . De forma semelhante, podemos verificar que , 2 , 1 2

1
+ += −k n k n nSO SO SO

k
. 

Para o caso dos itens (ii) e (iii) repetiremos os procedimentos abordados no teorema 4.  
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Vamos, pois, definir as seguintes matrizes indicadas por 
1

1

1
2

2
( )

1
2

2

+

−

 
− 

=  
 − 
 

n n

n n

SO SO

SM n

SO SO

 e 

, 1 ,

, , 1

1
2

2
( )

1
2

2

+

−

 
− 

=  
 − 
 

k n k n

k

k n k n

SO SO

SM n

SO SO

. Vejamos, em seguida, o comportamento das seguintes somas 

15 15

1
1 115

0 0

15 15
0

1 11

0 0

11 122 2
22 2

( )  
1 11

2 22
2 22

+ + +
+ + + +

= =

=

− + − ++ − +

= =

       − − −          = = =    
       − − −              

 


 

n s s n s s
n n n s n s

s s

s

s

n n n s n sn s s n s s

s s

O i O iSO SO O O

SM n i

SO SO O OO i O i

115

0

1

1
2

2
 

1
2

2

+ + +

=

+ − +

 
− 

=  
 − 
 


n s n s

s

s

n s n s

O O

i

O O

. Mas, desde que conhecemos a seguinte propriedade 

1

1

1
12

12
( ) 4

1
0 12

2

+

−

 
−    − = = 

   −   
 

n

n n

n n

O O

M n

O O

. Do teorema 1, vamos efetuar a seguinte substituição 

em seguida 
115 15

0 0

1

1
12

12
( )   4

1
0 12

2

+

+ + +

= =

+ − +

 
−    − =  =  

   −   
 

 

n s

n s n s

s s

s s

n s n s

O O

SM n i i

O O

. Seja, dessa forma, a ma-

triz definida a partir dos Sedênions de Oresme como segue 
1 0

0 1

1
2

2

1
2

2
−

 
− 

=  
 − 
 

SO SO

SM

SO SO

 e o k-

Sedênions de Oresme, como indicamos por 
,1 ,0

,0 , 1

1
2

2

1
2

2
−

 
− 

=  
 − 
 

k k

k

k k

SO SO

SM

SO SO

.  

 

Teorema 16: Valem as seguintes relações para as matrizes ( )SM n  e ( )−SM n .  
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(i) 
15

0

1
1

( )  4

0 1

+

=

 
− = 

  
 



n s

s

s

SM n i ; (ii) 
15

0

1
1

( )  4

0 1

− +

=

 
− − = 

  
 



n s

s

s

SM n i . (iii) 

1 1 0

1 0 1

1 1
12 2

12 2
( ) 4

1 1
0 12 2

2 2

+

− −

   
− −    − = =   

     − −    
   

n

n n

n n

SO SO SO SO

SM n

SO SO SO SO

 e 

, 1 , ,1 ,0

~

, , 1 ,0 , 1

1 1
12 2

12 2
( ) 4

1 1
0 12 2

2 2

+

− −

   
− −    − = =   

     − −    
   

n

k n k n k k

k

k n k n k k

SO SO SO SO

SM n

SO SO SO SO

.  

Prova. Por indução matemática, vejamos que temos 

1

1 0

0 1

1
1 2

1 2
4

1
0 1 2

2

+

−

 
−   −  = 

    −  
 

n
SO SO

SO SO

1 0 1 2 1

0 1 1 1

1 1 1
1 1 12 2 2

1 1 12 2 2
4 4 4

1 1 1
0 1 0 1 0 12 2 2

2 2 2

+ + +

− − +

     
− − −         − − −    = = =     

             − − −         
     

n

n n n n

n n n n

SO SO SO SO SO SO

SO SO SO SO SO SO

.  

 

Teorema 17: A função geradora correspondente os Sedenions de Oresme e aos k-Sedenions de 

Oresme são, respectivamente, dadas pelas seguintes expressões algébricas racionais 

0 1 0

2

( )
( )

1
1

4

+ −
=

− +
S

SO SO SO x
g x

x x

 e 
,0 ,1 ,0

,
2

2

( )
( )

1
1

+ −
=

− +

k k k

S k

SO SO SO x
g x

x x
k

.  

Prova. Recordando a seguinte recorrência fundamental , 2 , 1 ,

1
0, 0

4
+ +− + = k n k n k nSO SO SO n

. Em seguida, vamos tomar as seguintes somas infinitas formais 
0

( )


=

=  i

S i

i

g x SO x  e 

, ,

0

( )


=

=  i

S k k i

i

g x SO x . Repetiremos os mesmos procedimentos apresentados nos teoremas.  

Outras propriedades recentes concernentes aos Sedênions podem ser consultadas em Catarino 

(2018) ou Soykan (2019), todavia, relacionadas aos Sedênions de Fibonacci, Lucas, k-Pell e k-

Pell-Lucas podem ser consultadas.  

 

4 Conclusão  
 

Nas seções passadas apresentamos novas relações, teoremas e propriedades derivadas de 

um processo de generalização dos números de Oresme. Visto que em recentes trabalhos intro-

duzidos na literatura sobre os k-números de Oresme e os polinômios de Oresme, apresentamos 

propriedades e exibimos representações matriciais até o momento não discutidas na literatura 

especializada concernente aos Quaternions, Octônions e Sedenions de Oresme. Idem para os k-

Quaternions, k-Octônions e, inclusive, os k-Sedenions de Oresme.  
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