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Resumo

O presente trabalho tem por objetivo analisar a série de Fourier
e o problema de Dirichlet para a equagdo de Laplace - a qual é&,
também, chamada de equag¢do do potencial e descreve problemas
independentes da varidvel tempo - em um retangulo do R?, de-
monstrando a condi¢do de existéncia e unicidade. Esta equacdo
quando submetida as condi¢des de fronteira de uma certa regido
(2, é chamada de problema de contorno. Os principais proble-
mas de contorno na literatura sdo: o problema de Dirichlet e o
problema de Neumann. Apresenta-se ao longo deste artigo, prin-
cipalmente, conceitos e propriedades associados as séries de Fou-
rier e mostra-se que o problema de Dirichlet para a equagdo linear
de Laplace, sob hipéteses apropriadas, tem uma tnica solugao
classica, em um dominio retangular.

Palavras-chave: Séries de Fourier. Problema de Dirichlet. Equa-
cdo de Laplace. Solucgdo cldssica. Dominio Retangular.

Abstract

The present work aims to analyze the Fourier series and the pro-
blem of Dirichlet for the Laplace equation - Which is also called
the equation of the potential and describes independent problems
of the variable time - in a rectangle of R?, demonstrating the con-
dition of existence and uniqueness. It is equation when submitted
to the frontier conditions of a certain region 2, is called a contour
problem.The main contour problems of the literature are: the pro-
blem of Dirichlet and the problem of Neumann. In this work one
presents, mainly, concepts and properties associate with the Fou-
rier series, and one show that the Dirichlet problem for the linear
Laplace equation, under appropriated hypotheses, has a unique
classical solution, inside of the a rectangular domain.

Keywords: Fourier Series. Dirichlet Problem. Laplace Equation.
Classic Solution. Rectangular Domain.

Artigo recebido em abr. 2019 e aceito em jul. 2019.



1 Introducao

Durante o século XVIII (por volta de 1750), apds as primeiras tentativas de resolver o

_ 2%
ot? 0x?’

decompor fungdes quaisquer em fungdes trigonométricas simples causou grande movimentacao
no cendrio matematico. Isto se deu pela expressao

problema de vibracdo de uma corda, < conhecida como equacgdo da onda) aidéiade

[e.9]
u(x,t) = ay sen (nx)cos(nct) (1)
n=1
dada por Daniel Bernoulli (1700-1782) em 1723 como solu¢cdo da mesma quando a corda de
comprimento 7 vibra por um deslocamento de sua posi¢ao de repouso.
As primeiras tentativas de resolver o problema foram realizadas por Jean Le Rond d” Alembert
(1717-1783) em 1747 e Leonhard Euler (1707-1783) em 1748. Segundo Figueiredo (2012),
ambos chegaram a conclusao de que a solugdo seria da forma

u(z,t) = F(x+ct)+G(x —ct).

Em 1759 Joseph Louis Lagrange (1736-1813) mostrou que a solu¢do da equacdo das ondas
para a posi¢do inicial f(x) da corda, de comprimento 1, e a velocidade inicial g(x) é, como previa
Euler, uma soma de duas fung¢des, dada por

u(z,t) = / Z sen (nmy) sen (nmwx)cos(nwet)] f(y)dy

+ 2 A > n[ sen (nmy) sen (nmx) sen (nwet)]g(y)dy.
n=1

No entanto, ele ndo especificou os coeficientes das séries. Isto foi feito em 1811 por Jean
Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) em sua Théorie mathématique de la chaleur (Teoria Mate-
matica de Conducdo do Calor), assim, inicialmente, tais coeficientes ficaram conhecidos como
coeficientes de Fourier, porém, por Euler ja conhecer o formato dos mesmos, estes coeficientes
sao chamados atualmente de coeficientes de Fourier-Euler.

Fourier (nascido em 21 de marco de 1768, em Auxerre, Franga, morto em 16 de maio de 1830,
Paris), provavelmente foi o mais influente matematico de Paris em 1820, de acordo com Boyer e
Merzbach (2012). Era politicamente ativo € como consequéncia foi preso pelo fato de concordar
com os ideais da Revolucao Francesa. Comecou seu trabalho na Théorie analytique de la chaleur
em Grenoble em 1807 e completou-a em Paris em 1822, a contribui¢do deste a matematica foi
ter afirmado que qualquer func¢do (continua ou descontinua) de uma varidvel y = f(x) poderia ser
representada por uma série da forma:

1 nmwx

2a0—|—2(ancos 7 + b, sen L)

n=1

Conhecida atualmente como série de Fourier, onde foram expressos nesta obra os coeficientes:

1 L
anp = Z/_Lf(x)cos?dx, n >0,

b, = L/ ) sen Zxdx, n>1.
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Ainda por Boyer e Merzbach (2012), a falta de rigor neste trabalho foi o motivo das criticas
feitas por Lagrange, Laplace e Legendre e o esclarecimentos das ideias difundidas nele foi até
certo ponto a razdo pela qual o século XIX foi denominado a idade do rigor. Embora a afirmacao
de Fourier possua certas negligéncias, o fato de ter observado que algumas fun¢des descontinuas
s@0 a soma de séries infinitas foi um grande avango, pois 0 mesmo explicitou claramente a forma
da série que deveria representar estas fungdes segundo Carslaw (1921).

Ap0s Dirichlet reconhecer que nem toda fungdo pode ser representada por sua série de Fou-
rier, de 1829 a 1837 ele produziu os primeiros critérios para que fosse vélida tal representacgao,
assim como Riemann. E por estes estarem ligados a integracdo de funcdes deu-se inicio a teoria
da Integral de Riemann de acordo com Figueiredo (2012).

Deste modo, apesar do objetivo inicial de Fourier ter sido resolver a equagdo do calor, apds
o método ser estudado e aperfeicoado com os critérios criados, ele foi sendo utilizado para re-
solver muitos problemas matemadticos e fisicos e além de ter uma utilizagcdo maior que a série de
Taylor (que s6 representa fungdes continuas e derivaveis) ele tem aplicagdo direta nas dreas da
engenharia elétrica, acustica, Optica, processamento de sinais e processamento de imagens.

Apresenta-se, portanto, ao longo deste trabalho, principalmente, conceitos e propriedades
associados as séries de Fourier e mostra-se que o problema de Dirichlet para a equacao linear de
Laplace, sob hipéteses apropriadas, tem uma tnica solucdo cldssica em um dominio retangular,
tendo como referéncias principais Figueiredo (2012) e I6rio (1991).

2 Funcoes periodicas

A série em estudo neste capitulo é composta por fungdes senos e cossenos, periddicas. Por
este motivo nesta secao serdo apresentadas definicdes e resultados sobre tal, como o que define o
periodo fundamental das fun¢des supracitadas.

Definicdo 1 Uma funcgdo f : R — R é periddica de periodo T se f(x+71) = f(x), para todo x €
R. Sendo o grdfico idéntico em cada intervalo de comprimento igual ao periodo fundamental T
de f, como visto no grdfico da funcdo periodica abaixo.

Observacoes sobre Funcoes Periddicas:
(1) Em geral, se 7 é um periodo fundamental para f, entdo k7 também € um periodo para a
fungdo f paratodo k € Z ;

(2) O menor periodo positivo de f é chamado de periodo fundamental.

Proposiciao 2 Sejam { o, () }nen, {Un(x) }nen conjuntos de fungoes onde
nwx nwx

on(T) = cos—— € Un(x) = sen .

Tem-se que oy, e Yy, sdo periddicas de periodo T = (2L /n). Consequentemente, paran =1, 2L
¢ periodo fundamental destas fungoes.

Demonstracao: Para demonstrar esta proposi¢do considera-se as identidades trigonométricas
abaixo para a,b € R,

2 2

sen “a + cos“a=1, 2)
sen (a+b) = sen acosb+ sen b cosa, 3)
cos(a+b) = cosacosb— sen a sen b. 4)
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Serd demonstrado apenas que o periodo fundamental de v, é (2L/n), pois mostrar este re-
sultado para ¢,, € andlogo, utilizando-se (2) e (4).
Como se quer encontrar o periodo fundamental de 1), deve-se ter

sen ? = sen mr(a;rT) paratodoz € R.

Note que sen (nm(z+7)/L) = sen (”L” + ’T) Logo, por (3)

nm(x+17) naT T nwT  Nwx nmwx 5)
sen ————= = sen —— Cos —— + sen —— Cos —— = sen ——.
L L L L L L

Fazendo, sem perda de generalidade, = = (L/2n) e substituindo em (5),

Lon) "L L)\ L om) ™~ L 2n

N T nmT I nmT T T

Sen — COS —— + Sen ——C0S— = Sen—

2 L L COS 2 Sen 2

nmT nmTt
= — =1l=cos’ — =1. 6
cos — cos” — (6)
Utilizando (2) e (6),

seHQL;/T%—COSQ%:lj sen?2 2 _ = senn—zT:O. (7)

Como 7 € o periodo fundamental, entdo, 7 deve ser o menor valor possivel tal que (6) e (7)
ocorram, assim

T 2r=>T1= %
L n
Portanto, o periodo fundamental de sen (nmz/L) é 7 = (2L/n). Fazendo n = 1, obtém-se
que 2L € periodo fundamental dos conjuntos de fungdes supracitados. ]

Proposicdo 3 Seja {g;(z)}, 1 =1,2,3,...,n, um conjunto de fungées periddicas de periodo T e
Bj niimeros reais. Entdo, também é periddica de periodo T a combinagdo linear

&mzé@%m.

Demonstracao: Provando pelo Principio de Indu¢cdo Matemadtica,
(i) Paran =1, S1 = (1 g1(x) é periddica pela hipétese relativa a g.

(ii) Suponha que para n € N € periddica de periodo 7 a funcao

&@=§@wM-
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Deve-se mostrar que 5,41 € também periddica de periodo 7. O que de fato ocorre pois, por

n
hipétese sdo periddicas as fungdes Sy, (z) = Y- 55 g;(z) e gj, daf
j=1

Sp1(x Z B 95(x) + Bnt1 gnt1(x) = Sp(x+7) + Bnt1 gn1(x+7) = Spp1(z+7).

Portanto, por (i) e (ii) a proposi¢ao € vélida para todo n € N. ]
Em particular, se {g,(z)}nen € um conjunto infinito de fungdes periddicas de periodo 7.

(o.]
Entdo, também & periddica de periodo 7 a série Y. f; gi(x), se esta convergir.
=

2.1 Funcoes ortogonais

Definicio 4 (Produto Interno) Dadas as fungdes fi e fo continuas no intervalo [a,b]. O pro-
duto interno de f1 e fo em [a,b] é o niimero

()= [ Fia) o) da

Definicdo 5 (Funcoes Ortogonais) Considere as fungdes f1 e fa continuas no intervalo [a,b] C
R. Dizemos que f| e fa sdo ortogonais em |a,b] se o produto interno destas fungéoes for igual a
zero, ou seja

(Frd)= [ fi@) (o) do =0

Definicdo 6 (Conjunto de Funcoes Ortogonais) Um conjunto de fungées reais {(n ()} nen €
ortogonal em um intervalo [a,b] C R se para m # n.

(Ym,n) = /abwn(m)wm(x) dr = 0.

Serdo demonstradas agora as relagdes de ortogonalidade. Elas serdo ultilizadas para expressar
os coeficientes de Fourier de uma funcéo! f : [a,b] CR — R.

Proposicao 7 (Relacoes de Ortogonalidade) Seja [—L, L] C R um intervalo. Tem-se as seguin-
tes relacoes de ortogonalidade:

L
/ COS@ sen mre de = 0,sen,m>1,; (8)
~L L L
/L T mre L se n=m>1, )
LT T T 10 se n #+m, com m,n > 1;
L nmwx mmx L se n=m>1,
/_ ey dv = { 0 se n#m, com mn>1. (10)

Serdo demonstradas apenas as duas primeiras identidades acima, pois a demonstracao de (10) é
andloga a de (9).

! Periédica de periodo 2L, continua e com derivada primeira de quadrado integravel.
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Prova de (8): Como

O sen ° ! sen ma(n+m) sen m(n —m) Entdo
cos — == - : ,
L L 2 L L
L 1 (L _
/_Lcos$ sen m;m dr = 5/_L sen Wm(nL—l—m) — sen ﬂx(nL m)} dz
1 { —L mx(n+m) ‘L
= - cos
2lm(n+m) L -L
n L o ms(n—m)‘L }
m(n—m) L ~L
Param, n>1,
L L —L
(i) cos Wx(n;— m ‘_L = cos— (n;_ m) — cos ul )l(;n—i—m)
= cosm(m+n)—cos(—m)(m+n)
= cosm(m+n)—cosm(m+n)=0.
— L Lin— —I)(n—
(i) cos wx(nL m) ’L = cos™ (nL m) —cos ul )én m)

= cosm(m—n)—cos(—m)(m—n);
= cosm(m—n)—cosm(m—n)=0.
Entdo, de (i) e (ii) obtém-se (8).
Prova de (9): Considera-se dois casos, m =n, > 1em #n, com m, n > 1.

(i) Para m=n>1,

COS —— COS = | COS——

nrr  mnx ( mrx) 2
L L L

Como

( mrx)Q 1 [1+ 2n7rx} Enti
cos— | == cos . Entao,
L 2 L

L nwT mnx 1 (L 2nmx
/ COS —— COS de = = / {1 + cos ]
-L 2J-L

L L L
I L 2nmx| L
= 5567L+%sen 7 ’J
= ;{L—(—L)—FQ?[;T(SCH(_I/)(LQWT))
sen (—L)L(er)ﬂ
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1
= —|2L
22

L
B >(sen 2nm+ sen 2nw)|.
nm

Logo,
dr = L.

COS ——— COS

/L nwT mmx
- L L

(ii) Param #n, m, n > 1,

nmTx mmnx

Logo,

dz = 0.

COS —— COS

L L
Portanto, de (i) e (ii) obtém-se (9). [ |

/L nwxT mmx

Exemplo 2.1 Os conjuntos de fungoes {on ()} nen € {on () }nen, com

nmwx nmx

on(z) = sen - e on(x) :COST’

sdo ortogonais em [—L, L|. Pois, param #nem, n>1

Como sen (kw) =0, paratodo k € Z,

L mmx nwT
sen sen —dx = 0.
-L L L

A ortogonalidade de {pn(x) }nen segue como caso particular de (9). O
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Definicdo 8 (Func¢do Harmonica) Seja Q) C R" um conjunto aberto e u é uma fungdo definida
em 2 duas vezes derivdvel, u = u(x1,x2,...,Ty). A equagdo de Laplace, onde A é chamado de
operador Laplaciano de u, é definida por

Z (11)

\>l\.‘2

Se u : 2 — R for continua e satisfaz a equacdo de Laplace (11). Entdo u é harménica.

Teorema 9 (Principio do Maximo/Minimo) Seja ) limitada e u : Q — R continua e harménica
em §2, entdo os valores mdximo e minimo de u sdo atingidos em 0.

Demonstracao: Vide Medeiros, p. 141. |

Definicao 10 Seja f : X — R uma funcdo com dominio X C R, entdo f é dita de classe C"(X)
se sua n-ésima derivada for uma funcdo continua.

Exemplo 2.2 Os conjuntos de fungées { sen(nmx/a)}nen, {cos(nmx/a)bnen, {senh(nrx/a)}pen
e {cosh(nmx/a)}pen sdo de classe C*°(R) pois suas derivadas sdo continuas para todo n € N
ercR 0J

3 Série de Fourier

Ao longo desta secdo serdo destacadas as defini¢des, proposicdes e teoremas principais
relacionados a esta série. Vé-se que quando uma determinada fungdo f satisfaz algum dos Teo-
remas da convergéncia uniforme a série de Fourier de f converge para esta através de sucessivas
aproximacdes pela soma de senos e cossenos.

Defini¢sio 11 (Série de Fourier) Seja f : R — R periddica de periodo 2L 2, integrdvel e abso-
lutamente integrdvel em cada intervalo limitado, em particular [—L, L]. A série de Fourier da
fungdo f é a série trigonometrica dada por

1
Qag—i—%(ancos 7 + b, sen m[r/:v) (12)

onde os niimeros reais ay, paran > 0, e b,, paran > 1, sdo chamados de coeficientes Fourier,
também chamados de coeficientes de Fourier-Euler.

A relacdo entre f e sua série de Fourier nem sempre € de igualdade. Por isto faz-se

1 nwT mrm) (13)

f(x)Nan—i-Z(ancos 7 +by, n Sen ——

Serdo dadas condi¢des a f para que esta igualdade ocorra. Ela serd necessaria, como visto a
seguir, para descrever os coeficientes a,, e b, de (12).

2 Usa-se este periodo pois 0 mesmo é periodo fundamental das fungdes (cos)seno como visto na Proposicio 2.
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Definiciao 12 (Integracdo da Série de Fourier) Seja f : R — R uma funcdo igual a sua série
de Fourier em que (12), por suposi¢do, converge uniformemente. A integral de f em [—L,L] é
dada por

L L
/ f(x dx—/ §a0 dx—l-z (/_Lancosnzx d:L'—i—/_Lbn sennzxda:). (14)

A integracdo € vdlida mesmo se a série em (13) ndo convergir para f. S6 nao vale a igualdade.

Proposicdo 13 (Coeficientes de Fourier) Seja f uma funcdo periédica de periodo 2L, integrd-
vel e absolutamente integrdvel no intervalo limitado [— L, L], expressa por

1 nmwT

flz)= 2a0—|—nzzl<ancos 7 + by, sen L) (15)

onde por suposicdo, a série dada em (15) converge uniformemente. Entdo, as constantes an,
paran > 0, e by, para n > 1, sdo definidos como os coeficientes de Fourier e correspondem as
expressoes

1 (L
@ = Z/_Lf(x) d, (16)
anp = L/ cos— dx, para n>1, (17)
b, = L/ sen — d$ para n > 1. (18)

Prova de (16): Integrando ambos os lados de (15) em [—L, L], obtém-se (14). Dai,

L ap ¥ L X1 nrx| L nmwx
dr = X AT ) g ey
/ f(x) dx 5% —I— E—1 " { < sen — _L) n (cos 17

-L
aol agl L X1
2 * Z n

T n=1

)l

5 an( sen nm— sen (—nmw))

— ap(cosnm — cos(—nﬂ)ﬂ

I L i 1 [ )}
= a — — COSNMTT — COSNTT
0 T
Assim,
L 1 /L
/_Lf(x) dx:aoL:agzi/_Lf(x) dx.
[ ]
Prova de (17): Multiplicando (15) por cos(mnz/L),
f(x)cos m;r:v = % coS —mg + Z (an coS —L cos mgx + b, sen sz coS m;/rx)

n=1
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Integrando ambos os lados da igualdade acima no intervalo [—L, L],

L L
/_Lf(a:) cos 0 qr = 5 / cos "0 g + Z (an /_L cos?cos mgx dx
+ by / sen wcos mgx daz).

Como,
ag (L mmz ao[L emﬁxL}
— [ cos r = — sen
2 J-L L 2 lmm L |-

= Q%W( sen mm+ sen mm) = 0.
E ainda,

(i) Pela relacdo de ortogonalidade (8),

L mmx nmwT
CoS sen — dx = 0.
-L L L

(ii) Pela relacdo de ortogonalidade (9), para n =m

L mmx nwT
/ Cos cos— dx = L.
—L L L

Entao, por (i) e (ii) obtém-se

L nmwx 1 L nwx
an 7Lf(:r)cos 7 dx = ay, 7 7Lf(x)cos 7 dx

Prova de (18): Multiplicando (15) por sen (mmz/L),

£(x) sen mrz _ay MTT N i ( nre M b sen nre mﬁx)
x = — @y, COS —— — — .
L 2 " L L " L L

Integrando ambos os lados da igualdade acima no intervalo [—L, L],

L L
/_Lf(x) sen m;r = 3 / sen 0 g 4 Z (an/_Lcosnzx sen m;mc dx
+b/L enmmem7md>
sen —— sen x).
"L L L
Como,
ag (L mnz ag L mmx |L }
— sen r = — ——cos
2 J-L L 2 mm L -1
ao
= - - ~0.
2mﬂ(cos M — Cos M)
E ainda,
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(i) Pela relagcao de ortogonalidade (8)

L
/_Lcos? sen mzx dx =0
(ii) Pela relacdo de ortogonalidade (10), paran =m
L
L . sen m;rx sen mme dr = L.
Entao, por (i) e (ii) obtém-se
1 (L
bpL = / sen—dw b:ZLLf(x)sen?dx.

Note que para n. = 0 em (17), ag = (1/L) [*; f(x) dx. Por este motivo multiplica-se ag por
% em (15), pois assim obtém-se uma tnica férmula para todos os a,.

Proposicao 14 Seja f : R — R uma funcdo periodica de periodo 2L, derivdvel com derivada
L'. Entdo

1 nmT
e r
B L
bn_mr _Lf(x)cos 7 dx. (20)
Prova de (19): Por (17)
L L L I, L
La, = /_Lf(x)cosn—?dx:% (x)senn—zx_L—% Lf/(x)sn—dx
L L (L nwx
- Z(f(L —f(-L - ——/ / e
mr(f( ) sen nm — f(—L) sen (—n)) - _Lf( x) sen 7 dx
L L, nwx 1 L, nmx
= an——m[Lf(x) en—dm-—E 3 f'(x) sen — du.

Em particular, tomando os valores absolutos,

o < = [ 1)

nmw
[ ]
Prova de (20): Por (18),
nwT L nrx|L L L nmwT
Do = [ s ™ aem L™ [ e
bn f(z) sen dx - f(x)cos 7 ,L+mr _Lf(x)cos 7 dx
L L nwT
= ——(f(L — 7/ ! 7 d
mr(f( Jcosnm — f(—L)cos( mr))—I—mT _Lf(x)cos 7 T
L (L, nwx 1 nwx
= bn—m/_Lf(x)COSTd‘T—E f( )COSTdSU
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Em particular, tomando os valores absolutos,

< = [ 1) e

nm

Teorema 15 (Séries de Fourier de Funcoes Pares e impares) Seja f uma fungdo L', periddica
de periodo 2L. A série de Fourier da fungdo f e os seus coeficientes sdo definidos respectiva-

mente por

f(x) —I— Z (ancos + by, sen ZI)

(i) Se f for par,

nmx
an = L/ COST dx, paran > 0, (21)
flz) ~ +—§:(hlcosf?5§ (22)
2 = L
(ii) Se f for impar,
a, = 0,
b, = L/ f(z sen dx paran > 1, (23)
o
f(x) ~ > by sen nfzx (24)
n=1

) 1 L nmwx 1 L nw
Prova (i): Como a,, = ZLLf(x)cosT dr e b,= ZLLf(x) sen < dx.
Pelas propriedades de fungdes pares e impares,

f(x)cos? épar e f(x) sen? ¢ impar.

Assim,
2 L nwx
by =0 _f/ L
n e an=7 A ) cos 7 0%

Consequentemente,

a > nwx

f(x) ~ 94 > apcos——
2 L
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1 /L 1 (L
Prova de (if): Como anzszf@)COS? dr e anZ/Lf(:E) sen?dm

Entao, pelas propriedades de funcdes pares e impares,
f(x)cos? ¢ fmpar e f(z) sen ? ¢ par.

Assim,
nmwx

2 (L
a,=0 e bn:f/o f(x) senTcl:L*
Consequentemente,

o0
nmwx
~ Z b, sen <
n=1

3.1 Convergéncia uniforme da série de Fourier

Teorema 16 Seja [ uma funcdo periddica de periodo 2L, continua e que a derivada primeira
seja L?. Entdo sua série de Fourier converge uniformemente para f.

Demonstracao: Para demonstrar tal resultado serd ultilizado o Teste M de Weirestrauss . i.e.,
serd verificada a convergéncia da série de Fourier de f atrdves da convergéncia de uma série
numérica.

Inicialmente note que

nmwx | | mrx‘ < | | ois mr:v‘ <1
ancosS ——| = lanllcos —= a oS
n I n I S |Gp|, P 7L <1,
nmr nmwr ) nmwx
Z = |by|| sen —Z ‘ <|bp|, pois |sen Z‘ <1.

Pela desigualdade tridngular
[0.9]
£ Xl + )

Zancos L +b sen

Entdo, para mostrar a convergéncia da série de Fourier basta mostrar a convergéncia da série

[e e}
(|an]+[bal)- (25)
n=1
Pela proposicdo (14),
L L
ap = —%b% e by,= %a;w
onde

/_1/L/ nre 1_1/L/ nme
an =T _Lf(af)cos 7 dxebn—L _Lf(x)sen 7 dx.

Dai, a reduzida de ordem n da série (25) é

< 1 / /
Z* |aj] + b))

Tj=1J
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Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

1

WIEE Yty ()" 26

7=1
Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz® em R? no terceiro somatério de (26),
2L 2
(S 1) (S i)
T —

_1j

n
Z |aj| +1b5]) <

Pela desigualdade de Bessel

L L) (g B) < 2(3 L) [ i,

T ]1j

Como (7) e (ii) convergem, por ser uma 2-série e por f’ ser de quadrado integrdvel, respectiva-
mente, a série de Fourier converge absolutamente para f como se queria provar.
|

Lema 3.1 Seja ¢ : R — R uma fungdo periodica de periodo 2L definida por
—3(1+%) se —L<z<0,
0 se x =0,

F(1-%) se 0<z<L.

Entdo, a série de Fourier de ¢ converge uniformemente para ¢ em qualquer intervalo que ndo
contenha pontos da forma 2Ln comn € Z.

Demonstracao: Note que ¢ € impar. Assim, a série de Fourier é dada por (24). Onde

2 (L1 T nmwT
bn = z/o z(l‘ﬁ sen —— de

L L L L
[ 1+ 1 nmx L] 1 (L nre
= ——|cosnm— —— |xcos — cos —dx
nmw nmL L o nwL L
1 1 1
= —cosnm——J[cosnm — 1] = —.
nm nm nm
Deste modo a série de Fourier de ¢ é

121
=Y —sen 2F 27)
T L

> (lal +[b)? < 2(a® +%)
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Prova se agora que dado 0 > 0 arbitrario a série (27) converge uniformemente para 0 < § <
|x| < L. Para isto utiliza-se o Critério de Cauchy para convergéncia uniforme de uma série de
fungdes. i. e., basta provar que para todo € > 0, € R dado, 3 ng € N (ng =ng(€)) tal que quaisquer
que sejam os naturais n e m para todo z € [0, L],

= Seén —— €.
L

j=n

n>ny =

+
Paratodo z € [—L, L], comx #—2Lne x #0,

T _ nw 4 1
T 2rx nrx 952 Cosx( L +2)
sen — + sen —— + ...+ sen =

L L L QSCD%

Entdo, para todo x € [0, L], 0 <0 < L, sen (x/2) > sen (4/2). Consequentemente,

1 < 1
= D

T
sen 5 sen 5

Dai segue que

T nmw 1
Cos 5 — cosx(L + 2)

n - n .
Jjmx jmx 1
sen < = sen ’ <
jz_:l L 2 sen J ]_221 L sen 3
Tomando B = — T

sen §
> sen jﬂ’ < B. (28)
J=1 L

n+m JT _ ~nt+m jrx  ~n+l jmx
Como Zj:n sen “ - —ijl sen “ - ijl sen “7-.

_|_
Por(28)| 3. sen (jrz /L)‘ < 2B. Utilizando o Lema de Abel paraa; = 1/j e b; = sen (jmz/L)
j=n ;

Jj=
n,
ntmy gz 2B
Z —-sen —| < —.
—~ L n
j=n

Por nlgg()QB/n =0, paratodo € >0, e € R, dng € N tal que n > ng = 2B/n < €. Entio,

n—+m 1

Zfsenﬂ < €.

n>n, =
0 L

J=n

Portanto a série converge uniformemente para ¢ em qualquer intervalo que ndo contenha
pontos da forma 2Ln, n € Z [ |

Teorema 17 Seja f : R — R uma funcao periodica de periodo 2L, seccionalmente continua e tal
que a derivada primeira pertenca a L?. Entdo, sua série de Fourier converge uniformemente em
todo intervalo fechado que ndo contenha pontos de descontinuidade.

Demonstracao: Vide FIGUEIREDO, p. 69 |
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4 Problema de Dirichlet para a equacao de Laplace

Os objetivos principais nesta se¢do serdo mostrar a existéncia e unicidade de solucdes para
o problema de Dirichlet associado a equacio de Laplace, dentro de um retangulo do R2. Serd
mostrado ainda que o problema de Dirichlet para a equacao de Laplace tem uma tnica solugao,
dentro de um retangulo de R2, no sentido cldssico.

4.1 Existéncia de solucoes
Seja © um retangulo com lados a, b (a > b) com um vértice na origem do plano R?.
Q={(z,y) eR*|0<z<a, 0<y<Db}.

Dada f : 92 — R continua. De um modo geral, o problema de Dirichlet n retingulo consiste em
encontrar uma funcgao u : {2 — R continua satisfazendo as seguintes condi¢des:
{ Au = 0 em Q,

u = [ sobre OS2, (29)

onde © e 99 sdo o fecho e a fronteira de €2, respectivamente.
Especificamente, neste trabalho, ) € constituido de quatro segmentos cujas condi¢cdes de
fronteira sdo:

u(z,0) = f(z), u(0,y) = g(y),
u(z,b) = fi(x), u(a,y) = g1(y).

Estas condi¢des devem compor uma fung¢io continua ao longo da fronteira de €2, por (29),
portanto nao podem ser arbitrarias. Assim deve-se ter

f(0)=9(0), fla) =g1(0), fi(a)=g1(b), f1(0)=g(b).

Caso isto ndo ocorra pode-se encontrar uma fungao harmoénica v em §2, a qual satisfaz as hipdteses
de fronteira em um certo sentido, oque impediria que u fosse continua em €.

Este problema pode ser resolvido da seguinte forma: decompde-se 0 mesmo em quatro pro-
blemas de dirichlet, onde cada um deles € obtido tomando trés das fun¢des em (30) iguais a zero,
e resolve cada um destes isoladamente.

A solugdo do problema € a soma das quatro solugdes, ou seja, © = uj + u2 + uz + u4. Como
cada solucdo € obtida com condicdes de fronteira nulas exceto em um dos lados do retangulo,
entdo elas sdo idénticas, assim, basta resolver o problema de Dirichlet para o retingulo com as
condig¢des de contorno

(30)

u(z,0) = f(z), wu(z,b)=u(0,y) =u(a,y) =0, sendo f:[0,a] — R continua. 31)

Para que se tenha a continuidade da funcdo u ao longo de todo o contorno do retdngulo deve-se
fazer f(0) = f(a) = 0, pois, por (31), isto faria as condi¢des de fronteira nulas nos vértices, ou
seja,

1(0,0) = u(0,b) = u(a,0) = u(a,b) =0,

nao sendo necessario definir a solucdo de (29) para dados de fronteira descontinuos.

Portanto, o problema de Dirichlet para a equacdo de Laplace em um dominio retangular
consiste em encontrar uma fungio u = u(x,y) que satisfaz (29) e (31).

O principal resultado deste arquivo € estabelecido no seguinte teorema.
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Teorema 18 (Existéncia de solucdo do problema) Seja f : [0,a] — R continua em [0, al, dife-
rencidvel em (0,a) a menos de um niimero finito de pontos, f’ seccionalmente continua em [0, al
e f(0) = f(a) =0. Entdo a série

s nwx\ [ senh (W) 2 ra nwx
u(z,y) =Y _ By sen ( > ( —— ), onde B,, = E/o f(z) sen (a) dz,
n=1

a senh (—212)

converge uniformemente em [0,a) x [0,b], u € C°([0,a] x [0,b]) NC*®([0,a) x [0,b]) e u é solugdo
do problema (29) submetida as condi¢coes de contorno (31).

O plano da demonstragdo do Teorema 18 tem as seguintes etapas:

Meétodo de separacdo de variaveis: Consiste em tomar a fungo u na forma

u(w,y) = @(r) . P(y) (32)

afim de obter duas Equacdes Diferenciais Ordindrias. Encontrando as solu¢des das EDO’s,
reuni-se as mesmas obtendo uma solucao para as Equacao Diferencial Parcial em (29).

Para resolver o problema (29), deriva-se u duas vezes com relacdo a z, duas vezes com
relacdo a y e substituir estas derivadas parciais em (11) obtendo assim duas equacdes dife-
renciais ordindrias que dependem de uma constante real \.

Determina-se as solugdes destas EDO’s que satisfazem as condi¢des de contorno (31) en-
contrando assim o valor de A, que vai estar dependendo de um ndmero natural n. Apds
encontra-las vé-se que para cada n € N, as sucessdes de fungdes (i, )nen € (On)nen S0
solucdes das equacdes diferenciais ordindrias que dependem respectivamente de x e .
Substituindo estas solu¢des em (32) encontra-se uma sequéncia (uy),en de solugdes do
problema em questao.

Pelo Principio da Superposicdo, soma-se as solu¢des u,, de modo a obter uma solucdo do
problema de Dirichlet (29) satisfazendo as condi¢des (31).

Demonstraciao do Teorema 18:

Para u(z,y) = ¢(z) . ¥(y), com ¢ depende somente de = e 1) depende apenas de ¥,

a / 62 1

e =P @) ) = 55 =¢"(@) . v), (33)
9, 0?

5y =P W)= =) ') (34)

Para satisfazer o problema de Dirichlet substitui-se (33) e (34) na equagdo de Laplace (11).
Assim,

U(y) . " (x) = —p(x). V" (y).

Dividindo por ¢ e 1), nos pontos onde estas fungdes ndo sio nulas,

¢'(x)  "(y)

o) aly)
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sendo A\ um parametro independente de x e y.Dai sdo obtidas duas equagdes diferenciais

ordinarias:
e S GO (3%
V" (y) "
— Y A =0. 36
) = " (y)+ Mb(y) (36)

As hipéteses de fronteira u(0,y) = u(a,y) = 0 exigem que
0(0) . ¥(y) = ¢(a) . ¥(y) =0.
Como ¢ (y) = 0 ndo ocorre por ndo nos interessar a solucdo trivial, u(x,y) = 0. Entéo,
©(0) = p(a) =0. (37)

Assim, deve-se encontrar a solugdo de (35) que satisfaga o problema de valor de contorno
(37). Como (35) é uma EDO linear de segunda ordem com coeficientes constantes entao
sua equacao caracteristica e a solucdo desta equacdo € respectivamente

+
m?—A=0= m=—V\
Tem-se as seguintes possibilidades para a solu¢do procurada.

(i) Para A\ = 0 a solucdo geral de (35) é: p(z) = ae® + fae’.
Resolvendo o PVC

0(0)=a+0.=0= a=0,
pla)=a+af=0= =0,

conclui-se que ¢(z) = 0.

(ii) Para A > 0 a solugdo geral de (35) é: p(z) = aeV T 4 56_‘&“’.

Resolvendo o PVC
p(0)=a+p=0
{ ola) = ae™ 4 Be=aVA = = a=p=0,

conclui-se que ¢(z) = 0.

(iii) Para A\ < 0 a solugo geral de (35) é: ¢(x) = e’(acosv/— Az + 3 sen v/—A\z).
Resolvendo o PVC

©(0) =acos0+Fsen0=0= a=0,
vla)=0+pFsenv/—-Aa=0= f=00uv/—Ia=nnr

conclui-se que ¢(z) = 0 ou, fazendo =1, p(z) = sen (nmzx/a).

AMORIM, A. M. do N.; TRINDADE, A. K. B. da; ARAUJO JUNIOR, F. de P. S. de. Um estudo sobre série de Fourier e aplicacdes a problemas do tipo Laplace.
C.Q.D.— Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 15, p. 56-78, jul. 2019. Edicao Iniciacao Cientifica.
DOI: 10.21167/cqdvol15ic201923169664amnaakbtfpsaj5678 Disponivel em: https://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/

73



A possibilidade p(z) = 0 é descartada, pois o interesse é obter solugcdo ndo nula. Entdo

)\ — —_n-m
respondentes sdo

on(z) = sen (W) 0<z<a,
a

5 ’ sd0 os autovalores* do problema dado em (35) e (37) cujas autofungdes? cor-

(38)

solucdes da equacdo diferencial ordindria (35), pois ¢ estd dependendo de = e n pelo fato

de o dltimo ndo ser uma constante. Assim, para cada n € N obtém-se (36) na forma

n?m?

V' (y) = —5—¢(y) =0.

a

(39)

Resolvendo (39) obtém-se respectivamente a equagao caracteristica e a solu¢ao desta equa-

¢do
5 nim? + nmw
m'————=0 = m=——.
a a

Entao as solugdes de (39) sdo:
Un(y) = ane™™/ 4 g e~ (/a0 <y <,
Como u(z,b) =0 = 1, (b) =0,

—(nmb)/a
Yn(b) = ane(mrb)/a +6ne—(n7rb)/a =0= ap= _571 -

e(nmb)/a -
Dai,
wn<y) _ _ﬁne 2(nmd)/ (nwy)/a+ﬁne—(n7ry)/a
_ g, e () agnm/a)(y=b) _ o~ (nm/a)(y-b)]
Fazendo ~,, = —20,, e sendo
(nm/a)(y—b) _ o—(nm/a)(y—b)
nm e e
on (51y-0) - (T
Obtém-se

nmb

nly) = ¢ s (77
Portanto, de (38) e (40) tem-se as funcdes

U (2,y) =y e~ ")/ gen <n7;:c> senh (T(y — b))

(y— b))

— By, e—2(n7rb)/a'

(40)

(41)

Como a equacdo diferencial parcial em (29) € linear e homogénea, entdo pelo Principio da
Superposicdo a soma de um niimero finito de candidatas a solugdo é, também, uma possivel

solucdo do problema de Dirichlet (29). Ou seja,

n
=>_uj(z,y
j=1

4 Niimeros para os quais o problema de contorno apresenta solugio nio trivial.
> Fungdes que dependem destes valores de \.

(42)
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De (41) e (42) a funcdo

u(z,y)=>_ e~ (nm)/a gop (T) senh <na7r<y — b)) (43)
n=1

€ candidata a solucao de (29).

Por (43) e pela condicdo de contorno u(z,0) = f(x) dada em (31),

f@)=2_m e~ (mmb)/a gen (m;x) senh (—mrb)i (44)
n=1

a

Em (44) vé-se que f depende apenas de x, pois v, e~ ("™)/@ senh (%ﬂb) variam apenas

com n. Entdo, f € equivalente a uma série de Fourier de senos. Logo, por (23),

Y e_(mrb)/a senh (_nﬂ-b> - 2/0af(x) sen <n7;$>dl‘ Dai,

a a
2 a nmT
~(nwb)ja _ 2 / () d
e x) sen x.
o a senh (—_Zﬂb) 0 /(@) a
Seja
2 a
By, = —/ f(z) sen <n7rx> dx. (45)
a Jo a
A solucao do Problema de Dirichlet no retangulo com os dados de fronteira (31) é:
> nwx senh (M)
u(x,y) = B, sen ( ) ( L >, 46
(z,y) ;::1 n - senh (=70) (46)

desde que f : [0,a] — R seja continua em [0, al, diferencidvel em (0,a) a menos de um
niimero finito de pontos com f’ seccionalmente continua em [0,a] e que f(0) = f(a) = 0.
4.1.1 Convergéncia uniforme da série (46)

Para chegar ao fim da demonstra¢do do Teorema 18 basta entdo mostrar a convergéncia uni-
forme da série (46), e que u satisfaz

u(0,y) = u(a,y) = u(z,b) =0 (47)
9?u 0%
Z o= 4
522 oy =" (48)

Demonstracao: Mostra-se agora a convergéncia uniforme da série

00 nr(y—b)
B, sen (mrw) ( senh (— )>

a senh (%’rb)

n=1

Essencialmente sera utilizado o Teste M de Weirstrass pois, pelo fato de a funcao seno hiperbdlico
ser crescente e fmpar

senh (W)

<1 paratodoy € |0,b|,
senh(—”éﬂb) =2 P yel0.)
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e por | sen (nwx)/a| <1, paratodo x € [0,a], entdo

T\ (/ sen ”(y ) n
ysen () (M 2y )| < 51

a senh (=2 8

n
2
j=1

n
Sendo a série ) |B;| uniformemente convergente pela hipotese dada a f e a demonstracdo
J=1
desta convergéncia uniforme andloga a demonstracdo do Teorema 16. Entdo, a série em (46)
converge uniformente para u em 2. Sendo assim,

0%u X nip? nmz\ / senh (M)

(95132( my) = nz::l_ a? Bn sen ( a ) ( senh (= mrb) )’ 4
0%u n?n? nmx\ / senh (LT(Z*b))

aTJQ(I,y) B nzl a? B sen( a )< senh (%“b) ) (50)

Somando (49) com (50) obtém-se (48). i.e., a func¢do de duas varidveis u € harmonica nesta regiao
e ainda satisfaz (47), pois

nw(y—>b)

gwb))> =0 por sen (nm)=0;

senh (

u(a,y) = ij:Bn sen (n) (

senh (

n=1
> h

u(z,b) = Y Bysen (nm;) ( senh (0) )—O por senh (0) = 0;
n=1

a senh (%ﬂb)
00 h nm(y—b)
u(0,y) = ;Bn sen (0) ( S:ﬂ}f( mb>)> =0 por sen (0) =0.

Portanto, provou-se que (46) € de fato solucdo do problema (29) submetido as condicdes de
fronteira (31), quando f satisfaz as hipéteses dadas em (18). [ |
A seguir mostra-se que, quando existe, a solu¢do u € tnica para todo (x,y) € €.

4.2 Unicidade de solucoes

Teorema 19 (Unicidade) Sejam Q uma regido limitada do R? e u,v : Q — R, funcées de duas
varidveis, continuas e harménicas em (). Se u e v sdo duas solucoes do problema de Dirichlet
(29) em Q para uma mesma fungdo f. Entdo u(z,y) =v(x,y) para todo (x,y) € S

Demonstracao: Considere a fun¢io 1) = u —v. Por u e v serem soluc¢des do problema de Diri-
chlet, entdo v € continua em §2 e 1) = 0 sobre 0.
Pela hipétese, u e v satisfazem o Principio do Médximo e Minimo (9). Assim,

P(x,y) <0 para(z,y)€Q e Y(x,y) >0 para(z,y) €.

Consequentemente, 1) =0  para todo (z,y) € €. Logo, u = v em todos os pares (z,y) € 2. W
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5 Consideracoes finais

Neste trabalho apresentou-se um pouco do contexto histdrico sobre a série de Fourier, des-
tacando o seu surgimento, a motivacdo Fisica para o desenvolvimento da teoria, sua importancia
no cendrio matematico tanto daquela época quanto nos dias atuais.

A teoria de Fourier foi responsdvel por vdrias discursdes no século XIX e contribuiu para
consolidagdo da integral de Riemann e outras consequéncias importantes na drea de Andlise
Matemdtica.

Além disto, foram apresentadas, detalhadamente, algumas propriedades sobre a série de Fou-
rier, necessdrias a sua aplicabilidade na resolucao do Problema de Dirichlet cldssico para a equa-
¢do de Laplace linear, o qual foi o principal objetivo deste artigo, dando condi¢des de concluir
que sob certas condicdes a equacao estudada possui solug@o tnica em um dominio retangular.
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