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Taxas de convergéncia para métodos de otimizacao

Convergence rates for optimization methods

Resumo

O proposito do presente trabalho € apresentar algumas nocoes
basicas acerca de métodos de otimizagdo em geral. Sdo menci-
onadas defini¢des importantes dos diferentes tipos de métodos e
os principais problemas relacionados a utilizacdo e anélise tedrica
deles. Em especial, tratamos sobre os conceitos que classificam os
métodos, algumas no¢des de convergéncia, taxas de convergéncia
e regras de parada. No mais, demonstramos uma relacao entre
duas taxas de convergéncia, que é um dos principais indicadores
de eficiéncia de um método iterativo, apresentamos um exemplo
de uma das taxas de convergéncias citadas e ainda analisamos a
taxa de convergéncia do método de Newton para equagdes com o
intuito de exemplificar o exposto. Os métodos de Newton, muito
eficientes na drea da matemédtica computacional, sd3o um meio uti-
lizado para resolver sistemas de equacdes nao-lineares. Estes ad-
mitem também uma interpretacao voltada para a otimizacao, a fim
de desenvolver técnicas de globalizacao.

Palavras-chave: Otimizacdo. Taxas de convergéncia. Regras de
parada.

Abstract

The purpose of this paper is to present some basic notions about
optimization methods in general. Some important definitions of
the different types of methods and the main problems related to
their use and theoretical analysis are mentioned. In particular, we
deal with the concepts that classify the methods, some notions of
convergence, convergence rates and stopping rules. Moreover, we
show a relation between two convergence rates, which is one of
the main efficiency indicators of an iterative method. We present
an example of one of the convergence rates and analyze the con-
vergence rate of the Newton’s method for equations to exemplify
the above. Newton’s method are used to solve systems of nonli-
near equations and admit an optimization interpretation.
Keywords: Optimization. Convergence rates. Stopping rules.
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1 Introducao

O presente trabalho € um recorte da iniciacdo cientifica “Introdu¢do a Otimizagdo: Métodos
unidimensionais € Métodos de Newton”.

A otimizacdo matemadtica, que consiste basicamente em procurar solugdes ideais (maximi-
zantes ou minimizantes) para um certo problema, ¢ uma éarea que tem crescido bastante nos
ultimos anos, apesar de ser relativamente recente. Tal crescimento da area conduziu a um au-
mento da especializacdo e da diversificacdo. Assim sendo, podem-se observar especializacdes
em otimizag¢do ndo linear, otimizagao discreta, otimizacdo combinatdria, e mais recentemente em
otimizacao estocdstica. O crescimento deve-se em parte ao fato que os problemas de otimizacao
surgem em vdrias aplicagdes praticas de ciéncias, como engenharia e economia. Entretanto,
muitas vezes tais problemas sdo complexos, de dificil solu¢do e envolvem redugdes de custos
significativas, melhorias do tempo de processos, ou uma melhor alocaciao de recursos em ativi-
dades.

Muitos processos podem necessitar de uma alocagdo otimizada de recursos, podendo incluir
capital, equipamentos, tarefas, e devem ser corretamente alocados nas quantidades, nos tempos e
na sequéncia para a obten¢ao do melhor resultado possivel. Para resolver o problema em questao,
implementamos entdo um método iterativo que busca uma solucio para o problema de acordo
com seus dados e alguns critérios que auxiliam na resolu¢do mais rapida e precisa. Um exemplo
de um desses critérios € a taxa de convergéncia, um dos principais indicadores de eficiéncia de
um método, pois mostra a proximidade dos pontos da funcdo objetivo do problema a solugao
esperada.

A relevancia da pesquisa na drea, vem do fato de existirem muitos problemas em aberto,
nog¢des nao totalmente compreendidas, conceitos estabelecidos em cima de simples conjeturas,
atraindo o interesse de muitos pesquisadores motivados pela consciéncia de estarem participando
da constru¢do de uma das mais promissoras dreas de conhecimento da atualidade. Como parte
de uma pesquisa de iniciacdo cientifica, este trabalho € uma introdugao aos conceitos e técnicas
da 4rea, e a principal referéncia utilizada foi o livro de Izmailov (2007), em relacdo ao qual a
contribuicdo é a demonstracdo da relacdo entre duas taxas de convergéncia e os exemplos apre-
sentados, que acreditamos contribuir para a compreensao do tema exposto.

2 Classificacao dos métodos de otimizacao

Consideremos o problema dado em formato geral

min f(x) sujeito a xED:{ XEQ;(();))Q%’. }, (1)
onde QCR" f:R" > R,h:R" - Rl e g: R" = R™, com g(x) = (g1(x),82(x),...gm(x)). A
solugdo desse problema depende das condi¢des sobre o conjunto D e da regularidade das fungdes
envolvidas.
Dizemos que (1) é um problema de minimiza¢do convexo quando D C R" é um conjunto
convexo e f : D — R € uma funcdo convexa no conjunto D. A importincia da convexidade fica
evidenciada no resultado a seguir, cuja demonstracao pode ser encontrada em Izmailov (2007).

Teorema .1 Teorema de minimizaciao convexa
Sejam D C R"™ um conjunto convexo e f : D — R uma fun¢do convexa em D.
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Entdo todo minimizador local em (1) é global. Além disso, o conjunto de minimizadores é con-
vexo.
Se f é estritamente convexa, ndo pode haver mais de um minimizador.

Ressaltamos que quando a fungio € diferenciavel, a convexidade admite vérias caracterizagoes
que sdo muito Uteis para determinar se uma funcao € convexa ou ndo. Por exemplo, se Q C R" é
um conjunto convexo e aberto e f : Q — R € diferencidvel em Q, entdo f é convexa em Q2 se e
somente se, para todox € Qe todoy € Q,

SO) = )+ (x),y—x).

Este resultado também pode ser encontrado em Izmailov (2007)

Todo método para resolugdo numérica do problema (1) utiliza o célculo de valores da funcao
objetivo e das restricdes do problema proposto, e em alguns casos, o método pode envolver
também uma ou mais derivadas destas funcdes. Tendo em mente essa informagao, passamos as
classificagdes dos métodos:

Um método é chamado passivo quando os pontos selecionados para calcular os valores ditos
acima sdo escolhidos segundo uma estratégia que ndo leva em consideracdo as informacdes da-
das ao longo do processo iterativo. Em contrapartida, um método é chamado sequencial quando
cada ponto é gerado a partir da informagcio obtida nos pontos anteriores. E fato que os métodos
sequenciais, geralmente, sao mais eficientes, por isso a grande maioria dos métodos computacio-
nais sao desse tipo.

Um método sequencial gera uma sequéncia de pontos no R”, do tipo x', x?, ..., x*, ..., chama-
dos de iterandos do método. A sequéncia {xk }, também chamada trajetdria, ndo necessariamente
contém todos os pontos em que os valores das funcdes e derivadas sdo calculados, ela pode ter
apenas alguns pontos selecionados especialmente. Ao se obter uma nova aproximacio {x*!'} a
partir de {x*} dizemos que houve uma iteracdo do método.

Frequentemente, métodos sdo descritos no formato de um esquema iterativo, como

=g, k=0,1,..., )

onde Wy é operador com valores em R”, definido em um conjunto U, C R". Ressaltamos que é
natural supor que na iteracdo k + 1 este operador seja conhecido. Assim, se o esquema iterativo
é fixado, a escolha do ponto inicial x° € U define uma tinica trajetéria do método se, e s6 se,

\Pk,l(lpk,z(...lpo(xo)...» el Vk=1,2,....

A ordem de um método € definida pela ordem maxima das derivadas da fun¢@o objetivo e das
restri¢des usadas no problema. Por exemplo, se um método utiliza apenas as derivadas primeiras
entdo este € um método de primeira ordem.

Nocoes de convergéncia

Um método tem convergéncia finita quando qualquer ponto inicial x° € Uy forma uma tra-
jetéria tal que um de seus elementos x* é uma solucdo do problema para algum k finito. J4 nos
métodos com convergéncia assintotica, usados em problemas com estrutura mais geral, como nao
hé certeza que x* seja uma solucio exata X do problema, prova-se que ele é uma boa aproximacio
da solugdo para um k suficientemente grande.

Como essa aproximag¢do pode depender de elementos variados do problema, a convergéncia
recebe diferentes nomes de acordo com cada aproximacao, as quais listaremos a seguir:
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1. A convergéncia em relacdo as varidveis do problema ocorre quando
(X} =% (k= o),
a partir do ponto inicial x°.
2. A convergéncia ao conjunto de solugées, quando
dist(x*,S) =0 (k— ),

onde S € o conjunto de solu¢des do problema. Além disso, quando S é um conjunto com-
pacto, esta propriedade se resume 2 existéncia de pontos de acumulacdo de {x*}, consi-
derando que todo ponto de acumulacao desta sequéncia € uma solu¢do do problema. No
mais, quando S é ilimitado, é possivel que {x*} munido da propriedade acima nio possua
pontos de acumulagdo.

3. A convergéncia em relagdo a fungdo objetivo acontece quando
dist(x*,D) = 0, f(x*) =V (k— ),

onde v € o valor 6timo do problema. Vale mencionar que essa propriedade ndo garante que
a trajetéria {x*} do método convirja.

4. A convergéncia em relacdo ao gradiente ocorre quando
{F'@)} =0 (k=)

Essa convergéncia é mais proveitosa em problemas irrestritos, pois um resultado para
métodos de otimizacdo irrestrita garante que todo ponto de acumulagio de {x*} é esta-
ciondrio.

5. Por fim, temos a convergéncia global quando Uy = R" e tem-se convergéncia a partir de
qualquer ponto x” € R”. Porém, quando a convergéncia s6 pode ser garantida a partir
de pontos estaciondrios ou pontos suficientemente préximos a solucio, falamos de con-
vergéncia local do método.

Destacamos que é sempre bom que métodos com convergéncia local sejam combinados com
outro método que forneca um ponto inicial x°, o que chamamos de globalizacdo da convergéncia,
a fim de que haja uma aplicacdo bem sucedida do método local.

De acordo com Izmailov (2007), de modo geral, uma maneira de solucionar um problema
relativamente dificil € reduzi-lo a uma sequéncia de problemas mais simples, seja ela finita ou
infinita. O impasse aqui € o fato de que nem sempre é possivel encontrar métodos eficientes
para a resolucdo de cada problema simples. Um exemplo dessa estratégia é o Método Classico
de Newton que reduz a resolucdo de um sistema de equacdes nao-lineares a solu¢do de uma
sequéncia de equacdes lineares. Vé-se entdo que o desenvolvimento de métodos para problemas
mais complexos exige estudo prévio de métodos que solucionam problemas mais basicos.
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3 Taxas de convergéncia

A taxa de convergéncia é um dos principais indicadores de eficiéncia de um método iterativo,
por isso € uma das propriedades mais importantes para a analise e avaliacio de métodos com
convergéncia assintética.

Suponhamos que um dado método seja convergente, local ou globalmente, a uma solugdo
X. Resultados sobre taxa de convergéncia fornecem uma garantia de velocidade na redugdo da
distancia ||x**! — || em relacfio a ||x* —X|| quando k é suficientemente grande. Neste caso, supo-
mos também que x° € R” é suficientemente préximo a X, que x* # X para todo k e que todas as
constantes a seguir ndo dependem de x°.

Sabendo isso, denominamos as seguintes taxas de convergéncia:

1. Convergéncia linear:
Se existe g € (0,1) tal que
[l %]

limsup ————— =
k—oo ka _xH

2. Convergéncia sublinear:

Quando

¥ B

lim sup I 8 jCH =1.
k—roo Hx _xH

0 que a torna mais lenta que a linear.

3. Convergéncia superlinear:
Quando g = 0 na relacao da convergéncia linear.

4. Convergéncia aritmética:
Ocorre quando
limsupk|jx* — || < C,
k—roo
onde C > 0 é uma constante fixa. Mostraremos adiante que este ¢ um exemplo de proprie-
dade que garante apenas taxa sublinear.

5. Convergéncia geométrica:
Quando
KF—x
limsup 7H . H <C,
k—yo0 q

onde g € (0,1).

6. Convergéncia quadrdtica:
Verifica-se quando

1l =
limsupka f;” <c,
k—yo0 Hx _XH

Essa taxa € um caso particular da taxa superlinear.

Cabe mencionar que a convergéncia quadratica da sequéncia {x*} C R” a um ponto ¥, a
principio ndo implica na convergéncia quadratica e nem superlinear das sequéncias {xi‘ ax;,i=
1,...,n. Outra observacdo a se fazer é que a taxa linear implica convergéncia geométrica, mas a
reciproca ndo acontece.
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( \ [ \ [ 1
Convergéncia Convergéncia Convergéncia
Linear Aritmética Quadratica
\, J \ J \ J
l Y Y
1 . Nz ) N N X !
Convergéncia Convergéncia Convergéncia
Geométrica Sublinear Superlinear
\, J \ VRN J

Provaremos entdo que (6) = (3):

k+1

limsu I ]|
P =
k—oo Hx _XH
g
:limsup%-]]xk—i\\
k—oo Hx _xH
k+1 _ +
glimsupH-limsupka—iH
k—soo Hx _xH k—roo
<C-0=0

O

Exemplo .1 Consideremos a sequéncia {xk} ¢ R? assim gerada: Para todo k, tomamos xé“ =

(x5)2. Para k impar, tomamos xlfH ML — (x ’5“)2

= x1 e para k par, tomamos x; e seja xi € (0,1).
Mostraremos que a sequéncia {xk} converge para X = (0,0) com taxa quadrdtica. Para isso,

lembremos que a convergéncia quadrdtica é dada por

, I — %]
lim sup — < C.
k—>oo ||xk_x”2
Sabemos que para k impar, ocorre
I =] = (1, (65)%) = (0,0) ]| = /() + (x3)?*
I =3l = [ (xf,25) = (0,0)[| = / (x])2 + (x3)?

E considerando que

() = ()2 = e () = ()" < (4)°,
temos

limsu M*limsu ﬂ*limsu \/i(xl§>2
e @R et G W2 et (B (1 ()7

Agora, para k par, temos

<V2.

IIX"“—XII=II((X’E“)Z’(X’E“)—(O,O))II=\/(xz"+1)4 (x5*)? .

I =% =/ ()? + (x5)?
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Usando o fato de que

limsup =i
koo ()% + (x5)? koo ()74 (65)?

) W2+l e
= limsu
e’ ()2 ()2~ W2

As estimativas de taxa de convergéncia geram informacgao util para comparagcdo qualitativa
de diferentes métodos, entretanto, é importante ressaltar que esta taxa ndo € a Unica variavel a se
considerar, pois bem se sabe que € preciso levar em conta o custo computacional de uma iteragao.
Outra propriedade bem relevante de um método € a estabilidade, definida pela capacidade de
lidar com problemas cujos dados sao fornecidos de maneira inexata ou com perturbacdes. Além
dessa, ainda € importante, em alguns casos, que a sequéncia gerada seja vidavel, ou em termos
mateméticos x* € DV k, pois em vdrias aplicacdes praticas, a fungdo f ou as restri¢des g, i estio
bem definidas apenas em pontos vidveis, isto €, a funcdo objetivo ou as restri¢des s6 estdo bem
definidas nos pontos (x',x?,...,x") interiores a D (regido vidvel) que é o conjunto de todos os
pontos que satisfazem as restricdes de um problema de programacao linear. Sendo assim, para a
solu¢do do problema, € melhor que se escolha um método que produza pontos vidveis em cada
iteragao.

3.1 Regras de parada

Mesmo que um método tenha convergéncia assintética, nenhum método computacional € in-
finito, por isso apresentamos a seguir o conceito de regra de parada. As regras mais precisas
sdo as que se relacionam com as taxas de convergéncia ou outras propriedades relacionadas a
ela, pois quando a taxa de convergéncia é conhecida, podemos estimar o nimero de iteracdes a
se fazer até que a solugdo alcance uma precisao dada. O problema em questdo € que na maio-
ria dos problemas, a taxa de convergéncia € local, o que impossibilita estabelecer o numero de
iteragdes necessdrias para se encontrar um ponto a partir do qual a taxa vale. E ainda, as taxas
de convergéncia apresentam certas constantes g e C com valores desconhecidos que limitam as
aplicagOes préaticas dessas taxas para obtencdo de regras de parada.

Nas resolugdes computacionais, usamos regras de parada diferentes das ditas acima, porque
sdo mais faceis de implementar, apesar de apresentarem menor precisdo. Tais regras levam em
consideragio o valor obtido em x* e talvez em alguns pontos que o antecedem, além do compor-
tamento das sequéncias x* e {f(xX)} e as condi¢des de otimalidade.

Sao tipos de regras de parada:

1. Ao fixar um nimero pequeno € > 0, o método se encerra quando ao fazer a iteragdo (k+1),
tem-se
I =3 <e.

Isso nos garante que o passo do método estd curto e que ndo ha mais como melhorar a
qualidade de aproximacao a uma solugdo.
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2. Apresentamos uma taxa que se desenvolve de maneira parecida com a anterior
k-1 -
IF) —f@I <e.

3. Quando f ¢ diferencidvel em um problema irrestrito, temos a taxa

IF ] <e.

Deixamos claro que as taxas de convergéncia apresentadas acima ndo garantem em nenhum
sentido uma aproximacao do iterando x*! a uma solugdo do problema. Mesmo assim, elas sio
muito Uteis em problemas computacionais, porque nao ha métodos mais eficientes que possam
ser usados.

Na préatica, mesmo que nenhuma regra de parada seja satisfeita em um problema de grande
porte, o método € parado por exaustdo do tempo disponivel, o que torna 0 nimero miximo de
iteragdes ou o nimero méaximo de avaliacdes da fun¢do objetivo uma regra de parada implicita.
Pode ser que nesse caso a aproximagdo gerada nao seja tdo proxima da real solucdo, porém as
vezes isso € o melhor que pode se obter com as ferramentas que se tem em maos.

Como vimos que ha alguns impasses quanto as regras de parada, o ideal é que elas sejam
usadas em combinac¢do, segundo uma hierarquia estabelecida entre elas. Essa hierarquia e varios
parametros relacionados a ela € uma questdo que abrange mais a drea da computacdo que da
ciéncia exata.

4 Analise da taxa de convergéncia do método de Newton

Essa secdo diferencia o presente trabalho do publicado na caderno de trabalhos completos e
resumos do ERMAC 2018, citado nas referéncias.

O método de Newton, que descrevemos abaixo, € uma ferramenta para a solug@o de sistemas
de equacgdes ndo-lineares, o que pode ser aplicado a problemas de otimizacdo, na determinacao
dos possiveis pontos extremos de uma funcado derivavel.

Especificamente, O método de Newton cldssico € introduzido para o problema de achar um
x € R" tal que

d(x) =0, 3)

onde ® : R" — R” é diferenciavel. Seja x* € R” uma aproximagio a uma solugio qualquer X da
equacao (3). Podemos entao fazer uma aproximacao de (3) pela sua linearizacao

O (k) + ' () (x—x) =0. 4)
A relacdo (4) é denominada equacdo de iteracdo do método de Newton.

Algoritmo .1 O método de Newton
Escolher x° € R" e tomar k = 0.

1. Calcular x**! € R" como uma solucdo da equagdo linear (4).

2. Tomar k := k+ 1 e retornar ao Passo (1).
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Supondo @' (x*) nio singular, 0 método de Newton é escrito na forma do esquema iterativo
K=k (@ () le(k), k=0,1,... (5)

e nesse caso a solucdo da equaciao de Newton € unica.

Ressaltamos que caso ®/(x) seja ndo singular, o cilculo de x**! nio exige necessariamente
o cdlculo de sua matriz inversa, pois este € um processo consideravelmente caro do ponto de
vista computacional, e além disso, existem varios métodos de resolugcdo de sistemas de equacdes
lineares que ndo envolvem a inversa da matriz associada.

O método descrito acima ndo necessariamente gera uma sequéncia convergente, como mostra
o proximo exemplo.

1

X
Exemplo .2 Seja ®(x) : R — R dada por ®(x) = ——. Entdo:
P ja P(x) por ®(x) e
1
CID’(x):—3.
(1+x2)2

Portanto, o método de Newton gera a sequéncia

xk 3
b () (1 () =~

A solugdo da equagdo ®(x) =0 ¢ x = 0, porém se x° é tal que |x°| > 1, a sequéncia (xX*) diverge.

Portanto, como ilustrado pelo exemplo acima, para que tenhamos a garantia que o método de
Newton gera uma sequéncia convergente, devemos indicar hipdteses sobre a fung¢do envolvida e o
ponto inicial escolhido. Uma maneira de garantir a convergéncia local é enunciada e demonstrada
a seguir.

Teorema .2 Convergéncia local do método de Newton

Seja @ : R" — R" diferencidvel numa vizinhanca do ponto x € R", com derivada continua nesse
ponto, e seja X uma solugcdo da equacdo (3), tal que det®'(x) # 0, isto é, a matriz @' (X) é néo
singular. Entdo para qualquer ponto inicial x° € R" suficientemente préximo a %, o Algoritmo (.1)
gera uma sequéncia {xk } bem definida que converge para X. Nesse caso, a taxa de convergéncia
¢ superlinear, e se a derivada de ® é Lipschitz-continua numa vizinhanga de X, entdo a taxa de
convergéncia é quadrdtica.

Demonstracao .1 Pelas propriedades de matrizes ndo singulares, existe uma vizinhanga U do
ponto X e um niimero M > 0 tais que

det®' (x) #0, ||®'(x)7'| <M VxeU. (6)

Em particular, para x* € U a equagdo (4) tem uma vinica solucdo X1, ou seja, a partir de um
X, a iteracdo do Algoritmo (.1) estd bem definida. Além disso, pelas equagaes (5), (6) e pelo

Teorema do Valor Médio, podemos tomar a vizinhanca de U tal que, se x* € U, entdo

[t =)

= o =3 — (@'(x")) e
< (@) W) - @(x) — @' () (* ~ )]

<M sup || (ex* + (1 —1)7) — ' ()| []x* —x]]. (7
1€[0,1]
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Notamos que
sup || @' (txF +(1—0)%) — D' (P =0 (*—=3).
t€[0,1]
Portanto, de (7), temos que para todo q € (0, 1) existe § > 0 tal que B(%,8) C U e, se x* € B(x, ),

T x| < gl =]
Em particular, X**! € B(%,8). Concluimos que para todo x° suficientemente préximo a X, o
Algoritmo (.1) gera uma sequéncia {x*} bem definida que converge para X. Além disso, a taxa
de convergéncia é superlinear, pois, quando =3 podemos tomar q cada vez menor, uma vez
que g — 0.

Quando a derivada de ® é Lipschitz-continua em U com constante de Lipschitz L > 0, de (7)
temos:
se x* € U, entdo

[ x| < ML 32, (3)

ou seja, a convergéncia é quadrdtica. U

Sob as hipéteses do Teorema (.2), a convergéncia local do método de Newton € bem rapida.
Porém, vemos que a convergéncia, em geral, é apenas local. Ou seja, para um ponto inicial que
nao estd suficientemente préoximo a solu¢do, o método pode nao funcionar, mesmo que a solugdao
satisfaca todas as hipdteses necessérias.

Uma observacdo a se fazer é que tanto no Teorema (.2) como em outros resultados sobre
convergéncia quadratica de métodos Newtonianos, no lugar da hipdtese de que a derivada de &
seja Lipschitz-continua, podemos usar uma condi¢cao um pouco mais fraca:

19" (x) - ¥ @) <Lx %] VxeV,

onde V € uma vizinhanga da solu¢do X e L > 0 € uma constante.

5 Conclusoes

Vimos alguns exemplos de taxas de convergéncia para métodos de otimizagdo, que servem como
uma pequena ilustracdo do assunto. Estudamos algumas rela¢des entre diferentes tipos de con-
vergéncia e analisamos a convergéncia do Método de Newton. Esse assunto é amplo, bastante
explorado na literatura e abrange uma area de pesquisa possivel para trabalhos futuros.
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