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Estudo numérico da concentração de partı́culas
para escoamento em tubo permeável aplicado ao

processo de filtração tangencial
Numerical study of the concentration of particles for flow in

permeable tube applied to the crossflow filtration process

Resumo
O processo de filtração tangencial tem sido frequentemente es-
tudado devido a sua ampla aplicabilidade em diversos proces-
sos industriais (indústrias alimentı́cias, quı́micas, farmacêuticas).
Este trabalho apresenta um estudo numérico relacionada ao pro-
cesso de filtração tangencial. O depósito de partı́culas ao longo
da superfı́cie permeável de um tubo, durante um escoamento,
é analisado. O mecanismo de transporte de massa é matema-
ticamente representado pela equação de convecção-difusão com
associadas condições iniciais e de fronteira para coordenadas
cilı́ndricas. A equação é discretizada utilizando-se a técnica de
diferenças finitas. Comparações de dois esquemas upwinding
para aproximação dos termos convectivos são apresentadas. Os
efeitos de parâmetros fı́sicos no perfil de concentração são inves-
tigados. Os resultados, mostraram-se qualitativamente e quantita-
tivamente com boa concordância com os dados da literatura.
Palavras-chave: Simulação numérica. Diferenças Finitas. Trans-
ferência de Massa. Filtração Tangencial.

Abstract
The crossflow filtration process has often been studied due to its
wide applicability in several industrial processes (food, chemical
and pharmaceutical industries). This work presents a numerical
study related to the crossflow filtration process. The deposition
of particles along the permeable surface of a tube during a flow
is analyzed. The mass transport mechanism is mathematically
represented by the convection-diffusion equation with associated
initial and boundary conditions for cylindrical coordinates. The
equation is discretized by using the finite-difference technique.
Comparisons of the two upwinding schemes for approximation of
convective terms are presented. The effects of physical parame-
ters on the concentration profile are investigated. The results were
shown qualitatively and quantitatively with good agreement with
the literature data.
Palavras-chave: Numerical simulation. Finite-difference. Mass
transference. Crossflow filtration.
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1 Introdução
O processo de filtração tangencial com membranas tubulares é adotado por várias indústrias,

como por exemplo, nas indústrias de alimentos para clarificação de vinhos, sucos de frutas
e vinagre, na remoção de levedura de cerveja, na separação de bactérias e gorduras do leite;
nas indústrias quı́micas, no processamento de tintas e derivados de petróleo; nas indústrias far-
macêuticas e de cosméticos, para produção de água ultrapura; dentre outras.

No processo de filtração tangencial em membranas tubulares (ou tubos permeáveis), a pressão
impele somente parte do produto através da membrana, enquanto que o produto restante flui
tangencialmente à superfı́cie permeável, como se pode observar na Fig. 1. A separação de
partı́culas de materiais distintos ocorre espontaneamente em função de seus tamanhos, indepen-
dentemente da temperatura e da densidade do material a separar [1, 2]. Durante a filtração tan-
gencial, partı́culas dentro do fluxo de alimentação são convectivamente dirigidas para a superfı́cie
da membrana onde elas acumulam, enquanto que o movimento difusivo de partı́culas causa um
transporte, dessas partı́culas, oposto ao transporte convectivo do escoamento de filtrado (perme-
ado) [1, 2].

Figura 1: Esquema de filtração tangencial [1].

O acúmulo de partı́culas próximo à superfı́cie da membrana é conhecido como concentração
de polarização, o qual é um fenômeno que causa uma complicação adicional ao processo de
filtração, pois provoca o aumento na resistência hidráulica para o fluxo de permeado e, conse-
quentemente, o declı́nio do fluxo com o tempo. Por isso, um melhor conhecimento da formação
da camada e a deposição de partı́culas na membrana poderia resultar em um uso econômico da
filtração tangencial em muitas aplicações técnicas [1, 2]. Assim, uma investigação minuciosa
dos fenômenos de transporte é necessária para o melhor entendimento dos mecanismos de trans-
ferência de massa presentes no processo de filtração tangencial.

Em função da importância do assunto, numerosos estudos experimentais, analı́ticos e numéri-
cos, para simular escoamentos de fluidos em tubos permeáveis, têm sido assunto de intensas
pesquisas nos últimos anos. Em particular, uma variedade de trabalhos dedicados à modelagem
numérica para analisar a concentração de polarização em filtração tangencial é encontrada na lite-
ratura. Lee e Clark [3] investigaram o declı́nio do fluxo devido à camada de polarização durante a
filtração tangencial e predizeram o estado estacionário do fluxo de permeado. Mignard e Glass [4]
apresentaram um modelo para prever efeitos de variação do pH nos mecanismos de entupimento
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(fouling), próprios do processo de concentração de soluções de proteı́nas por microfiltração. Paris
et al. [5] discutiram os modelos para o fluxo de permeação e propuseram modificações no modelo
de resistência em série para considerar a influencia da concentração média de soluto na resistência
devido à camada de polarização. Richardson e Nassehi [6] propuseram um modelo para simu-
lar o campo de concentração ao longo de uma parede permeável, para escoamento de fluidos
não-newtonianos. Damak et al. [7] apresentaram uma investigação do depósito de partı́culas
sobre a superfı́cie permeável em membranas tubulares. Venezuela et al [8] utilizou a técnica
hı́brida analı́tico-numérica, conhecida por GITT (Generalized Integral Transform Technique),
para modelagem e simulação da equação de conservação das espécies quı́micas, na investigação
do escomento laminar incompressı́vel, newtoniano e permamente em tubos permeáveis. Silva et
al. [9] desenvolveu uma modelagem para estudo da concentração, a qual simula escoamentos
de fluidos newtonianos e não-newtonianos (power-law) em tubos permeáveis, em regime lami-
nar, usando três diferentes modelagens upwind. Diante disso, observa-se que a necessidade de um
método numérico preciso e eficiente para a solução dos processos de filtração tangencial continua
a estimular uma grande quantidade de pesquisas.

A fim de investigar a formação da camada de concentração próxima à superfı́cie permeável
por meio de um modelo matemático simplificado, o objetivo deste trabalho é apresentar um es-
tudo numérico para escoamento laminar de soluções aquosas em tubos permeáveis. Para isso,
a equação de convecção-difusão, a qual modela a distribuição de partı́culas sólidas no escoa-
mento em tubos permeáveis (processo de filtração tangencial), será discretizada, pela a técnica
de diferenças finitas, e implementada.

Em escoamentos em que a convecção é importante, a discretização adequada dos termos con-
vectivos da equação que representa o referido escoamento é extremamente essencial para a qua-
lidade da solução numérica. A escolha do tipo de discretização pode gerar oscilações não fı́sicas
e consequentemente acarretar instabilidade numérica, por isso, o desenvolvimento de esquemas
upwind para aproximar termos convectivos (em geral não-lineares) tem sido um importante as-
sunto nas últimas três décadas (ver, por exemplo, [10, 11, 12, 13]). Portanto, uma avaliação
da influência e desempenho de dois diferentes esquemas convectivos na equação de convecção-
difusão é apresentada neste pesquisa.

Esse trabalho é uma continuação do estudo apresentado no Ermac 2018 [14], com uma
análise minuciosa da influência da malha computacional e parâmetros adimensionais no perfil
de concentração do escoamento.

2 Descrição do modelo numérico
Nesta investigação é considerado um escoamento incompressı́vel, isotérmico e completa-

mente desenvolvido em tubo cilı́ndrico com paredes permeáveis.

2.1 Formulação matemática
A formulação matemática adimensional é determinada pela equação diferencial de convecção-

difusão, a qual representa a equação de conservação das espécies quı́micas [2]:

u
∂c
∂ z

+ v
∂c
∂ r

=
2

ReSc
1
r

∂

∂ r

(
r

∂c
∂ r

)
, (1)

 

PAES, E. M. T.; SILVA, J. M. da. Estudo numérico da concentração de partículas para escoamento em tubo permeável aplicado ao processo de filtração tangencial. 

C.Q.D.– Revista Eletrônica Paulista de Matemática, Bauru, v. 14, p. 30-40, fev. 2019. Edição Ermac Iniciação Científica. 

DOI: 10.21167/cqdvol14ermacic201923169664emtpjms3040   Disponível em: https://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/ 

32 



em que z é a coordenada axial, r é a coordenada radial, u é a velocidade axial, v é a velocidade

radial, c é a concentração de soluto e Re =
ρu02R

µ
(ρ é a massa especı́fica, u0 é velocidade axial

de entrada, R é o raio do tubo e µ é a viscosidade dinâmica) e Sc =
µ

ρD
(D é o coeficiente de

difusão) são os números adimensionais de Reynolds e Schmidt, respectivamente.
As velocidades adimensionais radial, v, e axial, u, utilizadas nesse trabalho são obtidas de

YUAN [15] (apud [8])

v(r) =−2Rew
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u(z,r) = u1(r)u2(z), (3)
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Re
z, (5)

em que Rew =
ρvw2R

µ
(vw é a velocidade de permeação, a qual a será considerada constante) é o

número de Reynolds na parede permeável.

2.2 Condições de fronteira
Os limites do domı́nio numérico estão representados na Fig. 2. O fluxo é simétrico e, portanto,

apenas metade do tubo é considerada. As condições de fronteira para velocidades e concentração
de soluto na forma adimensional são definidas por [7, 16]

( i ) entrada: um perfil laminar não desenvolvido é prescrito

z = 0, 0 ≤ r ≤ 1, u = 1, v = 0, c = 1; (6)

( ii ) eixo de simetria: não há fluxo de massa passando pela fronteira, portanto

r = 0, 0 ≤ z ≤ L
R
,

∂u
∂ r

= 0, v = 0,
∂c
∂ r

= 0, (7)

em que L é o comprimento do tubo;
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( iii ) superfı́cie permeável: a velocidade axial é nula, a velocidade radial é definida pela ve-
locidade de permeção (constante nesse trabalho) e a concentração é definida pela equação
de balanço de massa, NS = vwcw −D∂c

∂ r , considerando-se nulo o fluxo de soluto através do
tubo permeável, pois, no estado estacionário as partı́culas são quase 100% rejeitadas pela
superfı́cie permeável [2]

r = 1, 0 ≤ z ≤ L
R
, u = 0, v = vw, cwvw =

2
ReSc

∂c
∂ r

∣∣∣∣
r=1

, (8)

em que cw é a concentração de soluto na superfı́cie permeável;

( iv ) saı́da: o fluxo desenvolvido e a baixa difusividade molecular do soluto permitem a
aplicação de uma condição de perfil desenvolvido

z = L, 0 ≤ r ≤ 1,
∂u
∂ z

= 0,
∂v
∂ z

= 0,
∂c
∂ z

= 0; (9)

Figura 2: Domı́nio do problema.

3 Método numérico
A Eq. (1) juntamente com as condições de fronteira (6) - (9) foram discretizadas pela técnica

de diferenças finitas em malha computacional co-localizada, em que todos os elementos (células)
são retangulares de largura ∆z e altura ∆r e as variáveis são definidas no mesmo ponto, como
mostra a Fig. 3.
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Figura 3: Malha co-localizada.

Como artifı́cio matemático para obtenção da aproximação desejada, utilizou-se passo 1/2 nas
aproximações. As derivadas do termo difusivo da Eq. (1) foram aproximadas por diferenças
centrais de segunda ordem,

∂

∂ r

(
r

∂c
∂ r

)∣∣∣∣
i, j

=
ri, j+ 1

2

(
ci, j+1 − ci, j

)
− ri, j− 1

2

(
ci, j − ci, j−1

)
(∆r)2 (10)

enquanto que as derivadas dos termos convectivos foram aproximada por diferenças centrais de
segunda ordem

u
∂c
∂ z
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i, j

= ui, j
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2 , j

− ci− 1
2 , j

∆z
(11)

v
∂c
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i, j

= vi, j

ci, j+ 1
2
− ci, j− 1

2

∆r
(12)

e diferenças atrasadas

u
∂c
∂ z

∣∣∣∣
i, j

= ui, j

ci, j − ci− 1
2 , j

∆z
(13)

v
∂c
∂ r

∣∣∣∣
i, j

= vi, j

ci, j − ci, j− 1
2

∆r
(14)

em que r j+1/2 = ( j+1/2)∆r e r j−1/2 = ( j−1/2)∆r.
Observa-se na discretização dos termos convectivos o aparecimento dos termos ci± 1

2 , j
e ci, j± 1

2
,

os quais não estão definidos na malha computacional, portanto, para finalizar a discretização e
definir uma modelagem simplificada, esses termos foram aproximados por dois esquemas con-
vectivos básicos, upwind de primeira e segunda ordem [12], aplicados nas Eqs. (11) - (12) e (13)
- (14), respectivamente. Esses esquemas são definidos pelas seguintes relações [12]:

upwind de primeira ordem
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ci+ 1
2 , j

=

{
ci, j, ui, j ≥ 0

ci+1, j, ui, j < 0 , ci− 1
2 , j

=

{
ci−1, j, ui, j ≥ 0

ci, j, ui, j < 0 (15)

ci, j+ 1
2
=

{
ci, j, vi, j ≥ 0

ci, j+1, vi, j < 0 , ci, j− 1
2
=

{
ci, j−1, vi, j ≥ 0

ci, j, vi, j < 0 (16)

upwind de segunda ordem

ci− 1
2 , j

=


3
2

ci−1, j −
1
2

ci−2, j, ui, j ≥ 0
3
2

ci, j −
1
2

ci+1, j, ui, j < 0
, ci, j− 1

2
=


3
2

ci, j−1 −
1
2

ci, j−2, vi, j ≥ 0
3
2

ci, j −
1
2

ci, j+1, vi, j < 0
(17)

A discretização da Eq. (1) resultou em um sistema de equações lineares, o qual foi resolvido
pelo método iterativo de Gauss-Seidel [17].

4 Resultados e discussões
Essa seção está dividida em três partes. Na primeira parte resultados numéricos são compara-

dos com resultados analı́ticos-numéricos da literatura [8]. A segunda parte envolve a definição de
uma malha computacional. Por fim, na terceira parte, apresenta-se uma verificação dos resultados
numéricos da modelagem com o problema fı́sico estudado.

4.1 Verificação dos resultados numéricos
Com o objetivo de verificar a influência da discretização dos termos convectivos nos re-

sultados numéricos da modelagem, comparou-se os resultados numéricos para os dois esque-
mas implementados neste trabalho com resultados analı́ticos-numéricos obtidos da literatura [8].
Para isso, foram realizadas simulações numéricas com os esquemas convectivos para Re = 300,
D = 7×10−10 m2/s; vw = 1,361×10−6 m/s e uma malha computacional de 1500×600 pontos.

A Fig. 4 apresenta uma comparação dos resultados numéricos com resultados da literatura
para o perfil de concentração próximo à superfı́cie permeável em função da coordenada axial.
Observa-se que os resultados numéricos para upwind de segunda ordem apresentaram uma boa
concordância com os resultados da literatura, tendo um erro relativo (ER%) máximo de 2%, en-
quanto que os resultados númericos para upwind de primeira ordem apresentam um maior desvio,
sendo seu ER% máximo de 10,7% . Isto é explicado devido as limitações do equacionamento
de upwind de primeira ordem, que faz com que seja introduzido maior difusão numérica aos
resultados. Assim, o esquema convectivo upwind de segunda ordem será adotado nas próximas
simulações.
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Figura 4: Comparação do perfil de concentração próximo à superfı́cie permeável em função da
coordenada axial com os resultados obtidos da literatura [8].

4.2 Malha computacional
Com o propósito de definir uma malha computacional refinada, porém, com baixo custo com-

putacional, várias simulações numéricas para diferentes malhas computacionais e com diferentes
números de Reynolds e Schmidt foram realizada . A Fig. 5 apresenta os perfis de concentração,
c/c0, próximo à superfı́cie permeável em função da coordenada axial, z/R, para diferentes malhas
computacionais. Para estes testes foram utilizados valores próximos aos encontrados na literatura
[7, 8, 9]: Re = 500; Sc = 500; vw = 1,6×10−6 m/s; R = 0,003 m; L = 0,01 m; ρ = 1000 kgm−3.

Pode-se notar que a partir da malha computacional 1667×501 os perfis de concentração não
sofrem grandes influências, ou seja, não é necessário maior refinamento. Assim, este tamanho de
malha foi adotado para os próximos testes.

Figura 5: Concentração próxima à superfı́cie permeável em função da coordenada axial, para
diferentes malhas computacionais.
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4.3 Variação dos números adimensionais
Apresenta-se na Fig. 6 os perfis de concentração próximos à superfı́cie permeável em função

da coordenada axial para diferentes números de Reynolds.
Observa-se que ao aumentar o número de Reynolds a concentração ao longo do tubo diminui.

Isto é explicado pelo fato que maiores números de Reynolds, tem-se maiores velocidades axiais,
fazendo-se com que o arraste das partı́culas seja maior, diminuindo-se, assim, sua concentração
próxima a camada permeável. Este mecanismo tem sido frequentemente observado no processo
de filtração tangencial [2, 7, 9], logo, os resultados numéricos da Fig. 6 estão em boa con-
cordância com este comportamento fı́sico.

Figura 6: Concentração próxima à superfı́cie permeável em função da coordenada axial, para
diferentes número de Re.

Figura 7: Concentração próxima à superfı́cie permeável em função da coordenada axial, para
diferentes número de Schmidt.

Na Fig. 7, tem-se os perfis de concentração próximos à superfı́cie permeável em função da
coordenada axial para diferentes números de Schmidt. Percebe-se que a concentração próxima
à superfı́cie permeável, ao longo do tubo, cresce a medida que o número de Schmidt aumenta,
isso se deve ao fato que quando o número de Schmidt aumenta, o coeficiente de difusão diminui,
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consequentemente, espera-se que as partı́culas se acumulem perto da superfı́cie permeável do
tubo, o que concorda com a previsão da literatura [7, 8].

5 Conclusões
A investigação de um modelo matemático para o estudo do mecanismo de transferência de

massa associado ao processo de filtração tangencial, apresentado nesse trabalho, revelou a in-
fluência da discretização dos termos convectivos nos resultados numéricos. Observou-se na Fig.
4 que dos dois esquemas convectivos testados, o esquema upwind de segunda ordem foi mais
adequado nesse processo. Com esse esquema, verificou-se que os efeitos de parâmetros fı́sicos,
número de Reynolds e Schmidt (Figs. 6 e 7), nos perfis de concentração, em região próxima à
superfı́cie da membrana, possuem comportamento qualitativamente compatı́vel com a tendência
geral da literatura. Portanto, tem-se que o modelo numérico proposto se mostrou adequado para
o problema fı́sico estudado.
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