Revista Eletronica
Paulista de Matematica

ISSN 2316-9664
Volume 13, dez. 2018

Raphael de Oliveira Garcia
Universidade Federal de Sao
Paulo

gr.gubim @ gmail.com

Graciele Paraguaia Silveira
Universidade Federal de Sao
Carlos

gracimat@ gmail.com

Solucoes numéricas de EDQO’s aplicadas no estudo
de dinamica populacional
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dynamics

Resumo

O estudo de EDO’s que modelam dinamicas populacionais € cada
vez mais importante pois permite prever comportamentos € au-
xiliar na tomada de decisdes sobre aspectos relevantes da socie-
dade como epidemiologia, controle bioldgico, demografia, entre
outros. Este trabalho teve como propdsito a andlise de métodos
numéricos para EDQO'’s, aplicadas em problemas classicos de di-
namica populacional. O objetivo foi comparar métodos e estu-
dos numéricos de suas respectivas ordens de convergéncia. Os
métodos de passo simples considerados foram Euler, Euler Mo-
dificado, Ponto Médio e Runge-Kutta Cléssico. Ja os métodos
de multiplos passos foram Adams-Bashforth de 2 e 4 pontos e
Adams-Moulton de 2 e 4 pontos. Os c6digos préprios foram escri-
tos no Octave. Os resultados mostraram que nem sempre métodos
explicitos de maior ordem de convergéncia, de passo simples, pro-
porcionardo solu¢des numéricas consideradas mais adequadas.
Palavras-chave: Equacdes diferenciais ordindrias. Métodos nu-
méricos. Dindmica populacional. Ordem de convergéncia.

Abstract

The study of ODEs that model population dynamics is very im-
portant because allows to predict behavior and assist decision ma-
king about relevant aspects of the society such as epidemiology,
biological control, demography, among others. The purpose of
this study was to analyse numerical methods for ODEs, applied
in classic problems of population dynamics. The aim was to com-
pare methods and numerical studies of their respective conver-
gence order. The one-step methods considered were Euler, Mo-
dified Euler, MidPoint and classic Runge-Kutta. The multiple-
step methods were Adams-Bashforth 2 and 4 points and Adams-
Moulton 2 and 4 points. The own codes were written on Octave.
The results showed that not always explicit methods of greater
order of convergence, of simple step, will provide numerical so-
lutions considered more adequate.

Keywords: Ordinary differential equations. Numerical methods.
Populational dynamics. Convergence order.
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1 Introducao

O uso da modelagem matematica para descrever fendmenos reais vem acompanhando a hu-
manidade desde a Idade Antiga até a atualidade. Em diversas situacdes, a dificuldade e até mesmo
a impossibilidade de se obter solugdes analiticas de equagdes, oriundas do processo de modela-
gem, fizeram com que métodos numéricos e computacionais ganhassem cada vez mais espaco,
na busca por solu¢des aproximadas em aplica¢des nas Ci€ncias como um todo.

O desenvolvimento de técnicas numéricas e computacionais gerou multiplas op¢oes de esque-
mas, modelagens e linguagens, hoje disponiveis para se trabalhar com modelagem matematica.
Neste sentido, estudos e pesquisas vém sendo feitos com o intuito de realizar comparacdes entre
modelos matematicos, métodos numéricos e linguagens [1, 2, 3, 4, 5].

Na éarea de equacgdes diferenciais existem variadas op¢des de métodos numéricos, todavia,
um uso ingénuo de tais métodos pode fazer com que conclusdes equivocadas sejam produzidas.
Por exemplo, resultados que induzam a se levar em consideragdo solu¢des que, aparentemente
representam a solu¢do analitica, mas que na verdade ndo condizem com o fendmeno modelado
pela equacdo diferencial, deixando portanto de ser uma aproximagdo adequada para a solugao
exata.

Equacdes diferenciais ordindrias que modelam dindmicas populacionais sdo de grande inte-
resse nas ciéncias, pois a partir delas € possivel prever comportamentos que possam auxiliar em
tomadas de decisdes, desde decisdes associadas a epidemiologia, controle biolégico, demogra-
fia, entre outros. Assim, neste ambiente uma solu¢ao numérica com erros espurios pode afetar
drasticamente uma tomada de decisao relacionada a algum problema real.

Neste trabalho considerou-se métodos numéricos de equacdes diferencias ordindrias aplica-
das em problemas cldssicos de dinamica populacional, com o objetivo de realizar comparagdes
entre os métodos e estudos numéricos de suas respectivas ordens de convergéncia. Os métodos
de passo simples explicitos considerados foram Método de Euler, Método de Euler Modificado,
Método do Ponto Médio ou Método Midpoint e o Método de Runge-Kutta Cldssico. Os mé-
todos de multiplos passos explicitos foram Adams-Bashforth de 2 e de 4 pontos e os métodos
de multiplos passos preditor-corretor foram Adams-Moulton de 2 e de 4 pontos [6, 7, 8]. Toda a
implementagdo computacional foi feita no Octave, versdo 4.2.1 [9], sem o uso de pacotes prontos
para as implementacdes, isto €, com cddigos proprios.

Na Secao 2 estao descritos os métodos numéricos utilizados e o procedimento adotado para
efetuar o estudo numérico da ordem de convergéncia dos mesmos. Na Se¢do 3 encontram-se 0s
problemas de dindmica populacional nos quais os métodos numéricos foram empregados e por
fim, na Secdo 4 tem-se as conclusdes do trabalho.

2 Métodos numéricos

Nesta secdo estdo descritos os métodos numéricos escolhidos para se obter solugdes apro-
ximadas das equagdes diferenciais cldssicas, que modelam dinamica populacional. Para isso,
sem perda de generalidade, consideramos um Problema de Valor Inicial (PVI), conhecido como
problema de Cauchy, definido por:
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d
d—)::f(t,x), telCR
) (1)

x(0) =xo

emque f:I/ xR — R éuma fungdo conhecidae x =x(t), x: I — R, é a funcdo a ser encontrada
[7].

Inicialmente serdo apresentados os esquemas de passo simples escolhidos, a saber, método
de Euler, método de Euler modificado, método do Ponto Médio ou método Midpoint e o mé-
todo de Runge-Kutta cldssico [6, 7]. Para todos os esquemas numéricos realizou-se a seguinte
discretizacgao.

Considere um PVI conforme a expressdo (1), definido para r € [O, tf} C R. Seja

II:0=n<n<..<ty=ty

uma partigdo regular de [0, 7¢] com N subintervalos e espagamento & = (¢ —tp)/N. Quando for
possivel, denota-se a solucdo exata em um ponto r =t¢;, i =0,...,N, por x; = x(t;) e por & a
solu¢do aproximada fornecida por algum esquema numérico especifico. Assim, o que difere um
esquema do outro é a forma pela qual &;; estd definida e o conjunto {&y = xo,&;,...,En} é uma
solucdo aproximada do PVI (1).

2.1 Meétodo de Euler

No esquema de Euler explicito de primeira ordem, a solugio aproximada &;, é definida por

Sir1=8&+nf(t,&), i=0,....N—1 ()

O intervalo de estabilidade absoluta J de um método numérico pode ser obtido ao aplica-lo
em um PVI (1), cuja funcéo f é definida por f(¢,x) = Ax(t), com A < 0. Se a solu¢do numérica
encontrada satisfaz a condi¢éo lim&, = 0 para Ah € J, entdo J é o intervalo de estabilidade do
método em questdo. Para o método de Euler tem-se J = (—2,0) [6].

2.2 Método de Euler modificado

No esquema de Euler modificado explicito de segunda ordem, a solu¢io aproximada &; | é

definida por
mi :f(tiagi)
mzzf(ti+2l>§i+hml) , i=0,...,N—1, 3)
Git1 :§i+§[m1—|—m2]

em que o intervalo de estabilidade absoluta é dado por J = (—2,0) [6].
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2.3 Meétodo do Ponto Médio

Para o método do Ponto Médio de segunda ordem, também chamado de método Midpoint, a
solugdo aproximada &; | € definida por

my = f(t;,&)
my = f(ti+5, &+ 4mi) . i=0,... ,N-1. @)
Giv1 =&+ hmy

Esse método € instdvel [6], isto é, ndo existe um intervalo J que possa garantir que limé&, =0
para A € J.

2.4 Método de Runge-Kutta classico

No método de Runge-Kutta de quarta ordem, a solug¢do aproximada &; | € definida por
my = f(t;, &)

my= f(t;+ 5, &+ Lmy)

m3 = f(t;+5,&+ hmy)

my = f(ti +}h17 i+ hm3)

Siv1 =&+ 3 [my +2my +2m3 + my]

;

. i=0,...,N—1. (5)

\

Neste caso, o intervalo de estabilidade absoluta é dado por J = (—2,78 , 0) [6].
A seguir tem-se os métodos explicitos de multiplos passos, escolhidos para abordagem neste
estudo.

2.5 Método de Adams-Bashforth 2

No esquema explicito de Adams-Bashforth, de dois pontos e de segunda ordem, a solucao
aproximada &;, | é definida por

Gt = &b A B &) — flo & )], i= 1 N1 ©

Note que &; ndo estd definida na equacdo (6), fazendo com que &; tenha que ser calculada por
um esquema de passo simples. Neste trabalho utilizou-se o0 método de Euler modificado definido
pela equacdo (3). O intervalo de estabilidade absoluta é dado por J = (—1,0) [6].

2.6 Método de Adams-Bashforth 4

Para o esquema de Adams-Bashforth explicito, de quatro pontos e de quarta ordem, a solucao
aproximada &; | é definida por

&1 =&+ % [55f(ti, &) = 59f (ti-1,8i-1) + 37 f(ti-2,8i—2) — 9f (ti-3,&i-3)], (7)

emque i =3,...,N—1. Note que &;, &, & ndo estdo definidas na equagio (7), fazendo com que
tais valores devam ser obtidos por algum outro método. Neste estudo utilizou-se o Runge-Kutta
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cldssico definido na equagdo (5). O intervalo de estabilidade absoluta é dado por J = (—0,3, 0)
[6].

Durante as pesquisas apresentadas neste trabalho, escolheu-se também trabalhar com os se-
guintes métodos implicitos.

2.7 Método de Adams-Moulton 2

No esquema de Adams-Moulton implicito, de dois pontos e de segunda ordem, a solucao
aproximada &;, | é definida por

h
$iv1 = 5i+§ [f(tiv1, Eiv1) + f(4,6)], i=0,....,N—1. ®)

Este procedimento também € conhecido como método Trapezoidal implicito. Note que neste
método ndo é possivel deixar &1 de maneira que se possa obté-la recursivamente (iterativo).
Isso faz com que um sistema linear associado as equacoes (8) deva ser resolvido, para se encontrar
os valores &;, i=1,...,N—1. O intervalo de estabilidade absoluta é dado por J = (—,0) [6].

Uma alternativa para ndo precisar resolver o sistema linear € utilizar a técnica de predicdo e
correcdo. Esta técnica consiste em estimar &, 1, que estd do lado direito de (8), por meio de um
esquema explicito e substitui-lo na expressao que define o método implicito. Dessa maneira, o
método de Adams-Moulton 2 preditor-corretor, cuja predicao € realizada pelo método de Adams-
Bashforth 2, torna-se:

e = &+ 2 31(16.8) — - 1,&51)]
i1 = §i+g [f(tix1,Eprea) + (1,6

Ao executar tal procedimento, o intervalo de estabilidade absoluta se altera para J = (—2,0) [6].

i=1,...,N—1. 9)

2.8 Meétodo de Adams-Moulton 4

O esquema de Adams-Moulton implicito, de quatro pontos e de quarta ordem, fornece a
solugdo aproximada &; | definida por

Eiv1 =&+ 2h—4 [Of (tiv1,Eiv1) +19f(t:,&) = S5f(tim1,6i-1) + f(ti-2,8i-2)], (10)

emque i =2,...,N—1 e ointervalo de estabilidade absoluta é dado por J = (—3,0) [6].

Para se evitar a resolucdo do sistema linear definido pelas equagdes (10), considerou-se a
técnica de predi¢ao-correcao, em conjunto com o método de Adams-Bashforth 4 explicito, cuja
expressao € dada por

Epred = Gi+ 2h—4 [55F(t:,&) —59F(ti1,&E 1) +37f(ti2,&E2) —9f(ti3,&3)]
, (D
Eiv1 =&+ % [9f (tis1,Eprea) + 191 (1, &) = 5 £ (ti-1,&im1) + f(ti-2, &i-2)]

emque i =3,...,N— 1. Essa estratégia faz com que o intervalo de estabilidade absoluta se altere
paraJ = (—1,3, 0) [6].
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2.9 Ordem de convergéncia

Uma maneira de se avaliar assintoticamente a ordem de convergéncia de uma solucdo aproxi-
mada, obtida de um esquema, € realizar estudos numéricos através de simulagdes que comparam
a solucdo aproximada, com a analitica para distintos espagamentos h.

Denotando a solugdo analitica do PVI no ponto ¢t =¢; por x; = x(¢;) e a solugdo aproximada,

; ), o erro absoluto e o erro relativo
cometidos por uma solu¢cdo numérica sdo, respectivamente [7]:

obtida em uma particdo regular de espacamento h, por @Ul

Ex = max { ‘x(ti) — §i(h)

,i:l,...,N—l} (12)

x(e) - £
ED)

Supondo que o método em questdo seja convergente, espera-se que o erro absoluto (12) ou
relativo (13) tenha um comportamento assint6tico da forma

Er = max ,i=1,....N—1 ». (13)

E =C.h’ & log(E) =1og(C) + plog(h), (14)

onde C >0 e p € a ordem de convergéncia.

Note que a equacdo (14) independe dos valores escolhidos para o espagamento, quando este
pertence a regido de estabilidade do método em estudo. Dessa forma, simulagdes para diferentes
valores de & resultam nos respectivos erros e portanto, formam-se os pontos (4;, E;). A regressao
linear ajustada a estes pontos, pelo método dos Quadrados Minimos, fornece condicdes para
se obter os parametros p e C, representados na equacdo (14). Neste trabalho foram realizados
estudos numéricos da ordem de convergéncia dos métodos descritos anteriormente e os resultados
estdo expostos na Sec¢do 3.

3 Simulacées numéricas

Os métodos numéricos descritos na Sec¢do 2 foram aplicados em trés problemas de dindmica
populacional, com o intuito de analisar o0 comportamento das solu¢des aproximadas, a medida
que diminui-se o espacamento /4. Além disso, as solu¢des foram comparadas entre si e, quando
possivel, foram também comparadas com a solucdo analitica. No caso do primeiro exemplo,
cuja solugdo exata pode ser obtida explicitamente, realizou-se o estudo numérico da ordem de
convergéncia dos métodos descritos e citados anteriormente.

3.1 Equacao logistica

Um modelo matemédtico importante na dindmica populacional é o modelo de crescimento de
Verhulst, cuja taxa de variagc@o da populacdo € proporcional a prépria populacdo, com a adi¢cdo de
um termo inibidor que faz com que a longo prazo a populagdo tenda a um valor constante. Uma
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maneira de representé-lo é por meio do seguinte Problema de Valor Inicial (PVI):

d

b

a , (15)
x(0) =xo

em que a > 0 é a taxa de crescimento da populagdo x = x(¢), b > 0 é um fator que atua na
inibicao do crescimento de x, através do encontro entre os individuos da mesma populagdo e xq é
a quantidade inicial de individuos.

A solugdo analitica do PVI (15) € dada por

B axpe®
a+bxy(ed —1)

x(1) (16)

A discretizacao do PVI (15) foi feita utilizando os métodos numéricos descritos na Se¢ao 2,
cuja solugdes numéricas foram obtidas para diferentes espagamentos 4, comparadas entre si, €
também com a solucdo exata (16), ver Figuras 1, 2 e 3. Além disso, conforme serd detalhado
mais adiante, efetuou-se um estudo numérico da ordem de convergéncia considerando os erros
absolutos e relativos de cada esquema (ver Tabelas 1 e 2), em que as regressdes lineares estao
expostas nos gréficos da Figura 4. Para este exemplo tem-se ¢t € [0,10], a=1, b =0,01 e
xo = 2, valores estes presentes na literatura [6].

Os gréficos da Figura 1 apresentam as solugdes aproximadas obtidas para N =8 e N = 16. Na
primera linha, grifico a esquerda, percebe-se visualmente que o método de Runge-Kutta Cl4s-
sico (RK4) possui uma solu¢do numérica mais préxima da solucdo analitica, do que as demais
solugdes, utilizando-se apenas 9 pontos. Por outro lado, no grafico a direita, os métodos Adams-
Bashforth de dois pontos (Ad-Bash2) e Adams-Bashforth de quatro pontos (Ad-Bash4) possuem
oscilagdes causadas pelo fato de o espacamento 7 = 1,25 ndo satisfazer suas respectivas condi-
¢oes de estabilidade, isto é, Ah ¢ J=(—1,0) e Ah ¢ J=(—0,3, 0), respectivamente. Note que
A € tal como foi definido na Se¢ado 2.1 (neste exemplo, obteve-se A = —1). Ja no caso do método
Adams-Moulton de quatro pontos preditor-corretor (Ad-Moulp4), Ah € J = (—1,3, 0), entre-
tanto hd pequenas oscilagdes em razao de & = 1,25 estar proximo da fronteira do seu intervalo de
estabilidade. Além disso, os métodos de Euler, Euler Modificado (Euler Mod) e Adams-Moulton
de dois pontos preditor-corretor (Ad-Moulp2) possuem uma solu¢do aproximada estdvel para
N =8.

A partir de N = 16, Figuras 2 e 3, todos os métodos possuem solugdes que visualmente
assemelham-se a solucdo exata e as solucdes aproximadas ficam cada vez mais proximas da
soluc¢do analitica a medida que o espacamento / tende para zero. Os graficos da segunda linha da
Figura 1 mostram que, visualmente, os métodos do tipo Adams possuem solugdes proximas da
solucdo analitica.

Na Figura 2, na segunda linha quando N = 64, com excecao do método de Euler, todos os
esquemas possuem solu¢do numérica visualmente proxima da solucdo analitica, a ponto de nao
ser possivel observar diferenca entre tais solu¢cdes. Observando as solugdes determinadas pelo
método de Euler para N =8, N = 16, N =32 e N = 64 (Figuras 1 e 2) nota-se uma convergéncia
mais lenta para a solucdo exata, em comparacdo com os demais métodos.

A medida que se diminui o espacamento, as diferengas entre as solu¢cdes numéricas e exata
ficam visualmente imperceptiveis. Com N = 128, Figura 3 primeira linha, tem-se o método de
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Figura 1: Comparagdo entre as solu¢des aproximadas e a solu¢do exata. Na primeira linha tem-se

h =1,25 (N=8) e na segunda linha 7 = 0,625 (N=16).
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Figura 2: Comparagdo entre as solu¢des aproximadas e a solu¢do exata. Na primeira linha tem-se
h =0,3125 (N=32) e na segunda linha 7 = 0, 15625 (N=64).
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Euler bem préximo da solucdo analitica e com N = 1024 praticamente ndo se v€ mais diferencas
entre as solugdes.

100 Exata 100 Exata

— Euler —— Ad-Bash2
— Euler Mod — Ad-Bash4

Midpoint Ad-Moul2p
—RK4 — Ad-Mouldp
80

./ ./

0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

100 Exata 100 Exata

—— Euler —— Ad-Bash2
—— Euler Mod —— Ad-Bash4

Midpoint Ad-Moul2p
—RK4 — Ad-Mouldp

40 / 40

/ /

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Figura 3: Comparacgdo entre as solu¢des aproximadas e a solucdo exata. Na primeira linha tem-se
h=0,078125 (N=128) e na segunda linha 4 = 0,009765625 (N=1028).

Embora as Figuras 1, 2 e 3 mostrem visualmente que as solu¢des numéricas estao convergindo
para a soluc¢do analitica e que hd diferengas na maneira como cada método converge, uma forma
mais eficaz de fazer tal andlise € por meio do estudo da ordem de convergéncia, proposto na
Secao 2, utilizando o erro absoluto (E4) e o erro relativo (ER).

Nas Tabelas 1 e 2 encontram-se os erros absolutos e relativos a medida que o espacamento
h diminui. Efetuando a regressao linear dos valores que estdo nas tabelas, a partir de N = 16,
na ultima linha encontram-se as ordens de convergéncias obtidas para cada método. Assim,
concluiu-se que o método de Euler € de primeira ordem, os métodos Euler modificado, Midpoint,
Adams-Bashforth 2 e Adams-Moulton 2 sdo de segunda ordem e os métodos Adams-Bashforth
4 e Adams-Moulton 4 sdo de quarta ordem.

Esses valores correspondem a inclinagao p das retas que estio nos graficos da Figura 4. Dessa
forma, nota-se as diferengas com que as solugdes aproximadas de cada método convergem para
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a solucdo analitica, tanto pelos valores das Tabelas 1 e 2 quanto pelas representacdes gréificas da
ordem de convergéncia, através das retas ajustadas, Figura 4.

Tabela 1: Erro Absoluto, Erro Relativo e Ordem de convergéncia.

N Euler Euler Mod Midpoint RK4
E, | E, E, | E, E, | E, E, | E,
8 || 33.823 0.1291 8.0846 0.0606 6.4195 0.0354 0.4398 0.0027
16 || 18.682 0.0633 2.8343 0.0150 2.0511 0.0096 0.0400 | 2.02e-04
32 | 9.6560 0.0311 0.8370 0.0041 0.5955 0.0027 0.0031 | 1.45e-05
64 || 4.9123 0.0154 0.2291 0.0011 0.1618 | 7.17e-04 || 2.14e-04 | 9.84e-07
128 || 2.4720 0.0077 0.0600 | 2.79¢-04 0.0423 | 1.86e-04 || 1.41e-05 | 6.42e-08
256 || 1.2396 0.0038 0.0154 | 7.11e-05 0.0108 | 4.75e-05 || 9.02e-07 | 4.10e-09
512 || 0.6207 0.0019 0.0039 | 1.79e-05 0.0027 | 1.20e-05 || 5.71e-08 | 2.59e-10
1024 | 0.3106 | 9.54e-04 || 9.78e-04 | 4.51e-06 || 6.87e-04 | 3.02e-06 || 3.59¢-09 | 1.63e-11
2048 || 0.1553 | 4.77e-04 || 2.45e-04 | 1.13e-06 || 4.51e-04 | 7.57e-07 || 2.25¢-10 | 1.02e-12
Ordem || 1.00 1.96 1.95 3.94
Tabela 2: Erro Absoluto, Erro Relativo e Ordem de convergéncia
N Ad-Bash2 Ad-Moulp2 Ad-Moulp4 Ad-Bash4
E, | E, E, | E, E, | E, E, | E,
8 10.926 0.0702 7.8881 0.0454 5.0348 0.0364 76.122 0.3865
16 3.6204 0.0096 1.2754 0.0059 0.1572 | 5.97¢-04 1.1281 0.0048
32 1.0535 0.0031 0.1565 | 5.80e-04 0.0051 | 1.96e-05 0.0679 | 1.60e-04
64 0.2812 | 8.75e-04 0.0212 | 7.65e-05 || 2.55e-04 | 8.83e-07 0.0047 | 1.04e-05
128 0.0726 | 2.32e-04 0.0096 | 2.76e-05 || 1.91e-05 | 5.03e-08 || 2.98e-04 | 6.70e-07
256 0.0184 | 5.98¢-05 0.0031 | 9.49¢-06 || 1.30e-06 | 3.13e-09 || 1.87e-05 | 4.24e-08
512 0.0046 | 1.52e-05 || 8.46e-04 | 2.72¢-06 || 8.52e-08 | 1.98e-10 || 1.17e-06 | 2.67e-09
1024 0.0012 | 3.81e-06 || 2.22e-04 | 7.24e-07 || 5.44e-09 | 1.25e-11 || 7.34e-08 | 1.67e-10
2048 || 2.92e-04 | 9.57e-07 || 5.70e-05 | 1.86e-07 || 3.43e-10 | 7.88e-13 || 4.59¢e-09 | 1.05e-11
| Ordem || 1.91 | 1.99 | 4.16 | 4.05

3.2 Modelo de Lotka-Volterra

O sistema de equagdes que descrevem o modelo de Lotka-Volterra € um problema cldssico de
presa-predador, que pode ser aplicdvel em sistemas biolégicos [10] para andlise das populacdes
envolvidas. Tal modelo € representado matematicamente pelo seguinte PVI:

( dP,
C1 _ap —bPP
dt ari 12
dP:
22 _cP2+dPP ) a7
dt
L Pi(0) = p1, e P»(0) = p,
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Figura 4: Estudo Numérico da ordem de convergéncia de cada método investigado.

donde P; € a populacdo de presas em um ambiente em que ha condi¢des suficientes para o cres-
cimento das presas, a uma taxa representada por a, P> é a populacdo de predadores que se ali-
mentam de P; e por esse motivo se beneficiam do encontro entre P; e P, representado pela
multiplicacdo P P, e consequentemente, limitam o crescimento indefinido de P;. O coeficiente a
¢ a taxa de crescimento das presas, ¢ a taxa de mortalidade dos predadores, b a taxa de mortes no
encontro entre P; e P, e d a taxa com que o alimento influencia no crescimento de P». Os valores
D1, € P2, sdo as quantidades iniciais de presa e predador.
O PVI (17) possui apenas uma solucao geral analitica implicita da seguinte forma [11]

aln(y) —by+cln(x) —dx =C, (18)

em que C € uma constante de integracdo, x =Py e y = P;.

De maneira geral, pela andlise dos pontos criticos associados ao PVI (17), as solugdes sao
curvas fechadas em torno do ponto critico central (§,%), com excegdo do ponto critico (0,0).
Assim, no plano de fase, as populacdes tém uma variacdo ciclica para a,b,c,d > 0 [11]. Essa
conclusido também pode ser alcancada por meio de uma andlise dos autovalores associados a
formulacao matricial do PVI (17), sem a necessidade de se resolver analiticamente o PVI [12].

Aplicando os métodos numéricos da Se¢do 2, foram determinadas as solu¢des aproximadas
representadas nas Figuras 5, 7 € 9, além dos respectivos planos de fase, Figuras 6, 8 e 10, visando
auxiliar na andlise das solugdes numéricas. Neste exemplo foram adotados os valores a = 2,
b=1,c=1,d=1, p1,=1, p, =0,1 e ty = 20, que correspondem a aproximadamente trés
ciclos no plano de fase [6].

Na Figura 5 tem-se as solu¢des numéricas de P; e P> e na Figura 6 seus respectivos ciclos.
Ao observar os métodos de passo simples, primeira coluna da Figura 5, verifica-se que a cada
ciclo, o pico das populacdes aumenta de valor enquanto que tais picos permanecem constantes
nas solugdes dos métodos de multiplos passos, segunda coluna da Figura 5. Uma consequéncia
desse aumento é que, a cada ciclo, a curva no plano de fase se afasta do ponto central (1,2),
Figura 6, contrariando a propriedade do comportamento ciclico das trajetérias do plano de fase
associado ao sistema presa-predador descrito pelo sistema (17).
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Figura 5: Comparacdo entre as solucdes aproximadas para h = 0,03125 (N=640) e tempo final

ty = 20. Na primeira linha tem-se solu¢des para P; e na segunda linha para P;.
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Ao diminuir o espagamento £, Figuras 7 e 9, nota-se que os picos das populagdes ficam cada
vez menores, a medida que a quantidade de pontos na particdo regular € aumentada. Por outro
lado, mesmo com N = 5120 (Figura 9), ainda percebe-se um aumento no pico a medida que a
evolucdo temporal muda de ciclo, e tal comportamento fica nitido na Figura 10.
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Figura 6: Plano de fase para Py e P, com h = 0,03125 (N=640) e tempo final 7y = 20. A curva
de cor azul claro do grafico a esquerda equivale a trajetéria obtida pelo Método Ad-Moultdp que
também estd no grafico a direita.

Considerando as figuras geradas neste exemplo, Figuras 5, 6, 7, 8, 9 e 10, constata-se a
dificuldade que os métodos expliticos de passo simples de Euler, Euler Modificado, Midpoint e
Runge-Kutta Cldssico t€ém para obter solu¢des aproximadas em problemas do tipo Lotka-Volterra.
Em contrapartida, os métodos de multiplos passos lidam melhor com problemas deste tipo. Ao
considerar todas as trajetorias dos métodos de passo simples, € importante destacar que o método
de Euler foi o que apresentou maior proximidade visual com a trajetéria do método de Adams-
Moulton 4 (curva de cor azul claro no grafico a esquerda das Figuras 6, 8 e 10), mesmo o método
de Euler possuindo ordem de convergéncia menor.

Uma questdo essencial € investigar a razdo pela qual este exemplo difere do primeiro (visto
na Secdo 3.1), no sentido de que, geralmente, espera-se que métodos explicitos de maior ordem
de precisao fornecam solu¢des mais proximas da solu¢do analitica, para um mesmo /4 € isto ndo
aconteceu com os métodos explicitos aplicados ao modelo de Lotka-Volterra deste exemplo. Um
caminho apontado na literatura leva ao conceito de problema rigido (stiff problem).

Embora o conceito de problema rigido seja impreciso e ndo tenha uma defini¢do rigorosa [6],
€ comum considerar como stiff problems aqueles problemas nos quais os métodos explicitos nao
trabalham bem ou produzem resultados inesperados [13].

Neste exemplo envolvendo o modelo de Lotka-Volterra e os parametros escolhidos, ao se
utilizar métodos explicitos de passo simples obteve-se dois resultados inesperados: i) o0 método
explicito de passo simples, de menor ordem de convergéncia (método de Euler) mostrando so-
lucdes mais préximas da solugc@o de referéncia e ii) aumento no pico das populagdes a cada
ciclo, contrariando o comportamento ciclico das trajetérias do plano de fase associado ao sistema
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Figura 7: Comparacdo entre as solucdes aproximadas para 7 = 0,0078125 (N=2560) e tempo

final 7 = 20. Na primeira linha tem-se solu¢des para Py e na segunda linha para P,.
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Figura 8: Plano de fase para P; e P, com h = 0,0078125 (N=2560) e tempo final 7 = 20.

presa-predador, conforme ja comentado anteriormente. Portanto, este exemplo é um problema
rigido.

A andlise de desempenho de métodos numéricos aplicados em problemas rigidos vem sendo
pesquisada e ainda ndo ha um procedimento fechado. Contudo, sabe-se que além da ordem de
convergéncia, outros aspectos devem ser levados em conta como regido de estabilidade absoluta,
se o sistema € periddico e a diferenca entre as magnitudes dos autovalores associados ao sistema
de EDO, entre outros [13, 6]. Logo, ndo é garantido que uma maior ordem de convergéncia em
métodos explicitos ird implicar em solu¢des numéricas mais proximas da solug@o analitica. No
geral, recomenda-se o uso de métodos implicitos.

De fato, nas simulagdes realizadas (Figuras 5, 6, 7, 8, 9 e 10, grificos a direita das figuras) os
métodos implicitos Adams-Moulton 2 e 4 apresentaram os resultados mais satisfatrios, quando
comparados aos demais. Isto €, a periodicidade dos ciclos foi mantida.

3.3 Interacao entre trés espécies

Este problema representa a dinamica populacional de trés espécies [14, 15], baseado no sis-
tema presa-predador, cujo PVI € dado por

( dP
— =P (1-0,001P —0,001P,—0,015P;)
dP:
d—z =P, (1-0,0015P; —0,001P;, —0,001P; )
! , (19)
dP
d—: = Py(—1+ aP; +0,0005P, )
\ PI(O) = Ply P2(O) = P2, € P3(O) = D3

em que Py e P, sdo presas de P; o predador.
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Figura 9: Comparacao entre as solu¢des aproximadas para & = 0,00390625 (N=5120) e tempo

final 7 = 20. Na primeira linha tem-se solu¢des para Py e na segunda linha para P,.
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curva de cor azul claro do grafico a esquerda equivale a trajetdria obtida pelo método Ad-Moult4p

que também estd no gréfico a direita.

Quando a = 0,002 as espécies evoluem para um ponto de equilibrio estdvel, isto &, as popu-
lacdes tendem para um valor constante quando ¢ tende para infinito [12, 14, 15]. Considerando os
valores iniciais py, = 300, p>, =300 e p3, = 50, simulagdes foram executadas para 7 f = 200
com N = 800, isto é, h = 0,25, e obteve-se as solu¢des aproximadas para Pj, P> e Pz, conferir

Figuras 11, 12 e 13, respectivamente.
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Figura 11: Comparagdo entre as solu¢des aproximadas para & = 0,25 (N=800) e tempo final
ty = 20 para a populagdo P;.

Conclui-se que os métodos de passo simples apontam para diferentes solu¢des aproximadas,
ver gréaficos a esquerda das Figuras 11, 12 e 13, jd os métodos de passos multiplos concordam vi-
sualmente com o formato das solucdes para Py, P; e P3, ver gréificos a direita. Consequentemente,
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o espacgo de fase dos métodos de passo simples discordam com a forma da espiral, entretanto,
todas as solucdes aproximadas evoluem para o mesmo ponto de equilibrio estdvel, enquanto que
as espirais dos métodos de multiplos passos possuem o mesmo formato, conferir Figura 14. Con-
tudo, um fato significativo a se destacar € que, ao comparar a trajetéria obtida pelo método de
Euler, com a trajetéria do método de Adams-Moulton 4 (curva de cor azul claro no grafico a
direita da Figura 14), as duas estdo mais proximas visualmente. Quando comparadas as demais
trajetorias dos métodos de passo simples, com o mesmo Adams-Moulton 4, estas ficam mais
distantes, mesmo com ordens de convergéncia maiores do que o método de Euler. Conforme de-
talhado no exemplo anterior, este caso também pode ser classificado como problema rigido (ou
stiff problem).

700 ] — Euler 700 ] —— Ad-Bash2
—— Euler Mod ] —— Ad-Bash4
] Midpoint s [t Ad-Moul2p
——RkK4 600 | —— Ad-Mouldp

600

500
500

2400
300
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Figura 14: Espaco de fase para Py, P, e P; com h = 0,25 (N=800) e tempo final 7 = 20. A curva
de cor azul claro do grafico a esquerda equivale a trajetéria obtida pelo Método Ad-Moultdp, que
também estd no grafico a direita.

Diminuindo o tamanho do espagamento £, simulagdes foram implementadas para N = 3200,
isto é, h = 0,0625 e as solugdes aproximadas encontradas para P;, P, e P3 estdo nas Figuras 11,
12 e 13, respectivamente.

Nesta simulacgdo, as solugdes obtidas pelos métodos de passo simples estdo visualmente pa-
recidas, apesar de ainda haver uma diferenca maior entre o método de Euler e os demais métodos
de passo simples, ver graficos a esquerda das Figuras 15, 16 e 17. Entretanto, o método de Euler
continua o mais parecido com a curva azul claro que se refere a solu¢do do Método Ad-Moult4p,
conforme mostra a Figura 18.

A partir dos resultados das simulagdes implementadas e das discussoes realizadas, embasadas
pelos referenciais tedricos apresentados, pode-se concluir que, nem sempre um método de maior
ordem de convergéncia conduzird a uma solu¢do aproximada mais proxima da solucao analitica,
em comparacdo a métodos de menores ordens de convergéncia.
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Figura 16: Comparagdo entre as solu¢des aproximadas para & = 0,0625 (N=3200) e tempo final

ty = 20 para a populagdo P,.
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Figura 17: Comparagdo entre as solu¢des aproximadas para i = 0,0625 (N=3200) e tempo final
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Figura 18: Espaco de fase para P, P, ¢ P; com h = 0,0625 (N=3200) e tempo final ¢y = 20.
A curva de cor azul claro do gréfico a esquerda equivale a trajetéria obtida pelo Método Ad-
Moult4p, que também estd no grafico a direita.
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4 Conclusoes

O proposito deste estudo foi realizar comparacdes entre métodos numéricos de equagdes dife-
renciais ordindrias, aplicadas em problemas de dinamica populacional. Os métodos utilizados fo-
ram Euler, Euler Modificado, Ponto Médio (Midpoint), Runge-Kutta Cl4ssico, Adams-Bashforth
de 2 pontos e de 4 pontos e Adams-Moulton de 2 e 4 pontos, com estratégia de predi¢cdo e corre-
¢a0. Um estudo numérico da ordem de convergéncia foi realizado considerando o erro absoluto
(E4) e o erro relativo (Eg), ambos comparados com a solucdo exata da Equacdo Logistica da
Secdo 3.1. Neste exemplo foi possivel observar que a medida que o espacamento /. diminui, por
meio do aumento da quantidade de subintervalos N, as solu¢des numéricas convergem para a
solucdo exata em diferentes ordens, conforme ilustrado na Figura 14. Ademais, na Equacio Lo-
gistica foi perceptivel a lenta convergéncia do método de Euler, com relacio aos demais métodos
que possuem ordens de convergéncia maiores.

Ao considerar o modelo de Lotka-Volterra para a dindmica presa-predador, da Secao 3.2,
percebeu-se a dificuldade dos métodos explicitos, de passo simples, em conseguir representar a
solucdo analitica, principalmente pelo fato de que era esperado que a solu¢do numérica manti-
vesse o pico das populagdes em um mesmo patamar, a cada ciclo completado. Entretanto, as
solu¢des numéricas aumentaram o pico de cada populagio, a cada volta do ciclo representado no
plano de fase. Em contrapartida, os métodos de multiplos passos conseguiram manter 0s picos
aproximadamente constantes, dentro do dominio computacional que implicava em torno de trés
ciclos.

Além disso, deve-se destacar o comportamento do método de Euler, que mesmo possuindo a
menor ordem de convergéncia entre os esquemas explicitos de passo simples, foi o método que
mais se aproximou das solucdes obtidas pelos métodos implicitos de multiplos passos.

A investiga¢do dos resultados inesperados que ocorreram neste exemplo, ao se utilizar méto-
dos explicitos de passo simples, conduziu a conclusdo de que o modelo de Lotka-Volterra, com
os parametros adotados nas simulagdes, € um problema rigido ou (stiff problem). Neste tipo de
problema, nem sempre métodos explicitos de maior ordem de convergéncia irdo fornecer solu-
coes numéricas mais proximas das solucdes analiticas, quando comparados a métodos de menor
ordem de convergéncia.

No terceiro exemplo apresentado na Sec¢do 3.3, foi abordada a interacdo entre trés espécies e
neste cendrio, todos os métodos capturaram o ponto de equilibrio estdvel. Contudo, os métodos
de multiplos passos mostraram-se mais eficientes, pois com espacamento de & = 0,25, todos os
métodos de multiplos passos alcancaram a mesma representagao visual, enquanto que os métodos
de passo simples divergiram do formato da solucdo (Figuras 11, 16 e 17). Isso ficou evidente
nos graficos do espago de fase apresentados na Figura 14. Neste caso, o método de Euler teve
comportamento semelhante ao verificado no exemplo da Se¢do 3.2, por tratar-se também de um
problema rigido.

De modo geral, com esse trabalho ficou claro que ao se trabalhar com métodos numéricos
¢ sempre aconselhdvel investigar e comparar as solu¢des numéricas, obtidas a partir de diferen-
tes métodos, para entdo analisar e verificar qual ou quais sdo os que melhor se enquadram nas
hipéteses do problema modelado pelas equacgdes diferenciais.
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