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Resumo

Neste artigo, provamos de forma elementar a irracionalidade de
? (e, portanto, de ) usando o principio da indu¢io matematica,
a técnica de integracdo por partes do célculo elementar e alguns
fatos bésicos acerca de sequéncia infinita de nimeros reais.
Palavras-chave: Irracionalidade de 7. Irracionalidade de 7°.
Principio da indu¢c@o matematica. Indugdo forte. Integracdo por
partes. Sequéncia infinita de nimeros reais.

Abstract

In this paper we prove in elementary form the irrationality of 72
(and therefore, of 7) using the principle of mathematical induc-
tion, the technique of integration by parts of the elementary calcu-
lus and some basic facts about infinite sequence of real numbers.
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1 Introducao

O famoso numero 7, definido como a razdo do comprimento de uma circunferéncia pelo seu
diametro, é sem ddvida uma das mais importantes constantes matemdticas. Toda essa relevancia
¢ justificada pelas diversas conexdes dessa constante com diferentes tépicos da matemética. Uma
de suas principais caracteristicas € o fato de 7 ser um ndmero irracional.

A irracionalidade de 7 foi demonstrada pela primeira vez, ainda no século XVIII, pelo ma-
tematico franc€s Johann Heinrich Lambert. Na demonstracdo, Lambert (1767) obtém uma ex-
pansdo da fun¢do tangente por fracdes continuas e, a partir dai, ele consegue provar um resultado
mais geral, a saber: “se a € um racional ndo nulo, entdo tg o € irracional”. Segue imediatamente
deste fato que 7 é irracional pois tg(n/4) =1 € Q.

Na literatura € possivel encontrar diversas outras provas da irracionalidade de 7. Niven (1947)
demonstrou de forma simples a irracionalidade de 7 usando o cdlculo elementar. Breusch (1954)
provou que 7 € irracional usando a teoria de séries de poténcias. Em Niven (1956, p. 17), po-
demos achar um resultado andlogo ao de Lambert para a fungido cosseno, a saber: “se 3 é um
racional ndo nulo, entdo cos 8 € irracional”. Visto que cos(m) = —1 € Q, entdo segue imediata-
mente deste fato que 7 € irracional.

Hancl (1986) provou que ©* é irracional, o que implica obviamente na irracionalidade de 7
e 2. Desbrow (1990) provou que nio existe @ € C ndo nulo tal que ®? e Wrgh(®) sejam am-
bos racionais Gaussianos'. A partir, deste resultado fica fécil provar a irracionalidade de = (e,
portanto, de 7), pois quando supomos o contririo obtemos que (7i)? e (7i)tgh(mi) sdo ambos
racionais Gaussianos.

Estimulado por um problema proposto em Makarov et al (1992, p. 15), pretendemos, neste
artigo, apresentar uma outra prova elementar da irracionalidade de 7. Para isto, definiremos
uma sequéncia de nimeros reais que tem uma propriedade especial, a saber, o n-ésimo termo
da sequéncia é a imagem de m* por um polindmio de grau < n com coeficientes inteiros. Para
provar que a referida sequéncia satisfaz tal propriedade, usaremos indug¢ao, integracao por partes
e alguns fatos bdasicos sobre sequéncias. A partir deste resultado, serd possivel provar a irracio-
nalidade de 72 (e, portanto, de 7).

2 O principio da inducao matematica

O principio da inducdo é uma valiosa técnica de demonstracio matematica que nos permite
demonstrar a validade de certas propriedades relativas a subconjuntos infinitos de Z (ou N). A
versao cldssica e padrdo deste principio estd contida no

Teorema 2.1 (Principio da Inducao Matematica (PIM 1)) Seja S(n) uma sentenca aberta re-
lativa ao niimero natural n. Se

(i) S(1) é verdadeira, e
(ii) paratodo k > 1, S(k) verdadeira implicar S(k+ 1) verdadeira,

entdo a sentenga S(n) é verdadeira para todo n > 1.

'Um niimero complexo é um racional Gaussiano se ambas as suas partes real e imagindria sdo niimeros racionais.
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O resultado acima pode ser provado diretamente a partir dos axiomas de Peano (veja Gun-
derson (2011, p. 24)). Chamamos a verificagdo de verdade para S(1) de Base de Indugdo e a
verificacdo de verdade da implicagdo “S(k) verdadeira = S(k + 1) verdadeira” de Passo Indutivo.
A suposi¢do “S(k) verdadeira” no passo indutivo é chamada Hipdtese de Indugdo (HI).

Exemplo 2.1 Prove que a soma dos n primeiros naturais impares é igual a n’.
Solu¢do: Seja S(n) a seguinte sentenga aberta relativa ao nimero natural 7.
S(n): 1434+ (2n—1)=n

Base de Inducdo (n = 1): Temos que 1 = 1. Logo, S(1) é verdadeira.
Passo Indutivo (S(k) = S(k+1)): Suponha que para todo k > 1, S(k) é verdadeira, i.e.,

14344+ (2k—1)=k* (Hipétese de Indugio).

Dai, obtemos que 1+3+ -+ (2k— 1)+ (2k+ 1) 22 +2k+1 = (k+1)2, ie., S(k+1) é
verdadeira. Portanto, segue do principio da indugio que S(n) é verdadeira para todo n > 1.

1
Exemplo 2.2 Prove que a soma dos n primeiros quadrados perfeitos é igual a gn(n +1)(2n+1).
Solugdo: Seja S(n) a seguinte sentenga aberta relativa ao nimero natural 7.
1
Sn): 12422+ 4n* = gn(n—}— 1)(2n+1).

Base de Indugdo (n=1): Temos que 12 =1 = é -1-(1+1)-(2-1+1). Logo, S(1) é verdadeira.
Passo Indutivo (S(k) = S(k+1)): Suponha que para todo k > 1, S(k) é verdadeira, i.e.,

1
124224+ k% = chlk+ 1)(2k+1) (Hipdtese de Indugdo).
Dai, obtemos que,
1
P22 P (k1) = 6k(k+1)(2k+1)+(k+1)2

= (k+1) ék(2k+1)+(k+1)

(k+2)(2k+3)
6

_ é(k+1)[(k+l)+l][2(k+1)+1],

= (k+1)

i.e., S(k+ 1) é verdadeira. Portanto, segue do principio da indugdo que S(n) é verdadeira para
todon > 1.

Exemplo 2.3 (Desigualdade de Bernoulli) Seja x um niimero real ndo nulo, com x > —1. Prove
que para todon > 1,
(I+x)">1+nx.
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Solucdo: Seja S(n) a seguinte sentenca aberta relativa ao nimero natural 7.
S(n): (14+x)">1+nx.

Base de Indugdo (n = 1): Temos que (1+x)! =1+x=1+1-x. Logo, S(1) é verdadeira.
Passo Indutivo (S(k) = S(k+1)): Suponha que para todo k > 1, S(k) € verdadeira, i.e.,

(14+x)*>14kx (Hipétese de Indugio).

Como 1+ x > 0, entdo segue que,

HI
(142" = (14051 +x) > (1 +kx)(1 +x) = 1 +x+kx +kx® ;0 l+x+kx=1+(k+1)x,
X

i.e., S(k+ 1) é verdadeira. Portanto, segue do principio da indugdo que S(n) é verdadeira para
todon > 1.

Vale ressaltar que a base de induc@o ndo precisa ser considerada necessariamente em n = 1.
O principio continua valido se a indug@o comegar a partir de qualquer inteiro. Uma forma mais
geral deste principio estd contida no

Teorema 2.2 (Principio da Inducao Matematica (PIM 2)) Sejam S(n) uma sentenca aberta re-
lativa ao niimero natural n e k € 7 fixado. Se

(i) S(k) é verdadeira, e
(ii) para todo m > k, S(m) verdadeira implicar S(m+ 1) verdadeira,

entdo a sentenga S(n) é verdadeira para todo n > k.

Demonstracdo: Veja Gunderson (2011, p. 36). ]

As vezes, nos deparamos com algumas situacdes em que a suposi¢io de verdade para S(k)
(k > 1) ndo € suficiente para provar a validade de S(k+ 1). Neste caso, é necessdrio fortalecer um
pouco mais a hipétese indutiva, supondo que a sentenga S(n) seja verdadeira para outros inteiros
n menores do que k. Esta situacio € contemplada pela seguinte variante do principio da indugdo.

Teorema 2.3 (Principio da Inducao Forte) Seja S(n) uma sentenca aberta relativa ao niimero
natural n. Se

(i) S(k) é verdadeira, e
(ii) paratodom >k, S(k),S(k+1),...,S(m) verdadeiras implicar S(m+ 1) verdadeira,
entdo a sentenga S(n) é verdadeira para todo n > k.

Demonstracdo: Veja Gunderson (2011, p. 37). ]

As versoes apresentadas nos Teoremas 2.2 e 2.3 sdo, na verdade, versdes de um mesmo
principio. E possivel provar que tais versoes sao equivalentes (veja Gunderson (2011, p. 37)).
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Exemplo 2.4 Prove que qualquer inteiro positivo n > 2 é um produto de primos.
Solugdo: Seja S(n) a seguinte sentenga aberta relativa ao nimero natural 7.
S(n) : n é um produto de primos.

Base de Indugdo (n = 2): Temos que 2 é primo. Logo, S(2) é verdadeira.

Passo Indutivo: Seja m > 2 um inteiro fixado. Suponha que S(¢) é verdadeira para todo inteiro t
satisfazendo 2 < ¢t < m (Hipétese de Inducdo). Se m+ 1 é primo, entéo S(m+ 1) é verdadeira. Se
m+ 1 ndo € primo, entdo existem inteiros 2 < b <me 2 < ¢ < mtais que m+ 1 = bc. Dai, segue
da hipétese de indugdo que S(b) e S(c) sdo ambas verdadeiras, i.e., b € um produto de primos e
¢ é um produto de primos. Logo, bc é um produto de primos, i.e., S(m+ 1) é verdadeira. Em
qualquer caso, tem-se que S(m+ 1) é verdadeira. Portanto, segue do principio da indug@o (forte)
que S(n) é verdadeira para todo n > 2.

Exemplo 2.5 Para todo inteiro r > 1, prove que se r*

s et sdo ambos quadrados.

= st e s et sdo relativamente primos, entdo

Solu¢do: Seja S(r) a seguinte sentenga aberta relativa ao nimero natural r.
S(r): r* =st e mde(s,t) = 1 = s et sdo ambos quadrados.

Base de Inducdo (r = 1): Neste caso a tnica forma de decompor 12 como produto de inteiros
relativamente primos € 12=1-1. Como os fatores 1 e 1 sdo ambos quadrados, entdo, S(1) é
verdadeira.

Passo Indutivo: Sejam > 1 um inteiro fixado. Suponha que S(j) é verdadeira para todo inteiro j
satisfazendo 1 < j < m (Hipétese de Indugio). Sejam s e ¢ inteiros positivos tais que (m+1)? = st

2
emdc(s,t) = 1. Seja p um divisor primo de m+ 1. Entdo, ’"T“ e (mp%l) sdo ambos inteiros. Além

disso, como p é primo e mdc(s,t) = 1 entdo p divide exatamente um dos inteiros s ou £. Sem
perda de generalidade, vamos supor que p | s, mas p { . Nesse caso, como p? | (m+ 1)?, entio
segue que p | s, i.e., s = p’x, com x € N. Agora, perceba entio que,

<m+1)2_ (m+1)*> st p*xt

p p? p> P’

xt,

onde mdc(x,t) = 1 (caso contrério, terfamos que mdc(s,t) # 1). Dai, como ’”TH ¢ um inteiro

satisfazendo 1 < mTH < m, entdo segue da hipétese de inducdo que x e ¢ sdo quadrados. Mas,

isso implica entéo que s e ¢ sdo quadrados. Ou seja, S(m + 1) é verdadeira. Portanto, segue do
principio da indugao (forte) que S(r) é verdadeira para todo inteiro r > 1.

Exemplo 2.6 A sequéncia de Fibonacci F, é a sequéncia definida recursivamente por Fo = 0,
Fi=1eF,=F,_+F,_3, para todo n > 2. Prove que para todo n > 0,
o' — B"
g OB
o—p

onde o0 = 1+2\5 e = I_T\G sdo as raizes da equagdo x*> = x+ 1.
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Solu¢do: Seja S(n) a seguinte sentenga aberta relativa ao inteiro ndo negativo n.

o —pr 145 . 1-V3
= onde o = = .

S(n): F, = . 7 ef 7

Base de Indugdo (n =0, 1): Temos de S(0) e S(1) que Fy = %5~ =0e Fy = %5 = 1. Logo,
S(0) e S(1) sdo ambas verdadeiras.
Passo Indutivo: Seja m > 1 um inteiro fixado. Suponha que S() é verdadeira para todo inteiro t
satisfazendo 0 <t < m (Hipdtese de Inducdo). Dai, obtemos que,

m—1 m—1 m m m—1 m—1 m+1 m+1

mo” " —p o"—p" o™ (1+a)-B"(1+B) o™ B

F — F — F — = —
i.e., S(m+ 1) é verdadeira. Portanto, segue do principio da indugéo (forte) que S(n) é verdadeira
para todo n > 0.

3 A técnica da integracao por partes

Sabemos do Teorema Fundamental do Cdlculo* (TFC) que a integral de uma fungio continua
f em [a,b] pode ser facilmente calculada a partir de uma primitiva de f em [a, b]. Porém, a tarefa
de achar uma primitiva para uma dada funcdo f ndo €, em geral, trivial. Ha certas classes de
fungdes que para serem integradas necessitam de técnicas especificas de integracao. Por exemplo,
para o célculo da integral indefinida

/ e*cosxdx

necessitamos de uma técnica chamada Integracdo por Partes, a qual passaremos agora a descre-
ver. Suponha que f e g sdo funcdes derivaveis de x. A regra do produto nos diz entdo que

4
dx

em termos de integrais indefinidas, temos entdo que,

fx)g(x)] = f'(x)g(x) + f(x)g'(x),

d / /
[ 5@l = [ £wgedr+ [ rg @
ou seja,
[ 08 0)dx = £0gx) — [ £ (9g(x)d. (1
A férmula (1) é chamada formula da integracdo por partes. Essa férmula é mais facilmente

lembrada quando escrita na forma diferencial, a saber: se u = f(x) e v = g(x), entdo as diferenci-
ais de u e v sdo du = f'(x)dx e dv = g'(x)dx. Assim, a férmula (1) pode ser reescrita da seguinte

forma
/udv:uv—/vdu. )

b
2Se f é continua em [a,b] e F é uma primitiva de f em [a,b] entdo / f(x)dx=F(b)—F(a).
a
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Exemplo 3.1 Calcule / x(Inx)?dx.

Solugdo: Fazendo u = (lnx)2 e dv = xdx, obtemos que, du = %dx ev— "72 Dai, segue da
formula (2) que

/x(lnx)zdx:/w@:uv—/vdu: @—/(lnx}xdx.

u v

Para calcular a integral de x Inx aplicamos novamente a técnica da integragdo por partes. Faca
2 . .
z=1Inx e dw = xdx, entdo, dz = %dx ew= "7 Assim, segue da féormula (2) que

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1
/x(lnx)zdx: @—/(lnx) xdx, = @—Zw+/wdzz al (;x) 1 2nx—|—%+C.
z w
Exemplo 3.2 Calcule / e* cosxdx.
Solucdo: Fazendo u = cosx e dv = e*dx, obtemos que, du = —senxdx e v = e*. Dai, segue da

férmula (2) que

/excosxdx = /cosx e dx =uv— /vdu =e'cosx+ /exsenxdx.
A e
u dv
Usaremos novamente a técnica da integrac@o por partes para calcular a integral de ¢* senx. Faca

z=senx e dw = e*dx, entdo, dz = cosxdx e w = ¢*. Assim, segue da férmula (2) que

e*cosxdx=eé" cosx+ | senx e dx=e cosx+zw— [ wdz=e"cosx+e senx— [ e* cosxdx.
N~

b4 dw
e*
Portanto, / e*cosxdx = (senx2+ cosx) +C.

A técnica da integracdo por partes também pode ser aplicada as integrais definidas. Assim
como tivemos para integrais indefinidas, havera também uma férmula da integracdo por partes
para integrais definidas. Este fato esta contido na

Proposicao 3.1 Se as fungdes f,g : [a,b] — R tém derivadas continuas entdo,

[ 1008 W= 170000~ [ 7 sa

Demonstra¢do: Temos que f(x)g(x) é uma primitiva de f(x)g'(x) + f/(x) g(x) em [a,b]. Dai,
segue do TFC que

[ g ant [ @swar= [ 17020+ £ gl = 709800
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el
Exemplo 3.3 Calcule / S dx.
1 X

Solucdo: Sejam u = Inx e dv = x~2dx. Entdo, du = x~'dx e v = —x"!. Daf, segue da Proposicio
3.1 que

/elnxd /6(1 ) 2dx = [uv] / du=[-x""1 }e+/e S T Yo S SR
— ax = nx)x X=|Uvi, — vau —= |—X nx X X = —se = 1——.
1 B et A L e

T

Exemplo 3.4 Calcule / e* senxdx.
0

Solucdo: Sejam u = senx e dv = e*dx. Entdo, du = cosxdx e v = ¢*. Dali, segue da Proposi¢ao
3.1 que

T T T T
/ exsenxdx:/ (senx) e’ dx= [uv]g—/ vdu= [exsenx]g—/
0 0 ~—~—"" 0 0

u v

T
excosxdx:—/ e*cosxdx.
0

No Exemplo 3.2 ja determinamos todas as primitivas da func¢do e*cosx. Entdo, segue do TFC

que
T T X T T 1
/ e senxdx = —/ e cosxdx = — {(e (senx—l—cosx))] _ ¢ + )
0 0 0

2 2

4 Sequéncia infinita de nimeros reais

No que segue, definiremos sequéncia de nimeros reais e apresentaremos alguns resultados
basicos que serdo uteis na proxima secao.

Definicao 4.1 Sejam k um inteiro fixado e K o conjunto de todos os inteiros maiores ou iguais
a k. Uma sequéncia infinita (ou mais brevemente, uma sequéncia) de niimeros reais é qualquer
fungdo s : K — R. As imagens dos elementos de K sdo chamadas os termos da sequéncia.

Assim, dada uma sequéncia s : K — R, nés usualmente escrevemos s, em vez de s(n). Além
disso, denotamos a sequéncia por qualquer uma das seguintes notacoes: {s,}nck, {Sn}n>k OU
simplesmente {s,}, quando o conjunto K for claramente identificado.

Exemplo 4.1 A sequéncia dada por {(—1)""1},>1é1,—1,1,—1,1,—1,...

11
Exemplo 4.2 A sequéncia dada por {n2 1 }nzo él, 310
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Defini¢ao 4.2 Sejam {s,} uma sequéncia de nimeros reais e L um nimero real. Diremos que
{sn} converge para L, e que L é o limite de {s,}, se para cada € > 0 existir um inteiro ng tal que

|sp —L| < €
sempre que n > ny. Neste caso, dizemos que a sequéncia {s,} é convergente, e escrevemos

lim s, = L.
n—soo

Caso contrdrio, a sequéncia {s,} é dita divergente.

Exemplo 4.4 A sequéncia constante {c} é convergente e seu limite é c.
Exemplo 4.5 A sequéncia {(— 1)t }nzl é divergente.

Exemplo 4.6 A sequéncia {m+1/n},- € convergente e seu limite é T.

Lema 4.1 Se {x,},>0 é uma sequéncia convergente de inteiros positivos, entdo lim x, # 0.
= n—co

Demonstracdo: Suponha que lim x, = 0. Seja € um nimero real tal que 0 < € < 1. Dai, segue
n—oo

da defini¢do de limite para sequéncias que, existe ng € NU{0} tal que 0 < x,, < € < 1 para todo
n > ng (contradi¢do!). [ |

n2+82, sen <44 . . ..
Exemplo 4.7 x, = é uma sequéncia convergente de inteiros positivos tal
2018, sen > 44

que lim x,, = 2018 # 0.
n—yoo

Lema 4.2 Sejam {x, },>0 uma sequéncia de niimeros reais e kg um inteiro ndo negativo. Entdo,

lim xy, 4, = L se, e somente se, lim x,, = L.
n—oo n—oo

Demonstracdo: (=) Seja € > 0 um niimero real. Como lim xy,, = L entdo existe no € NU {0}
n—oo

tal que |xg,4, —L| < € sempre que n > ng. Dai, para cada inteiro n > ko + ng, tem-se que,
|x, — L| < €. Portanto, lim x, = L.
n—$o0

(<) Seja € > 0 um nimero real. Como lim x,, = L entdo existe np € NU{0} tal que |x, —L| < €

n—oo
sempre que n > ng. Sendo ko inteiro nao negativo, entdo ky +n > ng sempre que n > ng. Dai,
para cada inteiro n > no, tem-se que, |xg,+, — L| < €. Portanto, lim xy,, = L. ]
n—soo

Proposicao 4.1 Se lim |x,| = 0, entdo lim x, = 0.
n—oo n—oo

Demonstragdo: Seja € > 0 um nidmero real. Como lim |x,| = 0, entdo existe um inteiro ndo
n—»oo

negativo ng tal que ||x,| — 0| < € sempre que n > ng. Ou seja, existe um inteiro ndo negativo ng
tal que |x,| < € sempre que n > ng. Portanto, lim x,, = 0. ]
n—soo

Teorema 4.1 (Teorema do Sanduiche) Se lgn Xp = lgn yp =L ex, <z, <y, para todo n sufici-
n—o0 n—o0

entemente grande, entdo lim z, =L
n—soo
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Demonstracdo: Seja € > 0 um ndmero real. Segue da hipdtese que existem ny,np,n3 € NU{0}
tais que

n>n = L—e<x,<L+e
n>n = L—e<y,<L+E¢€
nzny = X <2Zp <yu.

Tome ng = max{n,ny,n3}. Dai, para cada inteiro n > ny, tem-se que,

L—e<x, <z <y, <L+te.

Portanto, lim z, = L. [ |
n—soo

Proposicao 4.2 Se 0 < s < 1, entdo 1i_r>n s =0.
n—soo

1— 1
Demonstracdo: Temos que r = - > (. Logo, s = T Usando agora a desigualdade de
s r

Bernoulli (Exemplo 2.3), obtém-se que,

" 1 1 1
0<s" = < < —,
(I+r)» — 14+nr nr
1
para todo n > 1. Dai, como lim — = 0, entdo segue do Teorema 4.1 que lim s"” = 0. [}
n—oo nr n—soo

Proposicao 4.3 Seja {x,},>0 uma sequéncia de niimeros reais ndo nulos e suponha que

lim |2 =L < 1.
n—oo | X,
Entao,
lim x,, = 0.
n—soeo
Demonstragdo: Temos que o nimero € = (1 —L)/2 > 0, pois L < 1. Como li_r)n Intl) L, entao
n—roo xn
segue da definicdo de limite para sequéncias que, existe kg € NU{0} tal que
L+1
o<l p o LHL 3)
[l 2

sempre que 1 > ko. Dat, segue do principio da indugdo que’

L+1\"
0< |xk()+n| < T |Xk0|,

L+1
xk0+1| < | — |)Ck0

2
. o . L+1\"
verdadeira para um inteiron =m > 1, i.e., |xk0+m| < -

3(i) Para n = 1, tem-se que,

, 0 que ¢ verdadeiro; (ii) Suponha que a desigualdade é

|xx,| (Hipdtese de Indugdo (HI)). Dat, obtém-se que,

L+1 L+1

m+1
o+(mt1) | = P (gm)+1)] < (2> | Xtg4-m| ;I (2> Xk, i.e., a desigualdade é verdadeira para o inteiro

®3)

L+1\"
n=m+ 1. Portanto, segue do principio da indugdo que 0 < |x,1p| < (;) |x%,| para todo n € N.
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1
para todo n € N. Por outro lado, como 0 < % < 1, entdo segue da Proposicao 4.2 que

. (L+1)"
lim (T) x| = 0.

n—soo

Usando agora o Teorema 4.1 obtemos que lim |x,+,| = 0. Assim, concluimos da Proposigao 4.1
n—oo

e do Lema 4.2 que lim x, = 0. ]
n—yoo
a}’l
Exemplo 4.8 lim — =0, para todo a € R.
n—eo p!
an
Solu¢do: Considere a sequéncia {x,},>1, definida por x,, = — onde a € um numero real fixado.
= n!
, o
E 6bvio que, lim - = 0. Suponha agora que a # 0. Entio,

n—oo 1!
Xop1| | @t ol | a | g
X, | |(n+1)! an n+l1| n+l
e
tim 24| i 9L gy,
n—eo | Xp n—eop 41

Portanto, segue da Proposicao 4.3 que lim x, = 0.
n—yoo

5 A irracionalidade de &

Considere a sequéncia {1, },,~0 definida por

1 r7/2 2 n
I, =— L — 12} costdr.
n! 771:/2 4

Proposicao 5.1 I, > 0 para todo inteiro n ndo negativo.

. o ~ . 2 " 2
Demonstragdo: Seja n um inteiro nio negativo fixado. Como f(t) = (% —t2> cost € uma

funcao par entdo,

1 /7/2 2 n 2 [m/2 2 n
I, = — 7r__t2 costdt:—/ 7r__t2 costdt.
n!Jozp\ 4 n! Jo 4

n
Mas, %2 —12>0e cost > 0 no intervalo [0,7/2]. Logo, f(t) = (%2 —t2> cost > 0, para todo
t € [0,7/2]. Dai, segue que,

2 (72 (g? " 2
(— —tz) costdt = —'(érea sob o gréfico de f) > 0.
n!

I, = i

“nl'Jo
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Lema 5.1 Se r € N, entdo li_r)n 'L, = 0.
n—oo

2 . . . ~
Demonstracéo: Como ﬂT —2>0e0<cost <1 nointervalo [0,7/2] e, além disso I,, > 0, entdo,

n! 4
)" )"
3 . 7

N Ee A

que lim 7', = 0.
n—yo0

n! 4

2 (/2 [ 2 n 27 rm/2 2\
[Pl = Py < (”— —t2> dt < — (ﬂ—) dt =
0 0

isto €, —7

2r'

n!

(

2

4

Lema 5.2 Se a é irracional e B é racional ndo nulo, entdo o3 é irracional.

T

_)"__

2

m2\"
i
n—

n!

Y

. Assim, conclui-se entdo do Exemplo 4.8 e do Teorema 4.1

Demonstragdo: Suponha que of3 é racional. Como f3 é racional nio nulo, entdo 1/f é racional.
Dai, segue que o3 - (1/) é racional, i.e., o é racional (contradigdo!).

Teorema 5.1 Para todo inteiro n ndo negativo, tem-se que,
2
I, = P,(7°),

onde P, é um polinémio de grau < n com coeficientes inteiros.

Demonstracdo: A argumentacdo usada aqui estd fundamentada no principio da inducdo (forte).
Seja S(n) a seguinte sentenca aberta relativa ao inteiro no negativo n.

S(n) : I, = P,(%*), onde P, é um polindmio de grau < n com coeficientes inteiros.

Base de Inducdo (n = 0,1): Para n = 0 podemos verificar facilmente que

/2 /2
IO:/ costdt:Z/ costdt =2 = Py(m?),
0

—m/2

onde Py(t) =2 é um polindmio de grau < 0 com coeficientes inteiros, i.e., S(0) é verdadeira.

Usando a técnica da integrag@o por partes, obtemos que,
/2 2
L = / (7[_ —tz) costdt
—n/2 4
()] 1
= — — 17 | sent = /
4 —nj2  J-m/2

/2

= 2/ tsentdt
—m/2

/2
= 2 {(—tcost)ﬂ/2 / —costdt]

-n/2

/2
/ costdt
—m/2

—7/2

2
4
Pi(m?),

—2tsentdt
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onde Pj(t) =4 é um polindmio de grau < 1 com coeficientes inteiros, isto &, S(1) é verdadeira.
Passo Indutivo: Seja m > 1 um inteiro fixado. Suponha que S(j) é verdadeira para todo inteiro

J satisfazendo 0 < j < m (Hipétese
partes, obtém-se que,

de Indu¢do). Usando novamente a técnica da integracao por

‘J-m
2
= —— <n__t2> sent —/ —2(m—1—1)t(n——t2) sent dt
(m+1)! 4 an —r/2 4
9 [m/2 2 n
= —/ t(ﬂ——tz) sent dt
m! —n/z 4

o) 2 m n/2 /2 2 m 2 m—1
= = {—t (n——ﬁ) cost] +/ (cost) (ﬂ——ﬁ) —2’m (n——tz) dr
m! 4 —717/2 —7/2 4 4
) /2 7’:2 ) m 71'2 m—1
= — O 5 —2) —202m( = —¢* drp.
il Lot | (5 20 (5 0)
2 5 n*
Observando que —t~ = (Z —t ) — podemos reescrever a ultima igualdade da seguinte
forma:
2 | (=2 2\ n? n?\ [ n? ol
I, = = 0| (= —t 2 e el [ dt
= Lt (%) n((5-7)-5) (5-7)
2 | m2 i 2 \" mmr )\
= — 1) (2 (——t —— =t dt
i Lot [me 0 () -5 (5-#)
1 r®/2 2 m 1 /2 2 m—1
= (4m+2)—/ (n——tz) costdt—n’z—/ (n——tz) cost dt
m‘ 77'[/2 4 (m—l)' 771:/2 4
= (4m+2), — w°l,_;.
Temos da hipétese de indugao que,
m—1
Ly = Pu(7?) = ap(7*)" + a1 (72)" -t a m? + ag = am (7)™ + Z a;(m?)
i=0

m—1
L1 = Qm—l(nz) = bm_l<7c2)m71 +bm_2<n2>m72 + - —|—b17'l,'2 + by = Z bi(n2)17
i=0

coma; € Z(j=0,1,....m)eb; € Z(i=0,1,...,m—1). Dai, segue que,
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Luvi = (A4m+2)1, — 7L,

m—1 m—1
= (4m+2) |an(7*)"+ ) a;i(n?)'| — n? ) bi(m?)!
i=0 i=0

— [(4m-l—2)am](7t2)’"—|—mzl[(4m—I-Z)a,-](itz)i—mzlbi(ﬂz)”rl
i=0 i=0
_ [(4m+2>am](n2)m—bml(nz)'"+mzl[(4m+2)a,-](n2)i—mZzb,-(nZ)f“+(4m+2)ao
i=1 i=0
m—1 m—1

= [(4m+2)am —bpu1](m*)"+ Y [(4m+2)a)|(7*) = Y bioy (2%) + (4m+2)ag
i=1 i=1

3
|

= [(4m+2)am —bu1)(7)"+ Y [(4m+2)a; — bi—1)(7*)" + (4m+2)ag
i=1

= Rm+1(7f2),

onde, Ry 1(t) = [(4m+2)am — by 1Jt" + [(4m +2)apm_1 — by 2)t" ' + -+ [(dm +2)ay —
b1)t? 4 [(4m 4+ 2)ay — bo|t + (4m + 2)ag é um polindmio de grau < m+ 1 com coeficientes in-
teiros, i.e., S(m+ 1) é verdadeira. Portanto, segue do principio da inducéo (forte) que S(n) é
verdadeira para todo inteiro n > 0. ]

Corolario 5.1 72 ¢ irracional.

Demonstracio: Suponha que 72 é racional. Logo, n’=r /s, com r,s € N. Dai, segue do Teorema
5.1 que

s"Py(r/s) = "I,
para todo inteiro n ndo negativo. Considere-se a sequéncia {x, },>¢ definida por x,, = s"P,(r/s).

Como I, > 0 e P, é um polindmio de grau < n com coeficientes inteiros, entdo x, € N para todo

inteiro n ndo negativo. Por outro lado, o Lema 5.1 nos garante também que lim 5", = 0. Assim,
n—soo
concluimos entdo que {x, },>0 € uma sequéncia de inteiros positivos tal que lim x,, = 0, o que
= n—oo

contradiz o Lema 4.1. []
Corolario 5.2 7 é irracional.

Demonstracdo: Suponha que 7 é racional. Ento, 1/x é racional ndo nulo. Mas, o Corolario 5.1
também nos garante que 72 é irracional. Dai, segue do Lema 5.2 que (1/7) - &2 é irracional, i.e.,
7 € irracional (contradi¢do!). [

6 Conclusao

A descoberta de novas demonstragdes para um mesmo resultado € algo comum e que fascina
muito os matematicos. Obter provas mais simples e elegantes € sempre um prazeroso desafio.

Uma prova mais simples e direta do Coroldrio 5.2 a partir do Coroldrio 5.1, € a seguinte: Suponha que 7 é
racional. Entdo, 7 - 7 é racional, i.e., 2 é racional, o que contradiz o Corolério 5.1.
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Um dos principais exemplos dessa pluralidade de provas € o famoso teorema de Pitdgoras, para o
qual sabemos existirem diversas demonstragdes. Pelo o que foi produzido acima, concluimos que
também € possivel provar a irracionalidade de 7 sem o uso de ferramentas sofisticadas. Usando
somente indugao forte, integracdo por partes e conhecimentos basicos sobre sequéncias € possivel
provar a irracionalidade de 7> (e portanto, de 7).

Outro resultado sobre irracionalidade que também pode ser provado de forma elementar a par-
tir de uma sequéncia {J, } ,>0 é a irracionalidade dos valores da exponencial em pontos racionais
ndo nulos (como fazer isso?).
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