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Bifurcacoes de singularidade dobra-dobra em
campos de vetores suaves por partes

Fold-fold singularity bifurcations on piecewise smooth vector
fields

Resumo

z

O objetivo deste trabalho € estudar aspectos qualitativos e
geométricos de bifurcacdes de campos de vetores suaves por par-
tes definidos no plano. Em particular, abordaremos bifurcacdes a
um parametro envolvendo a singularidade dobra-dobra, onde am-
bas as dobras sdo invisiveis. Introduziremos, entre outros concei-
tos, algumas relacdes de equivaléncia entre campos suaves por
partes e definiremos o conceito de estabilidade estrutural, que
nos levard ao estudo de bifurcacdes. Para cada bifurcacdo es-
tudada, exibiremos a forma can6nica do campo e também ana-
lisaremos o diagrama de bifurcacdo. Por fim, mostraremos que
um X-centro ndo-degenerado (um caso particular da singularidade
dobra-dobra) € uma bifurcacio de codimensao k e portanto pode-
mos concluir que esta singularidade é de codimensao infinita.
Palavras-chave: = Campos de vetores suaves por partes.
Bifurcacdes. Filippov. Singularidade dobra-dobra.

Abstract

In this work we will study some qualitative and geometric aspects
of piecewise smooth vector fields defined on plane and its bifur-
cations. In particular, our focus is to study one parameter bifur-
cations involving the fold-fold singularity, where both folds are
invisible. We will introduce, among other concepts, some equi-
valence relations between piecewise smooth vector fields and we
will define structural stability, which will lead us to the study of
bifurcations. For each bifurcation, we will exhibit the vector fi-
eld’s canonic form and we will analyze the bifurcation diagram
also. Finally, we will show that a nondegenerate X-center (a par-
ticular case of the fold-fold singularity) is a codimension k bi-
furcation and therefore we can conclude that this singularity has
infinite codimension.

Keywords: Piecewise smooth vector fields. Bifurcations. Filip-
pov. Fold-fold singularity.



1 Introducao

Em sistemas dindmicos, uma nova classe de campos de vetores tem ganhado grande destaque,
que sdo os Campos de Vetores Suaves por Partes (ou CVSP’s). A grosso modo, um CVSP € um
campo cujo dominio de defini¢do é dividido em regides, sendo que em cada uma destas regides
atua um campo vetorial distinto. A fronteira destas regides € limitada por curvas, suaves ou nao.
Em particular, ao longo deste trabalho iremos estudar CVSP’s planares cujo dominio € divido em
duas regides separadas por uma curva suave, que chamaremos de curva de descontinuidade.

Essa classe de campo possui um comportamento muito rico e tem chamado a atencio de
pesquisadores por sua complexidade, vasta aplicabilidade em outras dreas da ciéncia e pela beleza
dos problemas que surgem a partir de sua andlise. Dentre tais problemas, podemos citar o estudo
bifurcacdes, que € o escopo deste trabalho. Em poucas palavras, abordaremos o que ocorre com
um campo de vetores suaves por partes quando aplicamos pequenas perturbagoes.

Inicialmente, iremos apresentar algumas defini¢des na Secdo 2 e estabelecer algumas notagdes
que usaremos ao longo deste trabalho. Dentre as no¢des apresentadas, podemos citar o conceito
de equivaléncia entre campos de vetores, que serd crucial para definirmos estabilidade estrutural
e bifurcacdes. Todas as defini¢des apresentadas nesta secao podem ser encontradas em [1].

Em seguida, na Sec¢do 3 estudaremos campos de vetores suaves por partes que sdo estrutural-
mente estdvelis, isto €, campos de vetores que nao sao sensiveis a pequenas perturbacoes. Vere-
mos também que € possivel caracterizar o conjunto de todos os campos estruturalmente estaveis.
Novamente, o contetido desta se¢ao segue de perto resultados apresentados em [1].

O estudo de bifurcacdes se inicia na Secao 4. Aqui, vamos estudar bifurcagdes envolvendo a
singularidade dobra-dobra, isto €, quando ambos os campos tangenciam a curva de descontinui-
dade no mesmo ponto, onde esta tangéncia € de ordem 2. Em particular, iremos analisar o que
acontece quando ambas as dobras s@o invisiveis. Para isso, seguiremos de perto as referéncias
[2] e [1], além de adotarmos algumas definicdes presentes em [3].

Por fim, iremos verificar que um X-centro ndo-degenerado (um caso particular da singulari-
dade dobra-dobra invisivel-invisivel) € uma bifurcacdo de codimensado k, onde k é um nimero
inteiro positivo. Assim, iremos concluir que esta € uma bifurca¢do de codimensao infinita. Para
atingirmos este objetivo, seguiremos a referéncia [3].

2 Preliminares

Vamos introduzir algumas defini¢des a respeito de campos de vetores suaves por partes e
estabelecer algumas notagdes que adotaremos ao longo deste trabalho. Todos os conceitos apre-
sentados a seguir também podem ser encontrados em [1].

Seja U C R? vizinhanga aberta de (0,0) e f : R?> — R uma fungio de classe C" tal que (0,0)
é valor regular de f, isto é, V£(0,0) # 0. Defina os conjuntos:

=H0)NU, " ={(x,y) €U| f(x,y) > 0}, e 2~ ={(x,y) € U| f(x,y) <0}

Definicao 1 Nas condicoes acima, um Campo de Vetores Suave por Partes (ou Campo de Filip-
pov) é um campo Z : U — R? tal que

_f X(x,y), se (x,y)eZXt,
Z(x’y)_{ Y(x,y), se (x,y)eX, )
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onde X e Y sdo campos de vetores suaves.

Observacao 2 1. Por simplicidade, consideraremos apenas campos definidos em uma vizinhanga

de (0,0).

2. Denotaremos Z = (X,Y) para indicar a dependéncia de Z em relacdo aos campos X e Y.
Quando necessdrio, denotaremos Z = (X,Y, f) para indicar a dependéncia em relagdo a

f.

3. Denotaremos por € o conjunto de todos os campos de Filippov.

Definicao 3 A Deljivada de Lie de f em relacdo ao campo vetorial X é dada por X f(p) =
(X(p),V(p)) e X'f(p) = (X(p), VX'~ f(p)) para i > 2 inteiro.

Definicao 4 Considere o campo (1). Definimos as seguintes regioes em L:
1. Regido de Costura: X = {p € X| (Xf(p))- (Y f(p)) >0},
2. Regido de Deslize: ¥* = {p € 2| (X f(p)) <0e (Yf(p)) >0},
3. Regido de Escape: ©* = {pc L|(Xf(p)) >0e (Yf(p)) <0}.

Veja a Figura 1.

P NNANN L A
SRR R

Regides de Costura

2 IEURRN
w2y

Regido de Escape Regido de Deslize
Figura 1: Regides em X.

Observacao 5 1. As trés regioes definidas acima sdo abertas em Y. De fato, como X f :
U — R é uma funcdo continua, se X f(p) € positivo (ou negativo) entdo X f continuard
assumindo valores positivos (ou negativos) numa vizinhanga suficientemente pequena de
p. Além disso, essas regides podem ter algumas componentes conexas.

2. Temos que X f(p) = (X(p),Vf(p)) = 1X(p)||IVf(p)| cos B, onde 0 é o dngulo entre os
vetores X(p) e Vf(p). Assim, o sinal de X f depende desse angulo.
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Figura 2: Tangéncia quadrética (a esquerda) e tangéncia cuibica (a direita).

Definicao 6 Um ponto p € X é ponto de tangéncia se X f(p) =0 ou Y f(p) = 0. Dizemos que
p € L é ponto de dobra de X (ou que X tem tangéncia quadrdtica com ¥) se Xf(p) =0 e
X2f(p) #0. Dizemos que X tem tangéncia ciibica com ¥ no ponto p se Xf(p) =0, X*f(p) =0
e X3f(p) #0. Veja a Figura 2.

Definicao 7 Seja p € X ponto de tangéncia. Se existe uma orbita 'y do campo X (respectivamente
Y ) que passa por p apds um tempo finito ty de tal forma que Yy permanece em L (respectivamente
Y7 )parat € (to— €,tp+€), esta tangéncia é chamada de tangéncia visivel de X (respectivamente
de Y). Analogamente, se y C ¥~ (respectivamente Yy C L") para t € (tg — €,ty + €), dizemos que
p ¢é tangéncia invisivel de X (respectivamente de Y ).

Observacdo 8 Se (0,0) é uma dobra do campo X, se X*£(0,0) > 0 a dobra é visivel e se
X?£(0,0) < 0 a dobra é invisivel. Analogamente, se (0,0) é dobra do campo Y, Y2 £(0,0) > 0
implica que a dobra é invistvel e Y? £(0,0) < 0 implica que a dobra é visivel.
Definicio 9 O campo Z* : £ — R? dado por
1 E(p) 1
Yf(p)—Xf(p) Yf(p)=Xf(p)

é chamado de Campo Deslizante.

Z*(p) (Yf(p)X(p)—Xf(p)Y(p)),

Note que, se p € X°, entdo p € X° para o campo (—Z). Assim, definimos o Campo de Escape
Z¢: X — R? por Z¢(p) = —(—Z)*(p). Denotaremos por Z* tanto o campo deslizante quanto o
campo de escape. Veja a Figura 3.

Vf p+X(p)
y, 4=p+Z°(p)

Figura 3: Campo Deslizante Z°.

Definiciio 10 Seja p € ZSUXC. Se Z¥(p) = 0, dizemos que p é ponto de pseudo-equilibrio de Z.
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Note que, em um ponto de pseudo-equilibrio, os campos X e Y sdo colineares. De fato, se
Z*(p) =0, entdo
1

Yf(p)—Xf(p)

donde (Yf(p)X(p)—Xf(p)Y(p)) =0 e portanto X (p) = X/P)y(p). Lembre que como p €
YSUXe, entdo X f(p),Y f(p) # 0.

(Yf(p)X(p)—Xf(p)Y(p)) =0,

Definicdo 11 Seja p € X*. Entdo p é pseudo-né atrator se Z*(p) =0 e (Z°)'(p) < 0. Se p € X¢,
entdo p é pseudo-né repulsor se Z¢(p) =0 e (Z¢)'(p) > 0.

Definicao 12 Dizemos que p € ¥ é um ponto de pseudo-sela se
o peXtal que Z°(p) =0e (Z°)(p) >0,

e peXfial que Z°(p) =0e (2°)'(p) <O.

Veja a Figura 4.

Figura 4: Pseudo-sela repulsora (a esquerda) e atratora (a direita).

<
7

S
<

Os campos suaves X e Y que compdem o campo Z = (X, Y, f) estao definidos numa vizinhanga
aberta da origem que contém 2T e X, respectivamente. Porém, o campo X pode possuir pontos
criticos pertencentes 2 X~ (respectivamente, o campo Y pode possuir pontos criticos em X1).
Chamaremos esses pontos de pontos de equilibrio virtuais. Os pontos criticos do campo X que
estio em X T (respectivamente, pontos criticos do campo Y que estio em L) sdo chamados de
pontos de equilibrio reais.

A seguir, vamos introduzir duas no¢des de equivaléncia para campos de vetores suaves por
partes que nos levardo ao estudo de bifurcacdes. Todas as definicdes e exemplos apresentados a
seguir também podem ser encontrados em [1].

Defini¢ao 13 Sejam Z:U — R2eZ:U — R? Campos de Filippov, onde U, U C R? s@o abertos
e CU eXCU sdo as curvas de descontinuidade. Dizemos que Z e Z sio Y-equivalentes se
existe um homeomorfismo h: U — U que preserva orientagdo, leva orbitas de Z em orbitas de Z
elevaX emX.
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Segue da defini¢do anterior que toda X-equivaléncia leva orbitas regulares em Orbitas regu-
lares e singularidades em singularidades. Além disso, as regides X¢, ¥* e ¥ sdo preservadas,
logo os campos deslizante e de escape também sdo preservados. Também sdo preservadas as
separatrizes, conexdes de separatrizes, Orbitas periddicas e ciclos.

A definicdo acima € natural pois em algumas aplicagdes é necessario que a curva de des-
continuidade ¥ seja preservada. Entretanto, em alguns casos ela se torna uma definicdo muito
restrita. Por exemplo, ndo € necessdario que a regido de costura seja preservada. Do ponto de vista
topoldgico, o comportamento de uma trajetéria numa vizinhanga da regido de costura é o mesmo
comportamento de uma trajetéria que passa por um ponto p € X, onde o campo Z é suave.

Dessa forma, neste trabalho consideraremos, quando conveniente, a nocdo de equivaléncia
topoldgica.

Definicao 14 Sejam Z:U — R2eZ:U — R? Campos de Filippov, onde U, U C R? sdo abertos
e X CUeXCU sdo as curvas de descontinuidade. Dizemos que Z e Z sdo topologicamente
equivalentes se existe um homeomorfismo h: U — U que preserva orientagdo e leva drbitas de
Z em orbitas de Z.

E facil ver que toda X-equivaléncia € uma equivaléncia topoldgica, entretanto a reciproca nao
¢ verdadeira (ver Exemplo 16). Vale destacar também que o conceito de X-equivaléncia € mais
utilizado na literatura.

Definiciio 15 Sejam X, X campos suaves e @x (t,p), ©z(t,p) suas respectivas trajetorias. Dize-

mos que os campos X e X sdo C"-conjugados se existe um homeoformismo h de classe C" tal que
h(@x(t,p)) = @5 (t,h(p)). Veja a Figura 5.

ox(t,p) /h? @z (1,h(p))
Y(p Y(h(p))

Figura 5: Campos C"-conjugados.

Exemplo 16 Seja U C R? um aberto contendo a origem. Considere ¥ = {(x,y) € U|y =0} e
defina os campos descontinuos Z,Z : U — U por
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Figura 6: Campos Z (a esquerda) e Z (a direita).

Note que X f(x,y) :va(x,y) =—leYf(x,y) = ?f(x,y) = 1. Além disso, ¥ =L =¥ = 3.
Assim, temos que o homeomorfismo h: U — U dado por

(x_y7y)7 )720,
h(x,y) = (x,y), y=0,
(x+yy), y<0;

levaXt em Xt eleva L™ em ¥~. Observe que h néo é de classe C'.

Agora, note que Z°(x,y) = (0,0) e queNZ“ (x,y) = (—1,0). Isso quer dizer que todos os pontos
de X sdo pontos criticos de Z°, enquanto Z*° ndo possui nenhum ponto critico. Logo h ndo é uma
Y-equivaléncia.

Definiciio 17 Um campo suave por partes Zy : U — R? ¢é localmente estruturalmente estdvel se
existe uma vizinhanca V- C Q de Zy tal que todo campo Z €'V é topologicamente equivalente a
Zp.

De maneira analoga, definimos o conceito de X-estabilidade estrutural local.

Definicao 18 Uma forma canonica de um campo de Filippov Z ¢é um campo de vetores suave
por partes cuja expressdo é suficientemente simples e que é localmente equivalente a Z.

3 Campos de vetores estruturalmente estaveis

Vamos estudar campos suaves por partes que sdo X-estruturalmente estdaveis, seguindo de
perto a referéncia [1]. Se p € <E+ U Z‘) — X, podemos aplicar o Teorema do Fluxo Tubular

ou o Teorema de Grobman-Hartman (cujas demonstracdes podem ser encontradas em [4] e [5],
respectivamente) para estudar a estabilidade dos campos em torno desses pontos. Sendo assim,
nosso foco € analisar o que acontece quando p € X. Nossa estratégia € construir X-equivaléncias
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para poder caracterizar o conjunto dos campos estruturalmente estaveis (que denotaremos por
Qo).
Em [1] foi provado que os campos estruturalmente estdveis sao campos cujos pontos sao

1. Pontos regulares de Z em X UX* UXC.

2. Singularidades genéricas de Z (dobra regular ou ponto critico hiperbélico de Z%).

Construiremos uma X-equivaléncia para o caso em que p € uma dobra regular de Z. Os outros
casos sao demonstrados com técnicas andlogas, conforme [1].

Proposicao 19 Seja (0,0) € £ um ponto de dobra regular do campo descontinuo Z = (X,Y, f).
Entdo existe uma vizinhangca U de (0,0) tal que Z é X-equivalente a forma candnica

Z(x,y):{X<X»y> = (hax), y>0,

Y('x?y) - (076)7 yg())

onde a = sgn(Xzf(0,0)), b= sgn(n'l (X(0,0))), c= sgn(Yf(0,0)) e M| é a proje¢do na pri-

meira coordenada.

Demonstragdo. Primeiramente, note que a > 0 indica que a origem é dobra visivel, enquanto
a < 0 indica que a origem € dobra invisivel. J4 os sinais de b e ¢ indicam a direcdo do fluxo dos
campos X e Y, respectivamente.

Considere sem perda de generalidade que b = ¢ = 1. Assim, dividiremos a demons-tracdo em
dois casos.

Se a < 0, podemos descrever a curva de descontinuidade por ¥ = X¢UXS, e portanto o campo
Z° esta bem definido em X°.

Figura 7: Forma candnica da Proposic¢ao 19, quando a dobra € invisivel.

Agora, note que Z*(x,y) = (1,0), logo pelo Teorema do Fluxo Tubular existe um homeomor-
fismo h: X5 — X° que conjuga os campos Z° e Z-.

Observe também que X° atua como uma espécie de “atrator global”. Segue do Teorema da
Fungdo Implicita que existe uma vizinhanca U de (0,0) e uma aplicacdo continua ¢ : U — R tal
que @z(1(p),p) € ¥, para todo p € U. Assim, defina a aplicagdo h: U — h(U) por

" :{ (PZ(_t(p)’%(gDZ(t(p)’p)))’ pe (Zruz-us)nu,
hp), peXnU.
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Esta aplicagdo € continua pois as aplicagdes que definem / sdo continuas e coincidem em X.
Além disso, pela forma como foi definida, / € um homeomorfismo que leva £ em ¥, leva Grbitas
de Z em 6rbitas de Z e preserva orientagdo. Assim, os campos Z e Z sdo X-equivalentes.

Agora, suponha que a > 0, isto é, que (0,0) é uma dobra regular visivel. Nao podemos usar
os mesmos argumentos do caso anterior pois a regido delimitada pelas separatrizes W7 (0,0) e
W(0,0) possui trajetorias que ndo interceptam a descontinuidade X (lembre-se que a =b = ¢ =
D).

Para resolver este problema, considere 7 e T se¢des transversais as curvas de descontinuidade
Y e X em (0,0), respectivamente. Como estas se¢oes transversais sao homeomorfas a R, logo «
e 7 sdo homeomorfos. Assim, considere g : T — 7 homeomorfismo tal que g(0) = 0.

LN

Figura 8: Forma candnica da Proposicao 19, quando a dobra é visivel.

Defina A como sendo a regido a esquerda de W3 (0,0) UW?(0,0), B como sendo a regifo
acima de W} (0,0) UW(0,0) e C como sendo a regido a direita de W' (0,0) UW?(0,0). Denote
U=AUBUC.

Note que o campo Z° estd bem definido pois hé regido de deslize (ja que a =b =c = 1).
Como Z*(x,y) = (1,0), pelo Teorema do Fluxo Tubular existe um homeomorfismo hiES s ¥
que conjuga os campos Z° e Z".

Dado p € A, segue do Teorema da Fungdo Implicita que existe um unico tempo #(p) tal que
@x (t(p),p) € Z* (ou @y (1(p),p) € T¥). Portanto tome

o5 (—1(p).h(ex(1(p).p)) ), pEZTNA,
h(p) = h(p), pELNA,
(p;(—t(p),h oy (1 ) pEX NA.
Para p € B, existe um tnico tempo #(p) tal que (px( (p), p) € 7. Defina

h(p) = %’g(—t(p),g(wx(t(p),p))>,p extNB.

Por fim, para p € C, existe um tnico tempo #(p) tal que @x (¢(p),p) € X (ou @y (t(p),p) €
X°). Assim, tome

<Py<—t(p),<Px(t(p),p)), peEXNC,
h(p) = P, pEXNC,

‘P?<—f(P),<PY(f(P),p)), peX NC.
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A aplicag@o h € continua pois as aplica¢oes que definem £ sdo continuas e coincidem em X.
Além disso, pela forma como foi definida, / € um homeomorfismo que leva £ em ¥, leva Grbitas
de Z em 6rbitas de Z e preserva orientagdo. Assim, os campos Z e Z sdo X-equivalentes. []

O Teorema a seguir caracteriza os campos suaves por partes que sao X-estruturalmente estaveis
e pode ser encontrado em [1], pagina 16.

Teorema 20 Seja Zy = (Xo,Yo) € Q definido em uma vizinhanga da origem e seja ¥ = {(x,y) €
R?| y = 0} a curva de descontinuidade. Se (0,0) € X é um ponto regular ou uma singularidade
genérica de Zy, entdo Zy é X-estruturalmente estdvel.

Demonstragdo: Para cara tipo de ponto regular e de singularidade genérica, devemos mostrar
que existe uma vizinhanga V € Q de Z; tal que todo Z € V € X-equivalente ao campo Zy. Assim,
dividiremos nossa demonstracao em quatro casos:

(0,0) € ¢,

2. (0,0)
3. (0,0) é dobra regular de Z,
4 )

. (0,0

Vamos estudar o terceiro caso. Os outros sdo demonstrados usando técnicas semelhantes.

Suponha que (0,0) € £ é um ponto de dobra regular de Zy. Podemos supor sem perda de
generalidade que X £(0,0) = 0, X3 £(0,0) # 0 ¢ Y5 £(0,0) # 0.

Defina a aplicagdo y: Q x R — R por y(Z,x) = X f(x,0). Temos que y é aplicacdo continua
(pois X f é continua) e y(Zy,0) = X f(0,0) = 0. Além disso,

—

eXuXe,

€ ponto critico hiperbodlico de Zg.

Iy J 9
x| = (Xfw0)| = (KE0L0.1)] =
(20,0) (2,0) (2,0)
—<i€ (x,0),(0,1)) :<(38X1 (x,O),aaXZ(x 0),0,0)| =
(20,0) (2,0)
X,
= W()@O) 7é 0,
(20,0)

pois por hipétese Xo£(0,0) = 0 e X3 £(0,0) # 0.
d
Como y ¢é de classe C' e det[a—w(Zo,O)] # 0, podemos aplicar o Teorema da Fungao
X

Implicita. Assim, existe uma vizinhanga Vy C Q de Zj e uma aplicagdo continua g : Vo — (—¢,€)
tal que g(Zy) =0 e y(Z,g(Z)) = 0, para todo Z € Vy. Em outras palavras, o ponto (g(Z),0) ¢
ponto de tangéncia para X.

Além disso, como a funcdo Xg f € continua e on f (g(Zo),O) =# (), existe uma vizinhanga
Vi C Qde Zy tal que X7 f(g(Z1),0) # 0, paratodo Z; € V). Analogamente, existe uma vizinhanga
V> C Q de Z tal que Y>f(g(Z>),0) # 0, para todo Z, € V5.

Tomando V = Vo NV NV,, temos que (g(Z),O) ¢ ponto de dobra regular de Z, para todo
Z V. Como todo Z € V é X-equivalente ao campo Z da Proposicao 19, segue que Zy é X-
estruturalmente estavel. []
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4 Bifurcacao dobra-dobra a um parametro

Nosso objetivo agora € estudar o conjunto Q; = Q — Qg, que € o conjunto das bifurcacdes.
Para isso, precisaremos estabelecer algumas definicdes que podem ser encontradas no apéncie A
da referéncia [3]. Tais definicdes podem ser vistas como generalizacdes diretas das defini¢des
envolvendo campos suaves encontradas em [6].

Definicao 21 Seja Zg uma familia de campos suaves por partes que depende do pardmetro € €
R™. Dizemos que a familia Z¢ tem uma bifurcagcdo em & se para toda vizinhanca U C R™ de &
existe um € € U tal que Zg, e Z¢ ndo sdo topologicamente equivalentes.

Definicao 22 Qualquer familia Z de perturbacdes de Z é dita desdobramento do campo suave
por partes Zy.

Definicao 23 Duas familias Z¢ e Z¢ de campos suaves por partes sdo equivalentes se para cada
€ existe um homeomorfismo he que é uma equivaléncia topoldgica entre Z¢ e Zg.

Definicao 24 A familia Z é induzida pela familia Ze se existe uma aplicagao continua & : R™ —
R™ com §(0) =0 e Zy = Zg ).

Definicao 25 Seja Zg uma familia de campos suaves por partes. O desdobramento induzido Zg
de 7y ¢ dito desdobramento versal se todo desobramento de Z é equivalente a Z¢. O desdobra-
mento mini-versal de Z é o desdobramento versal que depende do menor niimero de pardametros,
isto é, Zg tal que € € R™ com m sendo o menor inteiro possivel.

Definicao 26 A codimensdo de uma bifurcacdo é o niimero de pardmetros do desdobramento
mini-versal.

Seja Qp C Q o conjunto dos campos suaves por partes cujos pontos sao todos regulares ou
singularidades genéricas. Vimos na Secdo anterior que 0os campos pertencentes a esse conjunto
sdo estruturalmente estaveis.

Denote agora Q) = Q— Qg e X| = {Z € Q| Z é estruturalmente estdvel em Q;}. O conjunto
Y1 serd chamado de Conjunto das Bifurca¢des de Codimensao 1.

4.1 Bifurcacao dobra-dobra invisivel-invisivel

Agora, estamos aptos a estudar bifurcacdes de campos de vetores suaves por partes que de-
pendem de um parametro. Em particular, vamos estudar o caso onde a origem é uma dobra para
os campos X e Y simultaneamente. Vale destacar que podemos obter bifurcacdes que dependem
de um parametro a partir de outras singularidades, tais como: tangéncia cubica, sela-n6 para o
campo deslizante, ponto critico hiperbdlico para o campo X (ou Y). O estudo de bifurcacdes
envolvendo todas essas singularidades (e também da singularidade dobra-dobra) € feito em [2].

Suponha que a origem é uma dobra para X e Y simultaneamente, onde Z = (X,Y) é campo su-
ave por partes. Teremos trés casos para analisar, a depender da visibilidade das dobras, conforme
mostra a Figura 9:

1. Visivel-visivel,
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Figura 9: Casos possiveis para a singularidade dobra-dobra.

2. Visivel-invisivel,
3. Invisivel-invisivel.

Vamos considerar o caso onde (0,0) é uma dobra invisivel para X e Y. Assim, seja Z =
(X,Y) € Q tal que X£(0,0) =Y £(0,0) =0, X?£(0,0) < 0 e Y2£(0,0) > 0. Aqui, teremos trés
casos genéricos para analisar: um caso quando 7; (X (0, 0)) m <Y (0, 0)) > 0 e dois casos quando

m (X (0,0)) m <Y (0,0)) < 0. Geometricamente, essas duas condi¢des nos dizem se os vetores
X(0,0) e Y(0,0) possuem a mesma orientacao (se positivo) ou se possuem orientagdes opostas
(se negativo).

Quando 7 (X (0, O)) m (Y(O, O)) < 0, os dois casos serdo diferenciados quando a origem atua
como uma espécie foco atrator ou repulsor. Para analisar esses casos genéricos, primeiramente
devemos definir a Aplica¢do de Primeiro Retorno para Z.

Suponha sem perda de generalidade que 7 (X (0,0)) >0em (Y(O, O)) < 0 (o caso oposto
¢ estudado de maneira andloga). Seja @x o fluxo do campo X e py = (xp,0) € X. Entdo existe um
tempo 1y # 0 tal que @x (f9, po) €L e Xf((px(to,po)> # 0, pois estamos assumindo que (0,0) € £
¢ uma dobra isolada de X.

Seja 6 a proje¢do na segunda coordenada e defina a aplicagdo y : R* x £¢ — X por y(t,p) =
0 <(pX(t,p)>. Assim, temos que ¥(ty,pg) =0e

%(W(mme)) = G(X(gox(to,po))> £0.

Pelo Teorema da Fun¢do Implicita, existem vizinhangas Uy, € V;, € uma aplicacdo dife-
rencidvel ¢ : Uy, — Vj, tal que y(¢(p),p) = 0, isto &, @x (t(p), p) € X. Em outras palavras,
dado p € ¥ sempre ird existir um tempo #(p) nao nulo tal que @x (t (p), p) SP

Defina agora a aplicagdo ¢x : X° — X° por ¢x(p) = m ((px (t(p), p)) Chamaremos ¢y de

aplicacao de primeiro retorno. Note que @y ¢ diferencidvel e go)% =1d.

Podemos escrever @y (x) = —x+ ajx®> —ax® + O(x*). Analogamente, definimos a aplicagio
de primeiro retorno ¢y para o campo Y e podemos escrever gy (x) = —x + b1x> — byx> + O(x*).
Dado o conjunto X = {(x,0) € £|x < 0}, definimos a aplicagdo de primeiro retorno ¢ para o
campo Z e escrevemos ¢ (x) = @y o @x (x) = x+ (b —ay )x* + O(x*). Veja a Figura 10.

Se ¢ = Id, a origem é uma espécie de centro para o campo Z. Caso by —a; = 0, teremos uma
bifurcacdo que depende de mais de um parametro, a qual estudaremos posteriormente (X-centro
nao-degenerado). Se b; — a; # 0, dizemos que a origem é uma dobra-dobra atratora genérica se
b1 —aj > 0 e uma dobra-dobra repulsora genérica se by —a; < 0. Veja a Figura 11.

Feitas estas observagdes, podemos estudar os casos genéricos.
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x (x) oy (9x (x))

Figura 10: Aplicacdes de primeiro retorno de X, Y e Z.

bi—a; >0 bi—a; =0 bi—a; <0
Figura 11: Casos genéricos quando 7; <X(0,0)> 79 (Y(0,0)) <0.

Proposicao 27 Seja Z = (X,Y) € Q. Suponha que (0,0) € £ é uma dobra invisivel de X e Y
simultaneamente e que T (X (0, 0)> 73] (Y(O, 0)) > 0. Entdo o desdobramento de Z que depende
de um pardametro é X-equivalente ao desdobramento de Z, onde

[ Xo(ry) = (@—arta), s y>0.
Zae) = Yol e 20

onde a = sgn (7171 (X(0,0))).

Vamos esbogar o retrato de fase de Zy e de seus desdobramentos para a = 1. Temos que
Xof(x,y) = —x+a e X2f(x,y) = —1, logo (o,0) é uma dobra invisivel de X. Analogamente,
Y f(x,y) =xeY?f(x,y) = 1, portanto (0,0) é dobra invisivel de Y. Além disso, como X, f Y f >
0 para x variando entre O e o, essas tangéncias delimitam uma regido de costura em X. Temos
também que o campo ZZ(x,y) = (1,0) ndo possui pontos criticos. Veja a Figura 12.

a<0 a=0
Figura 12: Forma can6nica da Proposi¢ao 27.

Proposicio 28 Seja Z = (X,Y) € Q. Suponha que (0,0) € ¥ é uma dobra invisivel de X e Y
simultaneamente e que T, (X (0, 0)) ) (Y(O, 0)) < 0. Entdo, numa vizinhanga proxima de (0,0),
vale:

a) Se a origem é uma dobra-dobra repulsora genérica, entdo o desobramento de Z que depende
de um pardmetro é X-equivalente ao desdobramento de Z, onde

_ [ Xalxy) = (“Lata), se y20,
Za(xay)—{ Y(x’y) = (l,x—xz), se ySOa
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b) Se a origem é uma dobra-dobra atratora genérica, entdo o desobramento de Z que depende
de um pardametro é L-equivalente ao desdobramento de Zy, onde

- X(X(xay) = (1,—X+(X), se yZOa
Za(x,y)—{ Y(x,y) = (=1,—x+x?), se y<O.

A seguir, esbocaremos o diagrama de bifurcacido de Z, para o caso onde a origem é uma
dobra-dobra atratora genérica.

Primeiramente, note que X, possui uma dobra invisivel T = (o,0) e o campo Y possui duas
dobras: uma invisivel 7} = (0,0) e outra visivel 7, = (1,0). Vamos analisar o comportamento do
campo apenas numa vizinhanga da origem.

Para oo = 0, temos que X =X —{(0,0)}. Se o < 0 temos o surgimento de uma regido de
deslize entre Ty, e T e se o > 0 temos o surgimento de uma regido de escape entre 77 e Ty,.

X —2x+o
xr—o
Py = (1 —v1—a, O). Para a < 0, este ponto € atrator e para o > 0 este ponto € repulsor.

Resolvendo os seguintes sistemas de equagdes diferenciais

x(t) = 1, . x(t) = —1,
) = —x+a () = —x+a?
obtemos que as aplicagdes de primeiro retorno de Xy e Y sao dadas por

Ox, (x) =2a—xe ¢y(x) = (1> (3—2x— VI+12x — 12x2>.

4

Dai, segue que a aplicagdo de primeiro retorno do campo Z, € dada pela expressao

0(x) = dx, 0 Py (x) = 20t + <1> <2x—3+ VOt 12— 12x2).

4

Note também que Z(x,y) = ( ,O>, cujo ponto critico é um pseudo-né dado por

Calculando a expansdo de Taylor da fun¢@o acima em torno de (0,0), temos que

2X2 3
o (x) :2a+x—7+ﬁ(x )
e portanto a origem atua como uma espécie de foco atrator.
Resolvendo a equacdo ¢(x) = x, concluimos que para o > 0 existe uma Orbita periddica

passando pelos pontos C; = <Oc —+/3a(l— OC),O) e () = (Oc—l— V3o(1— OC),O). Por conta

disso, esta bifurcacdo também é chamada de Pseudo-Hopf. Veja a Figura 13.

5 O caso do X-centro nao-degenerado

Um dos problemas mais dificeis que encontramos ao estudar bifurcacdes em campos de veto-
res suaves por partes € determinar a codimensao das singularidades. Na sec@o anterior, impomos
algumas condig¢des para que a bifurcagao dobra-dobra invisivel-invisivel nao dependesse de mais
de um parametro. Uma dessas condi¢Oes era que a singularidade ndo poderia se comportar como
uma espécie de centro. Este caso € estudado no artigo [3], onde este ponto € chamado de X-centro
nao degenerado.
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<0 oa=0 o >0
Figura 13: Forma canodnica da Proposi¢ao 28 para o caso atrator.

Nesta secao iremos estudar uma série de resultados e defini¢des com a fina-lidade de mos-
trar que esta singularidade € de codimensao k, para qualquer k inteiro positivo. Assim, iremos
concluir que o X-centro nao-degenerado é uma bifurcagdo de codimensdo infinita. Todas as
defini¢cOes e demonstragcdes aqui expostas podem ser encontradas em [3].

Defini¢do 29 Seja Z = (X,Y) € Q de tal forma que a origem é uma dobra invisivel para X
e Y simultaneamente. Dizemos que (0,0) € £ é um Y-centro ndo degenerado se existe uma
vizinhanga V C R? contendo uma familia Y, de orbitas fechadas de Z de tal maneira que a
orientagdo é preservada. Veja a Figura 14.

Figura 14: X-Centro ndo-degenerado.

Iremos denotar por ¢x, ¢y e ¢z as aplicacdes de primeiro retorno dos campos X, Y e Z
respectivamente.

Proposicao 30 SejaZ = (X,Y) € Q tal que a origem é um L-centro ndo degenerado de Z. Entdo
Z é X-equivalente a Zy, onde

Z()(x,y):{XO(X7y) = (—1,2)6), yZOa

Yo(x,y) = (1,2x), y<O0. (2)

Demonstracdo: Sem perda de generalidade, suponha que as Orbitas de Z estejam orientadas no
sentido anti-horario. Defina os conjuntos

L(+)={xe€X|x>0},
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L(—)={xeX|x<0}.

Vamos construir um homeomorfismo que leva 6rbitas de Z em 6rbitas de Z, preservando o X-
centro nao degenerado. Primeiramente, vamos supor que tal homeomorfismo satisfaga 4(0,0) =
(0,0). Por parametrizagio por comprimento de arco, também podemos tomar / <Z(—|—)> =Xo(+).

Considere p € £(+). Pelo Teorema da Funcao Implicita, existe um tempo #(p) > 0 tal que
[03% (t(p),p> = p1 € £(—). Analogamente, tomando g = h(p) existe (g) > 0 tal que @x, (r(q),q> =

¢1 € Lo(—). Dessa forma, identificamos a 6rbita ¥,' (X) de X partindo de p e chegando em p;
com a 6rbita 7' (Xo) de Xy partindo de g e chegando em g;.

Tome novamente p; = @y (t(p) : p) . Entdo existe um tempo 7(p;) > 0 tal que @y (t(pl),p1> =
p € L(+). De forma analoga, tomando q; = @, (t(q),q) existe um tempo #(q;) > 0 tal que

oy, <t(q1 ) ql) = g € £o(+). Dessa forma podemos identificar a 6rbita ¥, (Y) de Y com a 6rbita
Ve (Yo) de Y.

Repita o processo para todos os pontos de X(+) e teremos A (Z(—)) =Xo(—), h (Z+) =X,
h (E‘) =X, e que o homeomorfismo preserva X e leva orbitas de Z em 6rbitas de Zy. [

Observe que os campos X e Yy da forma candnica (2) podem ser escritos da forma W (x,y) =
(£1,8(x)) (em particular, g(x) = 2x). O Lema a seguir nos diz como sdo as trajetrias de tais
sistemas.

Lema 31 As trajetorias de um campo suave W (x,y) = (1, g(x)) é obtido por translacoes verti-
cais do grdfico de G(x), onde G(x) é a primitiva de g(x).

Demonstragdo: Resolvendo o sistema
{ i = 1,
y = gx),
obtido a partir do campo W, obtemos
x(t)=t+cey(t)= /g(t+c)dt =G(t+c)+K,

onde ¢, K € R e G ¢é a primitiva de g. Tomando u = 7 + ¢, segue que as trajetdrias de W (x,y) sdo
dadas por (u,G(u)+K), que sdo translagdes verticais do grafico de G(u). O

A seguir, iremos introduzir algumas defini¢des e resultados que podem ser encontrados no
Apéndice A do artigo [3].

Definicao 32 Sejam f| e f, duas aplicagées definidas nos abertos Vy e V, respectivamente. Uma
conjugacdo topologica entre f| e f> é um homeomorfismo g : Vi — V, tal que go fi = frog.

Se considerarmos uma familia f; de aplicacdes dependendo do parametro € € R, podemos
definir de forma andloga ao que foi feito anteriormente os conceitos de conjugacgao topoldgica de
familias de aplicagdes, aplicacdes induzidas e desdobramentos (mini) versais de aplicacoes.
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Defini¢ao 33 Sejam x = f1(x) e x = f>(x) dois campos de vetores suaves definidos nas vizinhangas
Vi e V, respectivamente. Uma conjugacgdo topologica entre os campos fi e f é um homeomor-
fismo g : Vi — V; tal que go @1 = @ 0g, onde Q) e ¢ sdo as trajetorias de f e f> respectivamente.

Proposicao 34 Sejam Z) = (X1,Y1) e Zp = (X2,Y2) campos de vetores suaves por partes. Entdo
Zy e Zy sdo X-equivalentes se, e somente se, as aplicagdes de primeiro retorno ¢z, e ¢z, sdo
topologicamente conjugadas.

Demonstracdo: (=) Seja H a X-equivaléncia entre Z, e Z,. Vamos mostrar que H|y é uma
conjugacdo topoldgica entre ¢z, € ¢z, .

Seja p € ¥ em uma vizinhanga onde ¢z, estd bem definida. Como H € uma X-equivaléncia,
entdo H(p) € L.

Agora, denote por I'y, (respectivamente I'y,) a Orbita de X (respectivamente X;) passando
por p (respectivamente H(p)). Novamente, como H é uma X-equivaléncia temos H(I'y,) =
I'y,. Note que o ponto na qual I'y, (respectivamente I'y,) intercepta X é ¢x, (p) (respectivamente

Usando mais uma vez o fato de H ser X-equivaléncia, temos H ((le (p)) = ¢x,(H(p)). Como

p € um ponto arbritrdrio de X, segue que H o ¢x, = ¢x, o H. Com um raciocinio andlogo, obtemos
I‘IO(Z)Y1 = ¢Y20H'
Agora, observe que

0z,0H = (9r,00x,) oH = (0r,0H ) 0 6, = Ho (9, 00x ) = H o9z,

e portanto H |y é uma conjugag@o topoldgica entre as aplicagdes de primeiro retorno de Z; e Z.

(<) Seja g : Vi — Vo um homeomorfismo que conjuga ¢z, € ¢z,. Usando técnicas simi-
lares as usadas na Proposicao 30, podemos estender g a um homeomorfismo H que nos da a
Y-equivaléncia entre Z; e Z;. [

Proposicao 35 A familia

_ XS(x7ya8)7 yZO,
Zg(x’y’g)_{ Ye(x,y,€), y<0;

é um desdobramento versal de Z se, e somente se, ¢z, é desdobramento versal de ¢z,

Demonstracdo: (=) Seja Zg desdobramento versal de Zy. Por defini¢cdo, todo desdobramento de
Zy é X-equivalente ao desdobramento induzido de Z.

Para cada &, seja ¢z, associado a Z¢. Logo, temos que ¢z, € desdobramento de ¢z,. Seja ¢
um desdobramento arbitrdrio de ¢z,. Podemos construir uma familia Z;, de campos suaves por
partes tal que ¢z, = ¢y,.

Como Z, € desdobramento versal, Z;, € equivalente ao desdobramento induzido de Z,. As-
sim, pela Proposi¢do 34, ¢z, € topologicamente conjugado ao desdobramento induzido de ¢z,.
Portanto todo desdobramento ¢, € topologicamente conjugado ao desdobramento induzido por
¢z,, donde ¢z, € desdobramento versal de ¢,.

(<) Seja ¢z, desdobramento versal de ¢z,. Por defini¢do, qualquer outro desdobramento ¢z,
de ¢z, € topologicamente conjugado ao desdobramento induzido de ¢z,.
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Para cada &, considere Z; desdobramento de Z,. Agora, seja Z, um desdobramento arbitréario
de Zy. Entdo ¢z, € desdobramento arbitrario de ¢z,. Por hipétese, temos que ¢z, € topologica-
mente conjugado ao desdobramento induzido de ¢z, .

Novamente aplicando a Proposicao 34, temos que Z;, € equivalente ao desdobramento indu-
zido de Z; e portanto Z; € desdobramento versal de Zy. [

Corolario 36 A codimensdo de Z é igual a codimensdo de ¢z,. Em outras palavras, Z¢ é des-
dobramento mini-versal de Z se, e somente se, ¢z, é desdobramento mini-versal de ¢z,.

Demonstragdo: Seja m a codimensao de Zy e seja Zg desdobramento mini-versal de Zjp, com
€ € R™. Por defini¢do, ndo existe desdobramento versal Z;, de Zy com u € R" e n < m. Pela
Proposicio 35, ¢z, € desdobramento versal de ¢z, com m pardmetros e portanto a codimensao de
¢z, € menor ou igual que m.

Suponha por absurdo que existe um desdobramento versal ¢, de ¢z, com € R" e n < m.
Pela Proposicdo 35, € possivel obter um desdobramento versal Z,; de Zy com u € R", o que
€ um absurdo. Assim, ¢z, ndo possui um desdobramento versal que dependa de menos de m
parametros e portanto a codimensdo de Zj € igual a codimensio de ¢z,. [

Nos resultados a seguir, 4 : R — R é uma fun¢do suave dada por

h(x) 0, se x<0,
X)) =
e_%, se x>0;

Além disso, defina também EX (x) = eh(x)(x — )k 1.
Lema 37 Para cada € € R e k € Z positivo, defina o campo suave por partes

XO(xay) = (—1,2)C), )’207

7k _ k
I ) = (12vr 22 w), v<o

Entdo a aplicacdo de primeiro retorno ¢Z’g associada a Z’g é dada por

h(e
00 =x— " e )41 () 2).
Demonstragdo: Sabemos que ¢ (x)= Py 0 0%, (x). Com um cdlculo simples, vemos que ¢x, (x) =
—x. Assim, para demonstrar este Lema basta encontrar ¢Y£"-

Pelo Lema 31 temos que as trajetdrias de ¢Y€" sdo dadas por

<z,zz +EK(z) +K),

que sio translagdes verticais do gréfico de F(z,€) = 72 + EF(z). Para x > 0, note que Fx(z,€) =
22+ EX(z) + K tem —x como raiz se K = —(—x)% — EF(—x). Assim, a trajetéria de ¢y passando
por (—x,0) é dada por

(1.2 + &b —2),
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Ja que égk (z) =0 para z < 0. Logo, ¢Z’g ¢ dado implicitamente como soluc¢do em z de

G(z,€) =27 +&L(z) —x* =0. 3)

‘ Observe? que se x = €, entdo z = € e portanto ¢Z’g(£) = € é solucdo da equagao acima. Além
disso, € facil ver que

k k+1
Ehle) = Sek(e) = = 2 Ek(e) = 0e o Ek(e) = ehle) k1)L

Expandindo §é‘ em Taylor em torno de &, temos

5 5" (e)(z—e)" (akﬂ ><z—e>k+1 5 (5" (&) (z—e)"

k —
ée (Z) o n! axk+158( ) (k+1)! +n:k+2 py 7
donde
G(z,€) = 2+ eh(e)(z— &) =P+ 0 ((z—e)?),
e portanto

%G(z,g) =2z+¢eh(e)(k+1)(z— g)k_|_ ﬁ((z_ S)k-i-l) >0,

para todo z suficientemente proximo de € > 0. Isso quer dizer que numa vizinhanga suficiente-
mente proxima de € a aplicagdo G(z, &) € estritamente crescente. Assim, ¢ (x) € um zero isolado
de G(z,€) quando x > 0.

Voltando para a Equacao (3), podemos escrever

Z+en(e)(z—ef T+ 0((z—e)?) =42 )
Agora, tome 7 =z— € e X = x — €. Note que

? = 2-2e7+€ ¥ = x*—2ex+¢
267 = 2ez—2€?, 2eX = 2ex—2¢?,

2 2

donde 72 + 267 = 7> — €2 e X% +2eX = x> — €2. Assim, a Equacio (4) fica

267+ +eh(e)7 + 0 (F1?) = 265+ 3. (5)

Impondo z = a1 x+ -+ apy 1 x Xty o (55"*2) e substituindo em (5), obtemos a; = 1, a, =

h
c=aqr=0eap4 = —%. Logo, a solugdo de (3) é

¢Z’,§<x) =X— @(X—(c:)k—kl —|—ﬁ<(x—£)k+2>.

O
Observe que, como i € C*, entdo EX € C*. Portanto ZX € Q é uma perturbagio C* de Z.
Temos também que lir% Z]g = 7.
£—
Antes de enunciar e demonstrar o Teorema 43 devemos introduzir alguns resultados. O Teo-
rema 38, devido a Malgrange, pode ser encontrado em [7] e [8]. J4 o Lema 39 pode ser encontrado
na pagina 20 de [6].
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Teorema 38 Seja F(u,x) com 1w € R™ uma funcdo real e suave definida numa vizinhanga da
origem de R™ x R. Suponha que F(0,x) = x**'g(x), onde g(x) é uma funcdo suave tal que
2(0) # 0. Entdo existe uma funcdo q(U,x) suave e uma colecdo de fungées suaves s;(1), i =0,

o, k41 tal que
k+1

q(k,x)F (,x) = X4 Y si(p)x ™"
i—1

Lema 39 Seja f: R — R um difeomorfismo local tal que Df(x) > 0 para algum x € R. Seja
¢ : R — R a trajetéria dada pela equacdo x = f(x) — x. Entdo f é topologicamente conjugado a

Q.
Agora, podemos enunciar e demonstrar o seguinte Lema.

Lema 40 Se x = f(x), x € R, possui um nimero finito de singularidades e é topologicamente
equivalente a x = g(x), entdo os dois campos de vetores sdo topologicamente conjugados.

Demonstrag¢do: Tome ¢ como o fluxo de x = f(x) e ¥ como o fluxo de x = g(x). Devemos provar
que existe h que seja uma conjugagdo topoldgica entre ¢ e Y.

Seja p1, ..., pp as singularidades de x = f(x) e suponha sem perda de generalidade que p; <
-++ < pu. Seja também h o homeomorfismo que dé a equivaléncia topoldgica entre X = f(x) e
x = g(x). Logo as singularidades de x = g(x) sdo dadas por ¢; = h(p;),i=1, ..., n.

Como £ € bijetora e definida em R, entdo & € estritamente crescente ou decrescente. Suponha
sem perda de generalidade que 4 € crescente. Assim, temos gy < --- < g,. Se considerarmos a
restri¢do h; = h (pipiss]» ENLAO ;i : [Pi, Pi+1]) = [4i,qi+1] € um homeomorfismo.

Agora, vamos construir um homeomorfismo /; : [pi, Pi+1] = [qi,qi+1] que é uma conjugacao
topoldgica entre x = f(x) restrito a [p;, pi+1] € X = g(x) restrito a [g;, gi+1]-

Tome x1 € (pi, pi+1) €Y1 € (¢i,qi+1). Vamos mostrar que existe uma dnica conjugacio %i (x)
tal que /2;(x;) = y,. Para cada x existe um tnico tempo #(x) € R tal que ¢ (t(x),x1) = x. Observe
que se f(x) > 0 em [p;, pi+1] entdo 7(x) é uma fungdo estritamente crescente. O fato de 7(x) ser
diferenciavel segue da diferenciabilidade de ¢ e do Teorema da Fungéo Implicita.

Se existe uma conjugag@o tal que /;(x;) =y, entdo ela deve satisfazer

u(x) = i (@ (1(0),:1) ) = w((0),i(x1)) = y(e(). ).

€ isso nos mostra que E,-(x) ¢ tnica. Mais ainda, como #(x) — e quando x — p;;1, segue que h
possui uma extensao continua tomando E- (pi+1) = qi+1- De maneira andloga, fazendo ﬁ,- (pi) =
q; temos uma aplicac@o estritamente crescente entre [p;, pi+1] € [¢i,qit+1]- A inversa de uma
aplicagdo continua estritamente crescente também € uma fungio continua estritamente crescente,
donde h; € um homeomorfismo.

Por fim, nos resta mostrar que /; conjuga @ e y. Se x| € d|[p;, pi+1], entdo é facil ver que para
todo ¢ vale _ B

hi(@(t,x1)) = w(t, hi(x1)).

Se x ndo pertence a fronteira de [p;, pit1], escreva x = @(¢(x),x;), donde @(t,x) = @ (¢t +

t(x),x1). Tomando hi(x1) = y1, segue que

hi((P(t,x)> :Ei<(p(t—|—t(x),x1)> = ‘l’(t—l—t(x),)’l) —
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= 1//(1, y/(t(x),yl)> = W(LE(‘P(I(X)’XO))?

e portanto ; ((p(t,x)) = l//(tﬁ{ﬁ,(x))

Colando as conjugacgdes h; com dominios adjascentes, temos a conjugagdo h. [

Proposicao 41 A aplicacdo de primeiro retorno ¢Z’g dada no Lema 37 possui codimensdo k e um
desdobramento (mini) versal desta aplicacdo é dado por

0% = A+ Aox+ -+ Ldb T =i

Demonstracdo: Seja f(i,x) um desdobramento arbitrario de q)zlg, com i € R™ e x € R. Devemos
encontrar um desdobramento versal h(4,x), isto €, queremos que f(u,x) seja equivalente ao
desdobramento induzido de A(A,x).

Tome F(u,x) = f(u,x) —x. Considere o campo x = F(,x) e denote seu fluxo por ¢;. Dei-
xando p fixo, temos que f(i,x) é uma fungdo em R. Além disso, como f(u,x) é desdobramento
de ¢Z’g temos que f(u,x) é difeomorfismo local com Df(u,x) > 0 para algum x. Pelo Lema 39,
segue que f(u,x) é topologicamente conjugado a @;.

Pelo Lema 37, temos que F (i, x) satisfaz as hipéteses do Teorema 38. Portanto existe uma
fungdo g(u,x) suave e uma colegao de fungdes suaves s;(i), i =0, ..., k+ 1 tal que

kt1 _
F(u,x) = <—xk+1+ s~(,u)x’_1>.
9= ) L
kt1 h(e) 5
Observe que —x“' vem do fato de termos tomado g(x) = —— mo Teorema 38. Em relacdo

aos termos x' !

Tomando

, 0 sinal negativo faz parte dos s;(it).

G _ kI SN
(pox) = =2 Y si(u)a'
i=1

temos que o campo & = F (i, x) é topologicamente equivalente ao campo % = G(i,x), conside-
rando a aplicagdo identidade. _
Lembre agora que as s;(1) sdo suaves. Fazendo s;(u) = A;, segue que G(u,x) é induzida de

" k+1 )
H(A,x) =T+ ¥ a1,

i=1

com A = (Aq,..., Agr1) € RFL,
Da referéncia [9], um desdobramento mini-versal de x = —x¥*1 & dado por

k
i=H(A,x) =14+ Y 20
i=1

Por definicao de desdobramento versal, todo desdobramento de x = —xktl g equivalente ao

desdobramento induzido de X = H(A,x). Assim, existe X = G(u,x) desdobramento induzido de
x = H(A,x) que é topologicamente equivalente a x = F (i, x).
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Seja @) o fluxo de x = G(u,x). Como % = G(u,x) é topologicamente equivalente a x =
F(u,x), segue do Lema 40 que x = G(u,x) e x = F(u,x) sdo topologicamente conjugados.
Como consequéncia, @; e @; sdo topologicamente conjugados.

Agora, tome g(u,x) = G(i,x) +x. Pelo Lema 39, g(u,x) é topologicamente conjugado ao
fluxo @; do campo x = g(u,x) —x = G(,x). Logo, temos que g(i,x) é induzido de

h(A,x) =x+H(A,x),

pois G(u,x) é induzido de H(A,x).

Como f(u,x) é topologicamente conjugado de ¢y, que por sua vez é topologicamente conju-
gado de @y, segue que f(u,x) e g(i,x) sdo topologicamente conjugados. Assim, um desdobra-
mento arbitrario f(u,x) de ¢Z§ ¢ topologicamente conjugado a um desdobramento induzido de
h(A,x). Em outras palavras, h(A,x) ¢ desdobramento versal de ¢. O fato de h(4,x) ser desdo-

bramento mini-versal segue do fato de H(A,x) ser desdobramento mini-versal de x = —x**1,

Portanto ¢Z’g possui codimensao k e um desdobramento mini-versal € dado por
k .
h(A,x) =x— x4 Z Aixi !
i=1

O

Teorema 42 Para cada € € R e k € 7 positivos, o campo ZX dado no Lema 37 possui codimensao
k.

Demonstragdo: Pela Proposi¢ao 41, temos que ¢Z’g tem codimensao k. J4 pela Proposigdo 35 e

seu Coroldrio, a codimensao de ¢« € igual a codimensao de zk. O
t

Teorema 43 Seja Zy dado em (2). Para toda vizinhanca W C Q de Zy e para todo k € Z positivo
existe um campo Z& € W de codimensao k.

Demonstragdo: Seja ZF dado pelo Lema 37. Como lin?) z’g = Zp, dado W € Q vizinhanca de Z,
E—

existe um € > 0 suficientemente pequeno tal que Zk € W, que possui codimensio k. [J
O resultado abaixo € uma consequéncia imediata do dltimo Teorema.

Teorema 44 O campo Zy dado em (2) possui codimensdo infinita.

6 Referéncias bibliograficas

[1] GUARDIA, M.; SEARA, T. M.; TEIXEIRA, M. A. Generic bifurcations of low codimension
of planar Filippov Systems. Journal of Differential Equations, v. 250, n. 4, p. 1967-2063.
2011.

[2] KUZNETSOV, Y. A.; RINALDI, S.; GRAGNANI, A. One-parameter bifurcations in planar
Filippov systems. Int. Journal of Bifurcation and Chaos, v. 13, n. 8§, p. 2157-2188, 2003.

PEREZ, O. H.; CARVALHO, T. de. Bifurcagdes de singularidade dobra-dobra em campos de vetores suaves por partes. C.Q.D.— Revista Eletronica Paulista de
Matematica, Bauru, v. 11, p. 26-48, dez. 2017. Edig&o Iniciagdo Cientifica.
DOI: 10.21167/cqdvol11ic2017231696640hptc2648 Disponivel em: http://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/

47



[3] BUZZI, C. A.; CARVALHO, T.; TEIXEIRA, M. A. Birth of limit cycles bifurcating from a
nonsmooth center. Journal de Mathematiques Pures et Appliquees, v. 102, n. 1, p. 36-47,
2014.

[4] SOTOMAYOR, J. Licoes de equacoes diferenciais ordinarias. Rio de Janeiro: IMPA, 1979.
(Projeto Euclides).

[5] PERKO, L. Differential equations and dynamical systems. New York: Springer-Verlag,
1991.

[6] ARROWSMITH, D. K.; PLACE, C. M. An introduction to dynamical systems. Cambridge:
Cambridge University Press, 1990.

[7] CHOW, S. N.; HALE, J. K. Methods of bifurcation theory. New York: Springer-Verlag,
1982.

[8] GOLUBITSKY, M.; GUILLEMIN, V. Stable mappings and their singularities. Berlin:
Springer-Verlag, 1973.

[9] DUMORTIER, F. Singularities of vector fields. Rio de Janeiro: IMPA, 1978.

[10] FILIPPOV, A. F. Differential equations with discontinuous righthand sides. Dordrecht:
Kluwer Academic Publishers, 1988. (Mathematics and its Applications, 18).

[11] PEREZ, O. H. Bifurcacoes genéricas e relacoes de equivaléncia em campos de vetores su-
aves por partes. 2017. 124 f. Dissertacdo (Mestrado em Matematica) - Instituto de Biociéncias,
Letras e Ciéncias Exatas, Universidade Estadual Paulista, Sao José do Rio Preto, 2017.

Artigo recebido em ago. 2017 e aceito em set. 2017.

PEREZ, O. H.; CARVALHO, T. de. Bifurcagdes de singularidade dobra-dobra em campos de vetores suaves por partes. C.Q.D.— Revista Eletronica Paulista de
Matematica, Bauru, v. 11, p. 26-48, dez. 2017. Edig&o Iniciagdo Cientifica.
DOI: 10.21167/cqdvol11ic2017231696640hptc2648 Disponivel em: http://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/

48



