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Um estudo sobre a memoria epidemioldgica:
modelo SIRC fracionario

On a epidemiological memory framework: fractional SIRC
model

Resumo

Nesta versao, apresentamos uma maneira de introduzir um retardo
de fase que pode ser interpretado como um processo de memoria
do sistema, no modelo compartimental SIRC utilizando as deriva-
das de ordem fraciondria do tipo Caputo, por ser mais simples de
serem interpretadas as condi¢des inicias do sistema dindmico em
termos biol6gicos. O diferencial é que tal processo de memoria €
introduzido de maneira natural no sistema, dadas as propriedades
dos operadores fraciondrios. Esta € uma expanc¢dao do trabalho
(GOMES; DE CEZARO, 2017) apresentada no Encontro Regi-
onal de Matematica Aplicada e Computacional (ERMAC), onde
apresentamos uma andlise tedrica mais completa, bem como ex-
ploramos melhor os resultados numéricos. Discutimos os resul-
tados para vérias ordens de derivada fraciondria em comparacao
com o modelo de ordem inteira, demonstrando que a introdugao
das derivadas de ordem fraciondria apresentam um retardo na
dindmica do sistema, o qual pode ser interpretado como memoria
epidemioldgica.

Palavras-chave: Modelo Fracionario SIRC. Calculo Fracionério
e Aplicacoes

Abstract

In this version, we present a way to introduces an phase delay,
that can be interpreted as a memory process in the compartmen-
tal SIRC model using the fractional derivatives of Caputo’s type,
since the initial conditions for the fractional dynamics have a
more clear interpretation in terms of biological applications. The
novelty of our proposal is that the memory process is naturally
introduced in the system, given the properties of fractional ope-
rators. This is an expansion of (GOMES; DE CEZARO, 2017)
presented at (ERMAC). In this version we present a more com-
plete theoretical analysis of the fractional SIRC model, as well
as we improve the numerical results. We discuss further the re-
sults for the the results for several orders of fractional derivative
in comparison with the standard model with derivative of order
one. We show that the introduction of fractional order derivatives
in the model induces a phase delay in the dynamics of the system
that can be interpreted as an epidemiological memory effect.
Keywords: Fractional SIRC model. Fractional calculus and Ap-
plications.



1 Introducao

O interesse por estudar epidemias causadas por doencas infecciosas € muito antigo, e.g.,
(BERNOULLI, 1760) e referéncias. Uma das motivagdes desse estudo reside no fato de que
doencas infecciosas afetam populacdes humanas, animais e vegetais hd muito tempo, causando
custos aos cofres publicos e até mesmo devastando populagdes. Conforme (HETHCOTE, 2000),
tais motivacdes ndo sdo coisas do passado, pois, epidemias ainda sdo apontadas como causas
preocupantes de mortalidade nos paises em desenvolvimento.

No Brasil, pesquisadores apontam a necessidade desses estudos, tanto na drea biomédica,
para o desenvolvimento de vacinas, quanto baseadas em populagdes para auxiliar na tomada de
decisdes em politicas publicas (BARRETO et. al, 2011).

Em uma breve pesquisa na revista do Sistema Unico de Satde do Brasil, Epidemiologia e
Servicos de Saiide, varios panoramas tem se mostrado preocupantes no que tange a potenciais
epidemias, por exemplo, a rapida propagacao do virus Zika, no nordeste, trazendo consequéncias
para mulheres (CABRAL et al., 2017) e (VARGAS et al., 2016) e homens (MALTA et al., 2017)
e principalmente a sua associagdo aos casos de microcefalia em recém nascidos. Além disso,
varias outras doencas ainda tém o merecido enfoque, como Chagas (MOTA et al., 2014), Dengue
(BOHM et al., 2016), Febre Amarela (SAAD; BARATA, 2016), entre outras.

Atualmente os estudos sobre epidemiologia tem se desprendido da drea das ciéncias da satide
e adentrado nas pesquisas em fisica, computagdo, estatistica e matematica (ALMEIDA, 2011).
Mesmo que tal investigacao interdisciplinar ja tenha sido registrada a varios séculos, quando
Daniel Bernoulli (BERNOULLI, 1760) apresentou o primeiro estudo matematico que se tem
conhecimento acerca de doengas epidemioldgicas, ainda temos que avancar muito em diversos
sentidos, para podermos entender melhor os fendmenos que controlam tais epidemias. Neste
sentido a modelagem matematica, assim como a feita por Bernoulli (BERNOULLI, 1760) a mais
de dois séculos tem muito a contribuir.

Em particular, na matematica, as pesquisas em sua maioria tem como objeto de estudo os
modelos obtidos através de equacdes diferenciais (SILVA, 2012). Estes procuram fornecer, da
forma mais fidedigna possivel, informacdes sobre os processos de disseminacao e a dindmica das
doencas, assim como as formas de contdgio e cura, buscando ser de grande auxilio na tomada de
decis@o dos 6rgdos governamentais.

Uma grande quantidade de tais modelos tem sua proposta de dinamica baseada no fluxo
entre diferentes compartimentos da populacao, criados em conformidade com a doenga que esta
sendo analisada, como os individuos suscetiveis (S), infectados (I), recuperados (R) entre outros,
conhecidos como modelos compartimentais. Para mais detalhes veja (SILVA, 2012) e referéncias.
As vantagens de modelagem dos problemas com este enfoque estd no fato de que o modelo
resultante depende de uma série de parametros que, em esséncia, determinam as caracteristicas
do modelo estudado (YANG, 2001).

Nos modelos compartimentais, tais parametros permitem distinguir os individuos de uma
populacao de acordo com seu estado em relacao a doenga, e estabelecem como os individuos tro-
cam de compartimentos, conforme as taxas de infeccao, taxas de recuperacdo, entre outras. Tais
taxas (parametros) podem ser estipuladas pelas doencas que se optou por estudar. Apresentamos
de forma esquematica esta relacdo na figura (1).

Nesta contribui¢do apresentaremos um estudo referente ao modelo compartimental SIRC,
proposto por Casagrandi (CASAGRANDI et al., 2006), onde os individuos estdo divididos nos
compartimentos correspondentes aos suscetiveis (S), infectados (I), recuperados (R) e imunidade
cruzada (C), respectivamente. Este modelo proposto em (CASAGRANDI et al., 2006) esté ex-
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posto na Secdo 2.

Com o intuido de introduzir a imunidade epidemioldgica no modelo SIRC, apresentaremos
na Secdo 3 o modelo SIRC de ordem fraciondria. Haja visto que as derivadas fraciondrias sao
operadores ndo locais, e portanto levam em conta o comportamento da funcdo em momentos
anteriores, os quais podem ser interpretados como efeitos de memoéria (CAMARGO; OLIVEIRA,
2015) introduzidos no sistema. Para esta contribui¢ao adotamos a chamada derivada fraciondria
segundo Caputo (DIETHELM, 2004), haja visto que as condi¢des iniciais necessarias para a
defini¢do deste tipo de derivadas de ordem fracionaria possuem uma interpretacdo biolégica mais
simples. Para maiores detalhes veja por exemplo (DIETHELM, 2004), (CAMARGO, 2009).

Tal modelo ja foi estudado pelos autores no Encontro Regional de Matematica Aplicada e
Computacional nesse ano de 2017 (GOMES; DE CEZARO, 2017). No entanto, neste trabalho
mostraremos de forma mais precisa os resultados de boa-coloca¢@o do modelo proposto Secao 4,
bem como simula¢des numéricas para diferentes ordens da derivada fraciondria, evidenciando
o efeito de memoria epidemioldgica no sistema, na Secdo 5. Finalmente apontaremos nossas
conclusdes e as expectativas de trabalhos futuros na Se¢ao 6.

2 Modelo compartimental SIRC

O modelo SIRC foi introduzido por Casagrandi (CASAGRANDI et al., 2006), trazendo uma
inovagdo para a epidemiologia matematica o acréscimo de um novo compartimento C, intitulado
imunidade cruzada, ao modelo do tipo SIR (KERMACK; MCKENDRICK, 1927) o qual retine
os individuos em trés compartimentos: Suscetiveis, Infectados e Recuperados.

Ou seja, o modelo SIRC tem quatro compartimentos, sendo eles:

e Compartimento Suscetivel (S), onde fica a populagdo que ndo possui anticorpos para o
combate da doenga e estdo aptos a contrai-la quando expostos ao agente infeccioso.

e Compartimento Infectado (I), fica o individuo que ja esteja infectado com a doenca. Os
individuos neste estado estdo infectados pelo agente patogénico e sdo capazes de transmitir a
doencga aos individuos suscetiveis.

e Compartimento Recuperado (R), onde fica a populacdo ap6s o final do periodo de infecg¢ao.
Esse estado inclui os casos nos quais o individuo recuperou-se da infec¢do e adquire imunidade
a doenga, através de anticorpos e, ndo poderd mais contrai-la, adquire imunidade tempordaria a
infeccdo ou é removido da populacdo por morte.

e Compartimento Imunidade Cruzada (C), € o novo compartimento que foi incluido para
considerar doencas que sofram mutagdes através do tempo. Nele ficam os individuos que ja
foram infectados e apds um tempo recuperados, com imunidade, passam a ser suscetiveis nao a
doenca original, mas a uma mutacdo dela.

O tipo de imunidade e a existéncia dela, ou ndo, vai depender do tipo de doenca estudada.
A imunidade total ocorre para doengas em que o individuo contaminado adquire anticorpos ne-
cessarios para nao contrair mais a doenca. Por outro lado, na imunidade parcial ou temporaria
o individuo produzira anticorpos uteis para combater a doencga durante um determinado periodo
de tempo. Supdem-se ainda que apds um certo periodo, o individuo poderd contrair novamente a
doenca.

Por considerar esta imunidade parcial, a qual existe em uma série de doencas que sofrem
mutacoes, o modelo SIRC apresenta uma divisdo compartimental mais apropriada do que o mo-
delo SIR, apresentando uma modelagem mais precisa para descrever doencas como a Influenza
A e outras, e.g., (IACOVIELLO; STASIO, 2013).
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No modelo SIRC (CASAGRANDI et al., 2006), a dinamica de transi¢ao dos individuos entre
os diferentes compartimentos em fungio do tempo ¢ €]0, 7| pode ser escrita da forma:

%9 = 1(N —5(1)) — BS(N)I(1) +YC(1)
di

= = BSWOI(6) +aBCO)I(1) = (1 +a)I(1) M

I (1= 0)BCW)I(0) + al) (1 + 5)R()

9 = 8R(1) ~ BC()I(0) — (1 -+ NC().

Além disso, assumimos que o modelo SIRC, representado pela dindmica (1), tem seu pri-
meiro estado estaciondrio em ¢t = 0 dado por S(0) = Sp, I(0) = Iy, R(0) = Ry e C(0) = Cy, onde,
So, Iy, Ry e Cp sdo as condigdes iniciais. Ainda estamos assumindo que N =S+1+ R+ C,
representa o total da populagdo, a qual, por hipotese, permanece constante. J4 o parametro U
representa a taxa de mortalidade e natalidade, vista como iguais uma vez que temos a hipdtese de
que a populacdo total € constante, que é supostamente formada de individuos suscetiveis. Uma
vez que a populagio total é considerada constante, seu inverso u~! pode ser calibrado com a
média do tempo de vida da populagdo. Os pardmetros o, 6 € Y sdo os inversos do tempo em
que os individuos ficam respectivamente nos compartimentos I, R e C, os quais sdo estimados
através de observacoes clinicas por alguns dias. Ja o, pode ser aferido como a probabilidade
média de reinfecgio do individuo que esteja no compartimento C. E ainda 3, € a taxa de contato
entre individuos dos compartimentos S e I, estes dois ultimos sao mais dificeis de constatar, pois
precisam de um tempo maior de observagao.

A dinamica das populacdes entre os compartimentos fica mais bem apresentada no diagrama
abaixo, figura (1):

RSN

l[l- Dj[: _l

Figura 1: Diagrama Compartimental SIRC

Estes parametros fazem com que as populagdes fluam entre os compartimento, mudando seus
estados perante a doenga. Fica visivel que os individuos do compartimento Imunidade Cruzada,
podem retornar para o compartimento dos Suscetiveis, Infectados e Recuperados.

3 Modelo compartimental SIRC fracionario

Mudangas de comportamento em individuos como resposta as modificacdes ambientais, €
uma caracteristica essencial a vida. Tal comportamento é ainda mais evidente em casos de epi-
demias, devido a existéncia da memoria imunoldgica. Uma 6tima abordagem deste assunto para
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modelos epidemioldgicos € feita em (PIMENOV et al., 2012). Esta memoria imunoldgica é
uma capacidade do sistema imune adaptativo responsavel por propiciar respostas mais eficien-
tes e rapidas a ocorréncia de exposicdo a antigenos encontrados previamente, seja na forma de
exposicao natural, ou na forma de vacinas.

Essa resposta a estimulos anteriores, ou seja, a resposta do organismo quando exposto a
antigenos anteriormente é aqui considerado como memdria imunoldgica, e € a percep¢ao desse
efeito que buscamos quando utilizamos derivadas fraciondrias, visto que estas sao operadores nao
locais, levando em conta o comportamento da funcdo em momentos anteriores, € assim conserva
os chamados efeitos de memoéria (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015).

Como previamente anunciado, nesta contribui¢do optaremos pela derivada do tipo Caputo
(DIETHELM, 2004), dada por:

Definicao 1 (Integral fraciondria) O operador integral fracionaria de ordem 0 > 0 de uma
fungao real de varidvel real f(t) é dado por

1 t
I 1) = m/o (t— )97V f(s)ds,comb > 0. (2)

Definicao 2 (Derivada fraciondria segundo Caputo) A derivada fraciondria de Caputo é dada
por

DY f(t)=Jr P oDl f (1), 3)
com 0 >0emeN, ou seja

ﬁfé(f—S)(_9+m_1)f(’")(S)dS, m—1<60<m,

ll))—;ln (1), 0 =m.

tendo em vista que quando analisado o problema de valor inicial com derivada de ordem fra-
ciondria do tipo Caputo, as condigdes iniciais possuem interpretacdo biologica compativel com
o modelo SIRC de ordem inteira apresentado em (1).

A suavidade da funcdo f para que (4) esteja bem definida pode ser encontrada em (DI-
ETHELM, 2004, p.50). Note que quando 6 = m, temos que 57':; f(t), ou seja a derivada a usual do
célculo de ordem inteira. Para mais informagdes (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015),(FERREIRA;
OLIVEIRA, 2017).

Com a utilizacao da derivada de ordem fraciondria, a dindmica do Modelo SIRC Fracionério
toma a seguinte forma:

DY(S(1)) = u(N —S(t)) — BS(1)I(t) + ¥C(t)

DY(1(1)) = BS()I(1) + G BC()I(t) — (u+ o)1 (t) (5)
D2 (R(z (1 o)BC(t)I(t)+ al(t) — (u+ O)R(1)

DY(C(1)) = 8R(t) = BC(1)I (1) — (1 +7)C(t)

cujas condigdes iniciais e pardmetros sdo os mesmos do modelo SIRC em (1), e 6 €]0,1] é a
ordem da derivada. Para esta abordagem adotaremos o valor da derivada de ordem fracionaria
0 < 6 <1, haja visto que para valores de 8 > 1 sdo necessarias condigdes iniciais de ordem
superior (DIETHELM, 2004). Neste sentido, tais condi¢cdes ndo sao muito naturais para o sistema
que estamos estudando e além do mais ndo permitiriam a comparagdao com o modelo de ordem
inteira (1). Ou seja, note que em particular, quando 8 = 1 o modelo (5) corresponde ao modelo
(1) proposto por (CASAGRANDI et al., 2006).
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4 Resultados de boa colocacao do modelo fracionario

Tendo posto o modelo (5), agora serdo apresentados os resultados de boa-colocacao no sentido
de Hadamard (DIETHELM, 2004), ou seja, de existéncia, unicidade e dependéncia continua dos
dados iniciais e dos parametros. Em particular, para derivadas de ordem fraciondria, a ordem 6 da
derivada também € um parametros para o qual o resultado de dependéncia continua € importante
(DIETHELM, 2004). Abaixo apresentaremos de forma rigorosa tais resultados para o modelo (5).

Por simplicidade de apresentacao, olharemos para (5) da seguinte forma:

DY (u(r)) = f(t,u(t)) (6)
DY (u(to)) = uo

onde, f(t,u(t)) representa a fungdo vetorial do lado direito de (5), com u(t) = (S(¢),1(¢),R(t),C(¢)).
Para os resultados que seguem, apresentaremos primeiramente a defini¢do da condicao de
Lipschitz para f.

Definicao 3 Seja f: U — E uma fungdo definida em um conjunto aberto U C I X E, onde I é um
intervalo ndo degenerado da reta e E um espaco vetorial normado completo, respectivamente.

Dizemos que f satisfaz a condicdo de Lipschitz com relacdo a segunda varidvel, se existir
uma constante L > 0 tal que

|f<t7y) _f(t7z>|E SL|y_Z|Ua
para quaisquer (t,y), (t,z) € U.

A seguir enunciaremos alguns teoremas essenciais para estabelecer as condi¢des de boa-
colocagdo, no sentido de Hadamard, para as solu¢des do modelo SIRC fraciondrio (5).

Primeiramente, daremos condi¢Oes gerais na funcdo f para garantir existéncia de solugdes
para o modelo (6).

Teorema 4 Sejam, 0 < 0, m=[60] e hd,...h"" "V € R k>0, p* >0,

m—1 t"hﬁ

G:= {(z,h) 11 €0,p"], )h—Zkzo N
sup( el f(t,2)] e

< k}, e seja a funcdo [ : G — R continua, com M :=

P, se M=0,

1
= [ 7
p min {p*7 (kr(1?4+1)> 9} caso contrdrio. @

Entdo, existe uma fungdo h € C|0, p] que resolve o problema de valor inicial (6).

Demonstracao. A demonstragdo desse teorema pode ser vista em (DIETHELM, 2004, p.86).
Uma vez garantida a existéncia de pelo menos uma soluc¢do, o proximo resultado garante
unicidade de solucao para o PVI fraciondrio (6).

Teorema 5 Seja 0 < 6 e m = [0], h(()o),...,h(()m_l) €R, k>0e p*>0. Definido G como no
Teorema de Existéncia 4 e a funcdo [ : G — R satisfazendo a condicdo de Lipschitz em relacdo
a segunda varidvel 3 com a constante L > 0 independente de t,hy e hy. Para p como no Teorema
de Existéncia 4 existe uma unica fungdo h € C|0, p| solugcdo do problema de valor inicial (6).
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Demonstracao. A demonstracao desse teorema pode ser vista em (DIETHELM, 2004, p.93).
A seguir estabeleceremos sob quais condi¢des o PVI fracionério (6) depende continuamente
das condicdes iniciais.

Teorema 6 Seja h a solugdo do problema de valor inicial (6) e z a solugdo do problema de valor
inicial

(k) (8)

{ DO(t) = f(t.2(1)),
DFz(0) =2z, k=0,1,...m—1.

(k)

k . . ~ .
Se € ;= maxy—q 1. m—1 ‘h(() ) _ 20 ‘ € suficientemente pequeno, entdo existe algum p > 0 tal

que tanto as fungdes h e 7 estdo bem definidas no intervalo [0, p), e

sup |h(t) —z(t)|=0 ( max )h(()k) —zgk) D . &)

{k=0,1,....m—1}

Demonstracao. A demonstracdo desse teorema pode ser vista em (DIETHELM, 2004, p.112).
O préximo resultado estabelece a dependéncia continua dos parametros para o modelo (6).

Teorema 7 Seja h a solugcdo do problema de valor inicial (6) e z a solug¢do do problema de valor
inicial

{ DOz(t) = F(t,2(1)), (10)

Dkz(0) = P, k=0,1,...,m—1.

onde f deve satisfazer as mesmas hipoteses de f e € 1= max(, 1)eG |f(t1,t2) — f(t’t2)| .
Se € é suficientemente pequeno, entdo existe p > 0 tal que tanto as fungoes h e z estdo bem
definidas em [0, p| e

sup [h(0)~2(0)] =0 ( max_|r(0.2) ~ o0 ).

0<r<p t1,)€G

Demonstracao. A demonstracdo desse teorema pode ser vista em (DIETHELM, 2004, p.113).
Finalmente podemos estabelecer a dependéncia continua para a solu¢ao do PVI (6) em termos
da ordem da derivada.

Teorema 8 Seja h a solucdo do PVI (6) e 7 a solu¢do do problema de valor inicial

Déya(t) = f(t,2(t)),
k (k) > (1)
Dkz(0) =), k=0,1,... /—1.
onde 0 > 0,7 :=[0],e:=0—0e¢
£ = 0, ST Se g e £ sdo suficientemente pe-
"] max {‘h’(‘)‘ m<k<m— 1} caso contrdrio. p

quenos, entdo existe p > 0 tal que, tanto z como h sdo fungées definidas em [0, p| e

supo<i<plh(t) —z(t)| = 0(8 —0) + O {max [O,max (

n|im<k<m-1)]}.
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Demonstracao. A demonstracdo desse teorema pode ser vista em (DIETHELM, 2004, p.114).

Agora faremos a demonstracdo do teorema do valor médio expandido, essa que segue os
passos de (LIMA, 2011), o qual serd utilizado para provar que o modelo SIRC fracionério (5)
satisfaz as hipoteses necessdrias dos teoremas apresentados acima.

Teorema 9 (Teorema do valor médio expandido) Seja A C R" um aberto e f : A — R dife-
rencidvel em todo o ponto de A. Sejam x,y € A, tais que L(x,y) C A. Entdo, Ya € R™ 3z € L(x,y)
tal que,

<a,f(y)—f(x) >=<a,Df(z).(y —x) >.

Demonstragao. Seja u =y —x. Como A é aberto e L(x,y) € A, temos que existe 0 > 0, tal que
x—+tu € A, para qualquer —6 <t < 1 — 4. Agora fixemos a € R" e definimos F : (—0,1+9) —
R™ por f(t) :=< a, f(x+tu) >. Notemos que
lim,_,o w =<a, f'(x+r1u;u) >.
Em particular, F € diferencidvel em (0,1). Segue do Teorema do Valor médio de uma varidvel
(LIMA, 2011) que existe 0 < 6 < 1 tal que

F(1)=F(0)=F'(0) =<a,f (x+ 0u;u) >=<a, f'(z;y—x) >=<a,Df(z).(y —x) >, onde
z:=x+0u € L(x,y).

Tendo como resultado que F (1) — F(0) =< a, (f(y) — f(x)) > .

Observaciio 10 E interessante observar que o Teorema do Valor médio expandido, possui implicacdes
interessantes:

e No caso em que m = 1, tomando a = 1, implica que f(y) — f(x) =< Vf(z),(y —x) >, para
algum z € L(x,y).

e Tomando a = f(y) — f(x) podemos usar a desigualdade de Cauchy-Schwarz para obtemos que

1F () = F @ < Mlly —x]|.

onde M é a norma da aplica¢do Jacobiana Df(z), para algum z € L(x,y). Em particular se A é
convexo e as derivadas parciais de f sdo limitadas em A, entdo f é Lipschitz, uma vez que, para
qualquer y,x € A, temos que L(x,y) € A.

A partir de agora passaremos a utilizar os resultados apresentados acima para provar a boa
colocagao do modelo SIRC fracionario.

Teorema 11 Assuma que as condicoes gerais nos Teoremas 4, 5, 6, 7 e 8 sejam satisfeitas.
Defina o seguinte conjunto @ = (t,u) ERxR*;|u—ug |[<r|t—ty|< p;r,p >0. Entdo para
uo = (5(0),1(0),R(0),C(0)) as condigdes iniciais do modelo (5) em o, existe um tinica solu¢do
continua do modelo (5) que pertence a ®. Tal solucdo depende continuamente dos dados iniciais,
dos pardmetros e da ordem da derivada.

Demonstraciio. Por definicio o conjunto definido em @, é um subconjunto compacto de R*.
Portanto, se existir de uma solugao u(t) = (S(¢),1(¢),R(t),C(t)) para o PVI (5), esta serd continua
com relagdo a t € [0,T]. E, em particular, para (r,u(t)) € @, u(t) serd uniformemente limitada
em ®. Agora, basta provar que a fun¢éo f(¢,u(t)) do lado direito do modelo (5) é Lipschitziana
continua em relagéo a segunda coordenada. Para tal, considere o Jacobiano de f(z,u(t)) dado por
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u—BI) —BS() 0 Y
J(f) = Bi(t) BS(t)+oBC(r)—(u+a) 0 o)
0 (1-0)BC(1)+o —(u+9) (1-0)BI(r)
0 —BC(t) 6 —PI(t)—(u+y)
Seque do Teorema do valor médio expandido 9 que

J(t,u(t)) = f(t,a(t)) = J(f) (u(t) —a(t)).
Assim,
£, u(t)) = £, a()]] < [ (ur) =),

Haja visto que cada entrada do jacobiano de f(z,u(t)) é formado por fung¢des continuas e o
intervalo [0,7], que é compacto, segue que J(f) é uniformemente limitada em @. Logo, con-
cluimos que existe L := max||J(f)||. Portanto, segue da observacdo logo abaixo do Teorema 9
que f(t,u(t)) é Lipschitz continua em relagdo a segunda coordenada.

Como consequéncia, todas as hip6teses dos teoremas 4, 5, 6, 7 e 8 estdo satisfeitas e, portanto,
o teorema esta provado.

5 Resultados numéricos e discussoes

Nesta secdo apresentaremos alguns resultados numéricos para o modelo (5) com diferentes
ordens das derivadas fraciondrias 6 €]0,1]. Utilizamos o Scilab, que é um software livre e de
codigo aberto para computagdo numérica, proporcionando um ambiente computacional com va-
riadas aplicacOes cientificas.

Tabela 1: ParAmetros do modelo SIRC.

Parametro | Valor
m 0,011
o 0,16
0 1
Y 0,5
c 0,06
B 0,15
N 11

Os parametros utilizados para as simulacdes sdo os apresentados na tabela (1), retirados de
(RIHAN et al., 2014), com as seguintes condic¢des iniciais So = 10, Iy =1, Rg =0 e Cyp = 0.
Gostariamos de deixar claro para o leitor que tais condicdes iniciais ndo sdo advindas de dados
reais, e assim, servem somente para ilustrar o comportamento do modelo.

Serdo realizados quatro casos de simulagdes diferentes, todas feitas através da defini¢do de
Caputo, onde alteramos a for¢a do efeito da memoria imunoldgica, a qual, estd relacionada com
a ordem da derivada. Nosso objetivo com isso € mostrar os efeitos da memoria imunoldgica
imposta no sistema pela introdu¢@o das derivadas de ordem fraciondria. Gostariamos de registrar
que tal efeito s6 poderd ser realmente comprovado a partir de testes numéricos utilizado dados
reais, os quais ainda ndo possuimos.
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No primeiro caso consideramos que o efeito da memdria imunoldgica € zero, ou seja, que a
memoria imunoldgica ndo existe. Para isso, consideraremos que 8 = 1. Desta forma, o modelo
considerado € o proposto por (CASAGRANDI et al., 2006). Este servird como o modelo a ser
comparado com todos os outros até que tenhamos dados reais.

O segundo caso que consideraremos, podemos interpretar como um modelo cujo efeito da
memoria imunoldgica é fraco, para o qual utilizaremos 6 = 0, 8. Dado o resultado de dependéncia
continua da ordem das derivadas, e a hipétese de que o modelo SIRC em (1) ndo possui memdria,
a fraqueza da memoria imunolégica no modelo pode ser medida de acordo com a distancia da
ordem da derivada fraciondria a 1. Veremos como esse fendmeno € traduzido no sistema nos
exemplos numéricos abaixo.

Como o terceiro caso assumiremos que o efeito da memoria imunoldgica € média. Dada a
interpretacdo acima, neste caso, tomaremos 6 = 0,6. Este fendmeno podera ser observado nas
figuras que seguem.

Por fim consideraremos que o efeito da memdaria imunoldgica € forte, fazendo 6 = 0,4. Mais
uma vez veremos este efeito aparente nas figuras que seguem.

Na figura (5) € possivel observar o comportamento dos individuos suscetiveis (S) nos quatro
casos descritos acima.

1u T T T T T T T T T
— S|t), ordem 1
af —— S(t), ordem 0,8 |1
— 5(t), ordem 0.6
8\ S(t), ordem 0,41
?’ =
5 -
g
@
5 5f
g
4 -
3 -
2 -
"I -
D i i i 1 i L i i i
] 1 2 3 4 5 G T 8 9 10

Tempo

Figura 2: Comportamento da Populacdo de Suscetiveis oscilando 6.

Por comparacgdo entre o comportamento dos graficos da figura (5), para os diferentes valores
de 6 estudados aqui, é possivel inferir que para um tempo muito pequeno, ¢ préximo de zero,
quanto menor a ordem da derivada mais rdpido é a forca de infeccdo, mais individuos estao
fluindo para o compartimento dos infectados, mas a partir do tempo ¢ = 2, hd uma mudanca
perceptivel nesse panorama, ja que a presenca da memoria imunoldgica causa um retardo no
comportamento do sistema, e assim, quando menor a ordem da derivada, maior € a dificuldade
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de infeccdo dos individuos, justificando o efeito esperado em um processo com memoria (PI-
MENOV et al., 2012). Em outras palavras, € possivel afirmar que a introdu¢ao das derivadas de
ordem fraciondria de fato incluem efeitos de memoria e que, para o caso particular do modelo
SIRC, o comportamento do modelo é compativel com um modelo que possua memoria epide-
mioldgica.

E L] L T T T L] L T T
? -
5 -
8
O
m
-}
=k
£ 4f
3 =
— I{t), ordem 1
i I{t), ordem 0.8
2H I(t), ordem 0,6 1
I{t), ordem 0.4

.-I i i i i i L I} i i

] 1 2 3 4 5 6 T 3] 9 10
Tempo

Figura 3: Comportamento da Populagdo de Infectados oscilando 6.

Na figura (5) apresentamos o comportamento dos individuos infectados (I), para os diferen-
tes valores de 6 que enunciamos anteriormente. Note que, pela interelacdo compartimental do
modelo SIRC, o comportamento dos individuos infectados (I) estd fortemente associado ao com-
portamento dos individuos suscetiveis (S). Podemos perceber que a populagdo dos infectados
cresce rapidamente até certo ponto, tende a se manter constante por um periodo de tempo e de-
pois tende a diminuir. Quando comparado as simulagdes com ordens de derivadas diferentes, o
que podemos perceber € que, quando 8 = 1 o nimero de infectados tende a se aproximar do total
da populacdo, enquanto, para os demais valores de 0, este efeito indesejdvel ndo € tdo intenso,
fazendo prevalecer mais uma vez o efeito de memdria ja comentado.
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Figura 4: Comportamento da Populacdo de Recuperados oscilando 6.

Para a populagdo dos recuperados (R) apresentados na figura (5), para os diferentes valores de
0, o que podemos perceber € o fato que a curva do 6 = 0,4 € a mais suave. Seu comportamento
€ dependente do comportamento dos infectados (I), € esperado que para valores de 6 nos quais
as taxas de infecc@o sejam grandes, o mesmo deve acontecer com os recuperados.
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Figura 5: Comportamento da Populac¢do de Imunidade Cruzada oscilando 6.

O comportamento dos individuos com imunidade cruzada (C) € muito dependente dos recu-
perados (R), como pode ser vista na figura (5), ja que os individuos que migram para o comparti-
mento (C) saem do compartimento (R). Sobre a ordem da derivada, a populagdo com imunidade
cruzada que menos cresce € a com 6 = 0,4, que se esperava, pois a memoria imunoldgica tem
uma presenca maior.

E notério que célculo de ordem arbitrdria tem se mostrado como uma importante ferramenta
para modelar a descricdo de diversos fenomenos (RIHAN et al., 2014), principalmente os que
dependem do tempo, tendo em vista a sua potencialidade de captar os efeitos de memoria (CA-
MARGO; OLIVEIRA, 2015). Em particular, com nossa breve inspe¢ao para o modelo SIRC
fraciondrio, podemos concluir que os efeitos que a mudanca da ordem da derivada causa efeitos
compativeis com os de um processo de memoria, mostrando assim que as derivadas de ordem
fraciondrias sdo mais uma maneira de modelar tais efeitos, quando desejados.

Um outro resultado que se quer discutir € o fato de que esse sistema depende continuamente
da ordem da derivada, ou seja, que pequenas alteracdes na ordem da derivada ndo causardo gran-
des mudangas no comportamento do modelo. Para tal apresentamos na figura(5), o comporta-
mento de duas dindmicas para 6 =1 e 0 = 0,99, respectivamente.
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Figura 6: Comportamento do modelo com 8 =1¢e 68 =0,99.

Fica nitido que os comportamentos sao bem préximos, o que evidencia o fato de que o sis-
tema depende continuamente da ordem da derivada, comprovando os resultados tedricos do Teo-
rema (8).

6 Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho procuramos mostrar que o uso da teoria do célculo fracionério pode ser consi-
derado como uma alternativa interessante para modelar a memoria imunoldgica. Em particular,
esta metodologia pode ser explorada para um melhoramento de varios modelos que consideram
mecanismos biolégicos.

Com este intuito, apresentamos resultados tedricos e numéricos para a boa-coloca¢do do mo-
delo SIRC com derivadas de ordem fraciondria, trazendo resultados mais completos dos que
apresentados pelos autores no Encontro Regional de Matematica Aplicada e Computacional (GO-
MES; DE CEZARO, 2017).

Os testes numéricos realizados mostram que realmente hd mudancas no comportamento do
sistema com relac@o a derivada da ordem fraciondria e evidencia-se um retardo de fase quando
comparado a solucao do modelo de ordem inteira. Acredita-se que esse retardo é causado pelo
efeito que a consideracdo da memoria epidemioldgica faz no sistema. Este fato serd investigado
mais a fundo em outros trabalhos com a utilizagdo de dados reais.
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Outro resultado numérico a ser considerado € a dependéncia continua dos parametros do mo-
delo SIRC fracionario. Os resultados numéricos apresentados comprovam a teoria desenvolvida
para o modelo SIRC fracionério.

Como trabalhos futuros pretendemos utilizar dados reais para comprovar a eficicia do mo-
delo, bem como calibrar os parametros do modelo com base no método proposto. Acreditamos
que estes procedimentos resultardo em modelos preditivos que descrevem de maneira mais fide-
digna a dindmica de algumas doengas infecciosas.
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