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Superficies regradas

Ruled surfaces

Resumo

O objetivo deste trabalho € estudar uma importante classe de su-
perficies, constituida por aquelas que contém uma infinidade de
retas: as Superficies Regradas. Os exemplos mais 6bvios de tais
superficies sdo dados pelos cones e cilindros. Além dessas, varias
superficies quadricas, incluindo o paraboloide hiperbdlico e o hi-
perboloide de uma folha, sdo também superficies regradas, em-
bora este fato ndo seja tdo natural. Estas superficies sdo, indiscu-
tivelmente, as mais faceis de se parametrizar, bastando conside-
rar apenas uma curva € um campo vetorial ao longo dessa curva.
Além disso, veremos que em pontos regulares, a curvatura Gaus-
siana dessas superficies € sempre ndo positiva. Em particular va-
mos analisar as superficies regradas desenvolviveis, que é uma
subclasse especial das regradas. Mostraremos, que sua curvatura
Gaussiana em pontos regulares € identicamente nula e apresenta-
remos um teorema de classificacdo parcial para estas superficies.

Palavras-chave:
Superficie regrada. Curva de estric¢do. Superficie tangente. Cur-
vatura gaussiana. Superficie regrada desenvolvivel.

Abstract

The aim of this work is to study an important class of surfaces,
constituted by those that contain an infinite number of straight li-
nes. The most obvious examples of such surfaces are cones and
cylinders. Besides these, several quadric surfaces, including the
hyperbolic paraboloid and the hyperboloid of one leaf, are also
ruled surfaces, although this fact is not so natural. These surfaces
are undoubtedly the easiest to parameterize, considering only a
curve and a vector field along this curve. In addition, we will see
that at regular points, the Gaussian curvature of these surfaces is
always non-positive. In particular we will analyze the developable
ruled surfaces, which is a special subclass of the ruled surfaces.
We will show that it’s Gaussian curvature at regular points is iden-
tically null and we will present a partial classification theorem for
these surfaces.

Keywords: Ruled surface. Striction curve. Tangent surface.
Gaussian curvature. Developable ruled surface.



1 Introducao

Superficies diferencidveis constituem uma ferramenta matemadtica de extrema valia, tanto do
ponto de vista tedrico quanto do ponto de vista prético, na resolucdo de diversos problemas que
surgem de modo natural ndo s6 em geometria, mas em diversas dreas do conhecimento.

Em particular a classe das superficies regradas, € um assunto classico em Geometria Diferen-
cial que, atualmente, tem despertado a atencdo em diferentes dreas, como Geometria Diferencial
Projetiva, Computacdo Gréfica e Desenho Industrial.

Neste trabalho, fazemos um estudo das Superficies Regradas, superficies com parametriza¢des
extremamente simples e com vérias propriedades interessantes. Os exemplos mais simples de su-
perficies regradas sdo os cilindros, os cones e as superficies tangentes a uma curva. Também sdo
exemplos de superficies regradas o hiperboloide de uma folha, o paraboloide hiperbdlico, o heli-
coide e a faixa de Mobius. Mostramos que, em pontos regulares, a curvatura Gaussiana de uma
superficie regrada € sempre menor ou igual a zero, e € zero apenas ao longo das geratrizes que
intersectam a linha de estriccdo em um ponto singular. No caso particular em que a superficie
regrada € desenvolvivel, a curvatura Gaussiana em pontos regulares € identicamente nula. Fi-
nalizamos o trabalho apresentando um teorema de classificacdo parcial das superficies regradas
desenvolviveis.

2 Definicao e exemplos

Uma superficie regrada € uma superficie gerada por uma reta movendo-se ao longo de uma curva
. Mais precisamente, uma superficie regrada € a imagem (trago) de uma aplicagdo X : I x J C
R? — R3, definida por

X(t,v) =o(t) +vw(t), (1)

emque o : 1 — R3¥ew:T— R>—{(0,0,0)} sdo aplicacdes diferencidveis. Nesse caso,
dizemos que a superficie parametrizada por (1) é a superficie regrada gerada pela familia a 1-
pardmetro de retas {a(t),w(t)}.

Asretas L,(v) = a(t) +vw(t) e a curva o(t) sdo, respectivamente, as geratrizes e uma diretriz
da superficie X. Os pontos (9, vo) € I x J tais que X;(to,vo) A X, (to,v0) = 0, sdo chamados pontos
singulares da superficie regrada.

Exemplo 1 (Cilindro Generalizado): Um cilindro generalizado é uma superficie regrada gerada
por uma familia a 1-pardmetro de retas {a(7),w(t)},t € I, onde a(r) estd contida em um plano
7 e w(t) é uma direciio fixa em R? ndo paralela & 7. Assim, uma parametrizacio para o cilindro
generalizado pode ser dada por

X(t,v)=a(t)+vg,

onde ¢ € R? —{(0,0,0)} é um vetor fixo nio paralelo a 7.

Exemplo 2 (Cone Generalizado): Um cone generalizado € uma superficie regrada gerada por
uma familia {o(¢),w(t) },¢ € I, em que o/(t) estd contida em um plano 7 e todas as geratrizes L,
passam por um ponto p € R3 nio pertencente ao plano 7. O ponto p é chamado vértice do cone.
Como o vértice pertence a todas as geratrizes L;, entdlo, para cada t € I, existe vo = vo(t) € R tal
que

p=o(t)+vow(t) = a(t) = p—vow(t).
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Figura 1: Cilindro Generalizado

P

Figura 2: Cone Generalizado

Logo, uma parametrizacdo para o cone generalizado € dada por
X(t,v) =o(t) +vw(t) = p—vow(t) +vw(t) = p+ (v —vo)w(t).
Fazendo u(t,v) = v — vy, obtemos outra parametrizagio para o cone generalizado, dada por:
X(t,u) =p+uw(t),

onde p € o vértice do cone.
Sob certas condigdes os cilindros e os cones generalizados sdo exemplos de superficies regu-
lares, como mostra as duas proposigdes a seguir:

Proposicao 1 Seja o(u) = (x(u),y(u),z(u)),u € I = (a,b), uma curva parametrizada regular
contida no plano 7. Se w = (a,b,¢) é um vetor ndo paralelo ao plano 7, entdo

X(u,v) = a(u)+vw, com (u,v) eIXxR=U
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¢ uma superficie parametrizada regular, cujo trago é um cilindro generalizado de diretriz o/(1) e
geratriz paralela a w. Se o é simples (isto é, se & € injetora), entdo S = X(U) é uma superficie
regular.

Demonstracio: E claro que X é diferencidvel. Agora, a injetividade de o implica na injetividade
de X. Assim, X ¢ um homeomorfismo sobre a sua imagem. Quanto a regularidade, temos que
Xu(u,v) = a'(u) é paralelo a 7 e X, (u,v) = w que nio é paralelo a 7. Logo, {X,,X,} € linear-
mente independente, ou seja, a condicdo de regularidade da definicao de superficie regular esta
satisfeita. Portanto, S = X (U) é uma superficie regular. |

Proposicdo 2 Sejam o(u) = (x(u),y(u),z(u)),u € I = (a,b), uma curva parametrizada regular
plana e p = (a,b,c) um ponto que ndo pertence ao plano que contém . Nos pontos em que
(1 —v)a(u) x (p— ct(u)) ndo se anula,

X(u,v)=au)+v(p—a(u)), (u,v) eI xR=U,

¢ uma superficie parametrizada regular cujo traco é o cone generalizado K de diretriz a(]) e
vértice p. Quando « € uma curva simples, temos que K — p é uma superficie regular (formada
por duas componentes conexas).

Demonstracao: Como o é simples, segue que X € injetora e logo, ¢ um homeomorfismo sobre
sua imagem. Temos que X, (u,v) = o' (u) —va/(u) = (1 —v)a'(u) e X, (u,v) = p— a(u). Assim,
nos pontos em que (1 —v)a'(u) x (p— o(u)) ndo se anula, a diferencial dX,, € injetora. Portanto,
nestas condi¢des o traco de X passa a ser uma superficie regular, que admite um atlas formado
por X. |

Exemplo 3 (Hiperboloide de uma folha): Sejam S! o circulo unitdrio x*> +y*> = 1 no plano xy,
e o/(s) uma parametrizagio de S' pelo comprimento de arco. Para cada s € (—¢,27 4 €),€ > 0,
considere w(s) = o/(s) + e3, onde e3 é o vetor unitdrio do eixo z. A superficie regrada gerada
pela familia {o(s),w(s)} é um hiperboloide de uma folha.

De fato, seja o/(s) = (cos(s),sen(s),0),s € (0 —€,2w+ €),€ > 0 uma parametriza¢do pelo com-
primento de arco de S'. Assim, a/(s) = (—sen(s),cos(s),0) e

w(s) = o(s)+e3
= (—sen(s),cos(s),0)+(0,0,1)
= (—sen(s),cos(s),1).

Logo,

X(s,v) = ofs)+vw(s)
= (cos(s) —vsen(s),sen(s) + vcos(s),v).

Observe que x(s,v)? +y(s,v)? —z(s,v)? = 1, para todo (s,v) € (—&,27+¢€) x R. Isso mostra que
o trago de X (s,v) é um hiperboloide de uma folha, como queriamos.

Definicao 3 Uma superficie regrada € dita duplamente regrada se possui duas parametrizacoes
distintas.
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O hiperboloide de uma folha, do exemplo acima, € uma superficie duplamente regrada. De
fato, se tomarmos w(s) = —o(s) + e3, teremos a superficie regrada

X (s,v) = (cos(s) + vsen(s),sen(s) — vcos(s),v),

cujo traco também satisfaz a equacdo x> 4+ y*> — z> = 1. Isso nos mostra que o hiperboloide de
uma folha tem duas familias de geratrizes.

Figura 4: Outra familia de geratrizes para o hiperboloide de uma folha

Exemplo 4 (Helicoide): O helicoide ¢ uma superficie regrada gerada pela familia {ct(7), w(z)},
em que o ¢é a hélice parametrizada por o (1) = (cos(z),sen(z),t) e w(t) = (cos(t),sen(t),0),r € R,
ou seja, € a superficie formada por todas as retas paralelas ao plano xy, que unem cada ponto do
eixo z com o ponto da hélice situado a mesma altura. Assim, uma parametrizacao para o helicoide
¢ dada por:
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0

X(t,v) = at)+vw(t)
= (cos(t),sen(z),t) 4+ v(cos(t),sen(t),0)
((14v)cos(t),(14v)sen(r),1), (¢,v) € R%.

o(t) = (cos(t), sen(t), t)

Figura 5: Helicoide

Exemplo 5 (Superficies Tangentes): Seja ¢ : I — R> uma curva parametrizada regular. A
superficie
X(t,v) = a(t)+va/(t), (t,v) €I xR,

é a superficie regrada gerada pela familia a 1-parAmetro de retas {(r), &’ (¢)}, denominada su-
perficie tangente da curva .

Vamos obter a superficie tangente da Curva de Viviani, curva obtida pela interseccao do
cilindro (x—a)?+y? = a® com a esfera x> +y* +z> = (2a)?, em que a é um nimero real positivo.

411117

[

L]

Al

[TTT77 K]
LT TR

va

Figura 6: Curva de Viviani

Temos que uma parametrizacao para este cilindro é dada por

Y(t,2) = (x(1),5(1),2) = (a(1 +cos(r)),asen(t),2),

OLIVEIRA, F. A.; ALMEIDA, D. M. Superficies regradas. C. Q. D.- Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 8, p. 51-75 dez. 2016.
DOI: 10.21167/cqdvol8201623169664faodma5175 - Disponivel em: http://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/

56



5
£,

com? € (0—e,2n+¢€),e >0ez € R. Substituindo expressio na equacio da esfera x> 4 y* +
7% = 4d?, e utilizando a identidade cos(r) = 1 —2sen” (%), obtemos z = z(t) = 2asen (%) .t €
(0—¢€,4m+¢€),€ > 0. Assim,

t
B(t) = (a(l +cos(t)),asen(t),2asen (5)) ,te(0—¢,dn+¢€),e >0,
€ uma parametrizag¢do para a Curva de Viviani. Veja que:
t
B'(t) = (—asen(t),acos(t),acos (5)) £(0,0,0), V7€ (0—e,dm+€),€ >0,

ou seja, B(¢) é regular. Portanto, a superficie tangente a Curva de Viviani é dada por:

X(t,v) = B()+vB'(r)
t

= a (1 + cos(t) —vsen(t),sen(t) +vcos(),2sen <%> +vcos (§)> ,

com (t,v) € (0—¢,4n+¢€) xR, e > 0.

Figura 7: Superficie Tangente a Curva de Viviani

Observacao: Definimos superficies regradas de modo a permitir a ocorréncia de singularidades.
Isso € necessario se queremos incluir superficies tangentes (que podem ter auto-intersecc¢des) e
cones.

Exemplo 6 (Guarda-chuva de Whitney): O guarda-chuva de Whitney é a imagem da aplicagdo
f:1xJ—R3, definida por f(x,y) = (x?,y,xy), onde I e J sdo intervalos contendo a origem.

Vamos mostrar que o guarda-chuva de Whitney € uma superficie regrada. Para isso, considere

1 t

0, , ,t € 1. Definindo a
VI+2 1+ t2)

superficie regrada gerada pela familia a 1-parAmetro de retas {c(7), w(z)}, obtemos:

as aplicagdes diferencidveis a(t) = (£,0,0) e w(t) =
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X(t,v) = at)+w(r)

1 t
2
= (2,0,0)+v |0, ,
( ) ( V1412 \/1+t2)

B (t2 v tv
V1412 V1412

Agora, considerando a mudancga de varidveis

{x(t,v; = t

), (t,v) €I xJ.

14 )
1+£2

~

—~

\'N
<
I

temos que f(x(¢,v),y(t,v)) = X(¢,v), ou seja, o guarda-chuva de Whitney é uma superficie re-
grada.

() =(1,0,0)

Figura 8: Guarda-chuva de Whitney

Exemplo 7 (Paraboloide Hiperbdlico): Vamos mostrar que o paraboloide hiperbdlico

x2 y2

§=4qyz)€ R3;a2 TR coma,b € R*

¢ uma superficie regrada. Inicialmente, observe que, fazendo uma mudanca de varidveis ade-
quada, podemos representar o paraboloide S num sistema de coordenadas ortogonais (u,v,w) de
modo que sua equagdo seja dada por w = kuv,k # 0. Mais precisamente, trocando o sistema de
coordenadas (x,y,z) por (bx,ay,z) e fazendo uma rotagdo desse novo sistema de coordenadas de
um angulo de % radianos, em torno do eixo z, no sentido horario, obtemos:

u cos(%) sen(%) 0\ [bx u = ‘/Tibx + 4(1})
v]|=|-sen(§) cos(}) O |ay| =< » = —gbx + gay )
w 0 0 1 Z w = z
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-V u-+v

b\/_’y_a\/_

coordenadas ortogonais € dada por

Logo, x =

e z =w. Assim, a equagdo do paraboloide no novo sistema de

= 0 uv = w = kuv,k # 0.
~—~
—k

. . L1 2 32
Portanto, todo paraboloide hiperbdlico z = a2 — Z—z, em que a,b € R*, pode ser representado
em um sistema de coordenadas ortogonais (X,y,Z) de modo que sua equagdo seja dada por 7 =

K% 3,k # 0.

Figura 9: Representacdo do Paraboloide Hiperbdlico w = kuv, k # 0

Vamos exibir uma familia a 1-pardmetro de retas {o(t),w(t)} para o paraboloide hiperbélico
z=kxy,k # 0. Para isso, observe que as retas y = ;7,x = ¢, para cada ¢ # 0 pertencem ao parabo-
loide em questdo. Considerando a intersec¢ao desta familia de retas com o plano z = 0, obtemos
acurva a( ) = (¢,0,0). Tomando esta curva como diretriz e os vetores unitrios w(t) paralelos as
retas y = 7, x = t, obtemos a familia a 1-pardmetro de retas {o(¢),w(t)}, sendo c(t) = (¢,0,0) e

_ (0,1.k) it d
w(t) = i due gera a super icie regrada

X(t,v) = oar)+ww(r)

(t - vt ) tr,veR
= ) 9 9 7v )
V1I+K22 V1+k%2

cujo trago coincide com S.

Vamos fazer agora, o estudo de algumas propriedades das superficies regradas. Para isso
vamos precisar da seguinte definicao:

Definiciio 4 Uma superficie regrada parametrizada por X (¢,v) = a(t) +vw(t), (t,v) € I x J C R?,
¢ dita ndo-cilindrica, se w'(¢) # 0, para todo ¢ € I.
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L e,
)

X (t)=(t,0,0)

Figura 10: Paraboloide Hiperbdlico Regrado (vistas lateral e superior)

3 Curva de Estriccao e suas Propriedades

Lema 5 Seja X : I x J — R3, definida por X(t,v) = o(t) 4+ vy(r), uma parametrizacio de uma
superficie regrada ndo-cilindrica. Entdo, X possui uma reparametrizacdo da forma

X(t,v)=B(t)+vw(t),
onde ||w(t)||=1e (B'(r),w(r)) =0.

Demonstracao: Por defini¢do, a fungdo diferencidvel y nunca se anula. Logo, podemos definir

uma parametrizacao X de X dada por

):((t,v) X (I,L) — a()+v ¥(1)

Y@l Y@l
= ~ t
Claramente, X tem o mesmo trago de X. Fazendo, w(z) = ||3:8 T , podemos escrever,
X(t,v) = a(t) +vw(t).
Como ||w(t)|| = 1, segue que (w(r),w'(t)) = 0. Queremos obter uma curva parametrizada f3,

contida no trago da superficie regrada, de modo que (B'(z),w(t)) = 0, para todo 7 € I. Assim,

devemos ter
B(1) = ou(t) + u(t)w(r),

para alguma func@o a valores reais u = ().
Supondo a existéncia de uma tal curva f3, temos que:

B'(t) = o'(e) + 1 ()w(t) + n(t)w'(¢).

Dai,
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0=(B'(1),w'(t)) = (a'(t),w' () +u'(t) (w(t),w' () + () (W' (1), W' (1))

=0

Como a superficie regrada é ndo-cilindrica, ¥ (r) # 0, para todo ¢ € I e, consequentemente, w'(r)
nunca se anula. Logo, podemos definir u = p(z

)
@O @ 0.w)
O = =@y~ IWaIE

Assim, se definirmos f: 1 C J — X , por
(a'(1),w'(1))
[lw'(2)[ |2

obtemos uma curva parametrizada, contida na superficie, satisfazendo (B’(z),w(t)) = 0.
Por fim, definindo

B(1) = afr) - w(t),

X(t,v) = X(t,u(t

obtemos uma reparametrizacdo de X, consequentemente, uma reparametrizacdo de X, satisfa-
zendo as condi¢des desejadas. ]

Definicdo 6 Seja X uma superficie regrada nao-cilindrica dada por X (z,v) = a(t) +vw(r). A

curva (o (1),w' (1))

B(t):a(t)_ le(t)Hz W(t)’

€ chamada curva de estric¢do de X, e seus pontos sdo chamados de pontos centrais da superficie
regrada.

Proposicao 7 A curva de estriccao fB(¢) de uma superficie regrada ndo-cilindrica X, ndo depende
da escolha da diretriz o da superficie regrada.

Demonstracdo: Seja @ uma outra diretriz da superficie regrada X, ou seja, para todo (¢,v) € I x J,
X(t,v) =o(t) +vw(t) = a+sw(r), (2)
para alguma funcdo s = s(v). Assim, temos que

(o (1),w (1))

PO == e

w(?)
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By =g~ L)y

W (0)]]?

sd0 as curvas de estric¢do correspondentes a a(t) e &(t), respectivamente. Logo,

B0 -B() = (a() —aw)+ LS00 3

ou seja, (t) = B(t), para todo ¢ em I. |
Do exposto acima, concluimos que sempre podemos tomar a curva de estriccdo como a diretriz
de uma superficie regrada ndo-cilindrica.

3.1 Exemplos de curvas de estriccao

(1) Vamos obter a curva de estriccdo (¢) do cone generalizado parametrizado por X(¢,v) =
p+vw(t). Temos que
alt)=p= ao'(t)=0.

Dai,

@) )
HO= =0 = IWolE >

Logo,

B(r) = a(t)+p()w(r)
= p+0w(t)=p,

paratodo ¢ € I, ou seja, a curva de estric¢do do cone generalizado € degenerada e € o seu vértice.
(2) Consideremos o hiperboloide de uma folha
X(s,v) = (cos(s) —vsen(s),sen(s) +vcos(s),v),

gerado por o/(s) = (cos(s),sen(s),0) e w(s) = (—sen(s),cos(s),1),s € (0 —&,2n+¢€),£ > 0. E
claro que o(s) é uma curva contida em X e

(o (s),w(s5)) = ((—sen(s),cos(s),0), (—cos(s), —sen(s),0)) =0, Vs € (0—€,2m +£),€ > 0,

isto €, a curva de estric¢ao 3 do hiperboloide de uma folha é a prépria diretriz ¢, ou seja, é a
circunferéncia x> +y?> = 1 no plano z = 0.

OLIVEIRA, F. A.; ALMEIDA, D. M. Superficies regradas. C. Q. D.- Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 8, p. 51-75 dez. 2016.
DOI: 10.21167/cqdvol8201623169664faodma5175 - Disponivel em: http://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/

62



(3) Seja & : I — R? uma curva parametrizada regular. Consideremos a superficie tangente 2
curva o, dada por
X(s,v) = a(s) +vd/(s), (s,v) €[ xR.

Vamos mostrar que a curva de estric¢ao 8 das superficies tangentes coincide com a curva da qual
se estd construindo a superficie tangente, isto €, vamos mostrar que 3(s) = o(s), para todo s em
I. De fato, sem perda de generalidade, suponha o parametrizada pelo comprimento de arco, ou
seja, ||o/(s)|| =1, Vs € I. Temos que

w(s) =o' (s) = w'(s) = o (s).
Como ¢/ (s) € unitério, temos que (a'(s),a” (s)) = 0, para todo s. Logo,

(@(s).w'(s)) _ (o'(s),@"(s)) _

M= =T0mIE — TGP

Portanto,
B(s) = a(s) + u(s)wis) = a(s) +0w(s) = a(s),

para todo s em /, como queriamos.
Assim, no Exemplo 5, a curva de estric¢do da Superficie Tangente a Curva de Viviani € dada
pela propria Curva de Viviani.

(4) Agora, vamos obter a curva de estric¢do do helicoide
X(t,v) = (1+v)cos(t), (14+v)sen(z),1), (t,v) € R?.

Vimos que ele é gerado pelas curvas o () = (cos(t),sen(t),t) e w(t) = (cos(t),sen(z),0). Entéo,
temos que o' (¢) = (—sent(t),cos(z),1) e w'(t) = (—sen(t),cos(z),0). Logo,

_ _{a@).w()
S 0]l
B ((—sent(t),cos(t),1),(—sen(t),cos(z),0))
1
= —(sen®(r) +cos’(r)) = —1.

Assim, a curva de estriccao do helicoide € dada por
B(t) = a(t) +u()w(t) = a(r) —w(z) = (0,0,2),s € R

isto é, a curva de estric¢ao do helicoide acima € o eixo z.
Portanto, uma parametrizacdo para o helicoide usando a sua curva de estriccao como diretriz
¢ dada por

Y(t,v) = (0,0,¢)+v(cos(r),sen(t),0)
= (vcos(r),vsen(t),1), (t,v) € R%
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Figura 11: Curva de Estriccao do Helicoide

imos que o guarda-chuva de Whitney € uma superficie regrada gerada por a(t) = (¢-,0,
5) Vi q guarda-chuva de Whitney é perficie regrada gerada p 20,0

ew(t) = O’\/ll—}—tz’\/lt—}—tz)'ASSim,
a'(t) = (2t,0,0)
Wi = (0t L
(1+2)2 (1+12)2
Logo,

@)

e, assim, a curva de estric¢ao do guarda-chuva de Whitney € a curva diretriz da nossa parametrizacao,
B(1) = a(t) = (*,0,0),r € 1.

(6) Por fim, veja que a curva de estric¢do do paraboloide hiperbélico do Exemplo 7 € o eixo x.
De fato, vimos que o paraboloide hiperbdlico é uma superficie regrada gerada pela familia

(0,1,kt)
V1+k?

A curva o estd contida no paraboloide e satisfaz (a'(¢),w'(¢)) = 0, para todo 7. Assim, por
defini¢do, a diretriz a(¢) = (¢,0,0) é a curva de estric¢do do paraboloide hiperbdlico.

o(t) =(1,0,0) e w(t) =

Teorema 8 Em pontos regulares, a curvatura Gaussiana K de uma superficie regrada ndo-cilindrica
satisfaz K < 0, e € zero apenas ao longo das geratrizes que intersectam a curva de estric¢io em
um ponto singular.
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Demonstracao: Sem perda de generalidade, podemos supor a superficie regrada nio-cilindrica
parametrizada por

X(t,u)=B(t)+uw(t), (t,u)elxJ, 4)

sendo B (1) a sua curva de estriccdo, w/(r) # 0 e ||w(t)|| = 1, para todo € I. Derivando essa
expressdo, com respeito a ¢ e a u, obtemos:

X (t,u) = B'(t) +un'(t) e X, (t,u) =w(t).

Dai,
X (t,u) A Xu(t,u) = B () Aw(t) +uw' (1) Aw(r). (5)
Como (w'(1),w(r)) =0e (W (t),B'(t)) =0, concluimos que
B'(e) Aw(t) = A(e)w' (), (6)

para alguma fungdo A (¢). Assim, X, (¢,u) A X, (t,u) = A ()W (t) +uw'(t) Aw(t) e entdo,
1% (2,0) AXu(£, )P = |2 ()W (1) +uw' (£) Aw(D)]?
= (AW ) +uw' () Aw(e), L)W (1) +uw' () Aw(t))
= (AOW (), AW (1)) + (AW (1), 1w/ (1) A (1))
+uw! (1) Aw(t), Aw' (£)) + Guw’ (£) Aw(t), un’
= 220 (W (), (1)) 22 ()u (W (1), W' (1) Aw(t
NS

[w ()11 =0

+uP (W (1) Aw(e), W (1) Aw(t)).

Veja que:
<w/(t)/\w(t),w/(t)/\W(l‘)> — <W/(t)7wl(t)> <W(t),W/(t)> — <W/(l),W/(l)> — ||W/(l)||2

Logo,
1% (8,u) AXu(2,0) [P = 22@)|W (0[] +?||W (0)]]> = A2 (@0) + )W OIF ()

Sabemos que os pontos singulares da superficie X, sdo os pontos (fp,up) € I x J tais que
X;(t(), u()) /\Xu(l‘o, u()) =0, ou seja, HX;(Z‘(), u()) /\Xu(l‘(), u())H = 0. Assim,

= (A% (to) +u?) ||W (t0)||* <= A*(tp) +u* = 0 <= u= A(t9) =0,
N——
#0
isto é, os eventuais pontos singulares de X situam-se ao longo da curva de estric¢do (« = 0), isto

é, sdo pontos da forma (zy,0) e eles ocorrem se, e somente se, A (fg) = 0.
Tomando o produto interno de (6) com w’, obtemos

_(B'(D) Aw(1), W' (1))
Ar) = 2
W' (@)l
Vimos que a curva de estriccdo independe da escolha da diretriz, segue entdo que, o mesmo vale
para a fungdo A.
Vamos agora, calcular a curvatura Gaussiana da superficie regrada (4) em seus pontos regu-
lares. Temos que:

, tel
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N(t.u) X:(t,u) ANXy(t,u) AW (2) +uw'(t) Aw(t)
7u = = )
1% (2, u) AXu(t,u)[| /A2(e) +u2||W (1)]
g(t,u) = (Xyu(t,u),N(t,u)) = (0,N(t,u)) = 0, (logo, ndo precisamos calcular o coeficiente e da
2% Forma Fundamental)

w 2 w 2
i) = ), Ve ) = T — o = EEE,

[1X (1, 1) AXu (1) | > = (A2 (0) +u?)[|w' (1) || = EG — F?(t,u).

Portanto,
2 REIWOIR 2
_eg—f B A2(t) +u? B A4(2)
K= ge—p " = wneiwor ~ wo+er =" ©

Para finalizar a demonstragdo, veja que, se a curvatura Gaussiana K for nula em algum ponto
X (to,up), entdo ela serd nula ao longo de toda a geratriz que contém esse ponto. De fato, se
K (to,up) = 0, entdo necessariamente teremos A (zp) = 0. Uma vez fixado 1y € I, obtemos a geratriz
Ly, (u) = X (to,u) = B(to) +uw(ty),u € J. Independentemente da varidvel u, X (fy,u) sdo pontos
de L;, com A(tp) = 0, ou seja, todos os pontos dessa geratriz possuem curvatura Gaussiana nula.
Em particular, L, cortard a curva de estric¢do (u = 0) no ponto singular X (79, 0). [

Definicdo 9 Seja X : I x J — R?, definida por X (¢,u) = B(t) + uw(t), uma parametrizacio de
superficie regrada ndo-cilindrica, onde 3 (¢) € sua curva de estric¢ao. A fungdo A = A(¢), definida

por <
B AW (@)
MO = le

, tel, ©)

€ chamada parametro de distribuicdo de X.

4 Interpretacoes geométricas

4.1 Interpretacao geométrica da curva de estriccao

A equacdo

A2(1)

Kitw) =~y e

(10)
nos permite dar uma interpretacdo geométrica para a curva de estric¢do: ela € o lugar geométrico
dos pontos da superficie regrada ndo-clilindrica onde |K(¢,u)|, para cada ¢t € I fixado, assume
seu valor maximo. De fato, pela proposi¢do anterior, sabemos que os pontos de uma geratriz,
exceto possivelmente o ponto central, sdo pontos regulares da superficie. Fixando uma geratriz

L;,, temos que
o An) Y
- )»Z(l()) -+ u? '
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Se A(tp) # 0, a fungdo |K(tp,u)| € uma fun¢do continua sobre a geratriz L;,. Essa fun¢@o assume
valor maximo, quando seu denominador € minimo. E, isso ocorre obrigatoriamente no ponto em
que u = 0, isto é, no ponto central 3(zy) da superficie regrada. Logo, a curva de estric¢do de
uma superficie regrada nao-cilindrica é o lugar geométrico dos pontos onde as fung¢des |K(z,u)|
assumem seus valores maximos.

Considerando os pontos sobre uma geratriz L;, que sdo simétricos em rela¢do ao ponto central
B (1), isto €, os pontos X (fy, —u) e X (fo,u),u # 0, temos que:

K(to,u) = — 21(1‘0) NV EREEY) Alto) N = K(ty, —u),
(A2(10) +u?) (A2(10) + (—u)?)

ou seja, a curvatura Gaussiana K de uma superficie regrada ndo-cilindrica, assume os mesmos
valores em pontos sobre uma geratriz fixada que sao simétricos em relacdo ao ponto central (isso
justifica o adjetivo central para os pontos da curva de estric¢ao).

Exemplos:

(1) Vimos que a curva de estric¢@io do hiperboloide de uma folha X (s,v) = (cos(s) —vsen(s),sen(s) +
veos(s),v), (s,v) € (0—&,2mr+¢€) x R, & > 0, é a circunferéncia unitaria S!. Considere a geratriz

x(Z) - V2 V2 V2 V2

L 1" 7 Vo TV

n = 1%
4 ’ )

[\9)

eospontos X (%,1) = (0,v2,1)e X(Z,—1) = (v/2,0,—1), pertencentes a essa geratriz e simétricos

em relacdo ao ponto central X (

Figura 12: Pontos simétricos da geratriz Lz

Calculando a funcdo parametro de distribuicao de X, obtemos:

re) = BO AW 1

w7
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para todo s € (0 —€,2wr +¢),€ > 0. Vimos também que as singularidades de uma superficie
regrada ndo-cilindrica estdo sobre a curva de estriccao e elas ocorrem se, e somente se, A (s) = 0.
Como A = 1, concluimos que o hiperboloide de uma folha ndo possui pontos singulares. A
curvatura Gaussiana em pontos regulares € dada por:

B A% (s) -1
o) = = e ~ T

Assim, nos pontos considerados acima, temos:

K(£,1> :—1:1((5,—1).
4 4 4

(2) Calculando a fungdo pardmetro de distribuicdo do guarda-chuva de Whitney, obtemos:

2oy — (B0 Awlo). W) 2

W @)]? (1+2)[w (@)]]>

Dai, A(t) = 0 se, e somente se, t = 0, ou seja, o Gnico ponto singular do guarda-chuva de Whitney
esta em (0,0,0).

4.2 Interpretacio geométrica para a funcao parametro de distribuicao

Vamos mostrar que, se X € uma superficie regrada nao-cilindrica regular e 6 € o angulo que o
vetor normal em um ponto de uma geratriz faz com o vetor normal no ponto central desta geratriz,
entdo a tg(0) é proporcional a distincia entre estes dois pontos, e o coeficiente de proporcionali-
dade € o inverso do pardmetro de distribui¢do A.

De fato, temos que o vetor normal unitdrio a superficie regrada néo-cilindrica X (r,u) = B (¢) +
uw(t), sendo B a curva de estricgdo, ||w(z)|| =1 e w/(¢) #0, Vt € I, é dado por:

X (t,u) NX,(t,u) _ AW (2) +uw (£) Aw(r)
1% () AXu(t )l /A2 () + 02w (1)

Como estamos supondo X regular, em cima da curva de estric¢do (« = 0) devemos ter A () # 0.
Logo, para os pontos centrais da superficie, temos

W0AG)
N0 = 20w ol

N(t,u) =

Se 6 ¢ o angulo formado por N(z,u) e N(¢,0), temos que:

NEwNED) )
s = el vGo NN = s
n(e) — INCOANGON

INGOIINGO - VRO Te

uma vez que (d AV) Aw = (i, w)V — (V,w)ii. Logo,
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como queriamos.

5 Superficies regradas desenvolviveis
Consideremos uma superficie regrada arbitraria (ndo necessariamente nio-cilindrica)
X(t,v) =o(t) +vw(t),

gerada pela familia {a(t),w(t)}, com ||w(¢)|| = 1. Dizemos que essa superficie é desenvolvivel
quando (w(t),w'(t), & (t)) 0, para todo ¢, onde (w(z),w(t), o (¢)) denota o produto misto dos

vetores w(t),w'(¢) e &' (t), isto é, (w(t),w' (1), ' (¢)) = (w(t) AW (2), Oc’(t)>.
O préximo resultado nos dd uma interpretagdo geométrica para (w,w’, a’) = 0.

Proposicao 10 Se uma superficie regrada € desenvolvivel, entdo sua curvatura Gaussiana € iden-
ticamente nula em pontos regulares.

Demonstracio: Seja X (¢,v) = ot(t) +vw(¢) uma superficie regrada desenvolvivel, ou seja, (w,w', /') =
0. Nos pontos regulares de X, temos que:

X (t,v) o' (1) +vw' (1)
X(t,v) = w(t)
X (t,V)AX(t,v) = o (t) Aw(t) +vn/ (1) Aw(t)
X (t,v) = a"(t)+w' (1)
X(1,v) = 0
Xy (t,v) w(t)
N(ty) — X (t,v) ANX,(t,v)

[1X:(2,v) AX (1, 0)||
Logo,
g(t,v) = (X (t,v),N(t,v)) = <6,N(Z,V)> =0,

f(l7v) = <Xtv(t7v)7N<t7v)>
<w’(t) "(£) Aw(t) +wvw/ (1) Aw(t) >
LX) AX (8, 0)]]
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- 1 o/ (1), o () A (1)

[1X: (2, v) A X (2,v)]|

1 , /
= DA Al (a'(t) Aw(t),w' (1))
1 , /
- HX,(t,v)/\Xv(t,V)\|<a (#),w(t),w' (1))
1 / o
~ XA \(W(f)»wg),a (1)) =0
Portanto, temos que: 2
K(t,v) = %(l,v) =0,
como queriamos. L

Os exemplos mais simples de superficies regradas desenvolviveis sdo o plano, os cilindros
circulares e os cones. Outra propriedade interessante das superficies regradas desenvolviveis é
dada na proposi¢do a seguir:

Proposicao 11 Se X(z,v) = o(t) + vw(t) é uma superficie regrada desenvolvivel, entdo o plano
tangente a essa superficie € constante ao longo dos pontos regulares de uma geratriz fixada.

Demonstracdo: Vamos mostrar que, em pontos regulares, o vetor normal N(z,v) do plano tan-
gente a superficie desenvolvivel dada nao depende de v. Assim, o plano tangente serd constante
ao longo (dos pontos regulares) de uma geratriz fixada. Em pontos regulares, temos que:

X (t,v) o (1) +vw' (1)
X,(t,v) = w(t)
X (t,V)AX(t,v) = a'(t) AW (t) +vw/ (1) Aw(t)
Nitw) = X (2,v) A X (2,v) _ o' (1) AW (1) +vw! () Aw(r)
’ [1X:(2,v) A X (2,v) ] |1 (2,v) A X (2,v)]
Ny(t,v) = ! w () Aw(t).

[1X: (2,v) A X (2,v)]
Agora, veja que:

N 00)X00)) = s [O00) Ale). @) (0 () A(e). (0]

= 0,

pois, (W (1) Aw(t),0/(t)) = (w(t) AW (t),a/(t)) = 0 (defini¢do de superficie desenvolvivel) e
(W (t) Aw(t),w'(r)) = 0 (propriedade de produto vetorial). E, analogamente,
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1
[1X:(2,v) A X (1, V)

(Ny(t,v),X,(t,v)) = W (@) Aw(t),a (1)) =0.
Assim, N, (1,v) LX;(z,v) e N,(¢,v) LX,(t,v). Dai, segue que N, (t,v) é paralelo a X;(t,v) A X, (t,v),
ou seja,

No(t,v) [/ N(t,v). (1)

Por outro lado, como ||N(z,v)|| = 1, temos que ||N(¢,v)||> = (N(¢,v),N(t,v)) = 1. Derivando
essa expressao em relagdo a v, obtemos:

2N(1,9),N(t,0)) =0 = (Ny(t,v),N(t,v)) = 0. (12)

Logo, de (11) e (12), temos que N, = 0. Portanto, N(¢,v) ndo depende de v e, consequentemente,
fixada uma geratriz L, temos que N(fo,v) é constante ao longo de Ly, e, assim, o plano tangente
a superficie desenvolvivel é constante ao longo dessa geratriz.
|
Antes de darmos o préximo exemplo, vamos precisar da seguinte defini¢do:

Definicao 12 Seja p um ponto em uma superficie regular S. Uma direcdo assintética de S em p
€ uma dire¢do de 7, para a qual a curvatura normal € zero. Uma curva assintdtica de S € uma
curva conexa e regular C C § tal que para cada p € C, a reta tangente a C em p € uma dire¢ao
assintotica.

Exemplo: Seja S uma superficie regular e o(s) uma curva em S parametrizada pelo comprimento
de arco. Suponhamos que @ ndo é tangente a uma dire¢do assintética, isto é, @/(s) ndo é uma
direcdo assintdtica e, portanto,

fas) = 11/(e/(5)) = —(dN(@/ (5)), & (s)) #0.
Assim, dN (o' (s)) = N'(s) # 0. A superficie regrada parametrizada por

X(s,v) = a(s) + VT L (s,v) eIx, (13)

onde N(s) é o vetor normal unitdrio de S restrito a curva o(s), é chamada envoltéria da familia
de planos tangentes a S ao longo de a(s).

Vamos mostrar que X € desenvolvivel, que é regular em uma vizinhanca de v =0 e que
¢ tangente a S ao longo de v = 0. Além disso, daremos uma interpretacdo geométrica dessa
superficie regrada.

Mostremos que a superficie dada em (13) € uma superficie regrada desenvolvivel. De fato,
N(s)AN'(s)

temos que X é gerada pela familia a(s) e w(s) = NG
s

. Dai, para todo s em I, tem-se que:
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(w(5) W (). @ (5) = (w(s) AW (5),0())
N(s)AN'(s) N(s)AN'(s)\"
< v o >’“(S)>
1

= W<(N(s) AN (s),N"(s))N(s), a,(s)> _o,

uma vez que N(s) é unitdrio e (# AV) Aw = (id,w)V — (V,w)id. Portanto, X é uma superficie
regrada desenvolvivel.

Provaremos agora que X € regular em uma vizinhanca de v = 0 e é tangente a S ao longo de
o(s). De fato, em v = 0, temos

Xo(5,0) A X, (5,0) = o(s) A(%)

e g MO NG
- WO = e

onde k,(s) € a curvatura normal de a(s). Portanto, como k,(s) € ndo nula, temos que X é regular
numa vizinhanca de v = 0, e como
N(s)
X;(5,0) AXy(5,0) = —kp(s)———, Vs€EI,
’ ' N (s

segue que o vetor normal unitdrio de X em X (s,0) é paralelo a N(s), ou seja, X é tangente a S ao
longo de v = 0, como queriamos.

Por fim, vamos obter uma interpretacao geométrica para X. Para isso, considere a familia
{T4(5)S} de planos tangentes a superficie S ao longo da curva a(s). Se As € pequeno, dois planos
To(5)S € Ty (5)1+asS da familia intersectam-se ao longo de uma reta paralela ao vetor

N(s) AN(s+ As)

As

Figura 13: Interseccdo de planos tangentes ao longo de o
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Se fizermos As tender a zero, esta reta se aproxima de uma posicao limite paralela ao vetor

lim N(s) AN(s+ As) — lim N(s) A (N(s+As) — N(s))

=N(s) AN'(s).
As—>s As As—>s As (S) A (S)

Intuitivamente, isto significa que as geratrizes de X sdo as posi¢Oes limites da intersec¢dao de
planos vizinhos da familia {Ta(s)S }. Isto justifica também o nome que atribuimos a superficie
regrada desenvolvivel X.

Como exemplos, temos que, se ¢(s) é uma parametrizagio de um paralelo da esfera S?, entiio
a envoltéria de planos tangentes de S? ao longo de a(s) é um cilindro, se o paralelo for o equador,
ou um cone, se o paralelo nio for um equador.

paralelo
equador diferente do
= \ equador

=

Figura 14: Envoltéria de planos tangentes a uma esfera ao longo de um paralelo

5.1 Classificacao Parcial das Superficies Desenvolviveis

Vamos provar um Teorema de Classificacdo Parcial para as superficies regradas desenvolviveis,
no qual fazemos o estudo de dois casos distintos (sem exaurir as possibilidades).

Teorema 13 Seja X (¢,v) = a(t) +vw(z),(t,v) € I x J, uma superficie regrada desenvolvivel ge-
rada pela familia {a(t),w(t)}, com ||w(f)|| =1,V € 1.

(a) Sew' =0, entdo a superficie regrada é um cilindro generalizado.

(b) Se w/(t) nunca se anula, isto é, se X é ndo-cilindrica, podemos considerar sua curva de
estricgdo B e temos:

(b.1) Se B/(r) #0, paratodo 7 € I, entdo X é a superficie tangente de sua curva de estricgdo.
(b.2) Se B'(t) =0, para todo ¢ € I, entdo X é um cone generalizado.

Demonstracio: (a) Como w’' = 0, entdo w(t) é vetor constante para todo t em I. Assim, X &
gerada pela familia {(7),w() }, com w(z) constante, ou seja, X é um cilindro generalizado.
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(b.1) Como X é desenvolvivel, temos que (B'(¢),w(t),w'(t)) =0,V ¢ € I (uma vez que o pardimetro
de distribui¢do de X independe da escolha da diretriz) e, por hipétese, temos que f'(r) # 0, para
todo z € I. Assim, o produto misto de B'(¢),w(t) e w'(¢) é identicamente nulo, sem que nenhum
dos vetores envolvidos seja o vetor nulo. Logo, pelo menos um dos vetores do produto misto
deve ser proporcional a outro envolvido. Como (B'(¢),w'(¢)) = 0, segue que B'(r) e w'(¢) ndo
sdo proporcionais, bem como w(t) e w'(r) (pois, (w(r),w'(¢)) = 0). Portanto, temos que w(r)
é paralelo a (), ou seja, a superficie regrada é a superficie tangente da curva de estric¢do f3,
visto que podemos considerar uma reparametrizacao para X, tendo como diretriz a sua curva de
estric¢ao.

Observe que, neste caso, o lugar geométrico dos pontos singulares da superficie regrada é
exatamente sua curva de estric¢ao. De fato, vimos que a funcdo parametro de distribui¢ao de X €

dada por
_ (B'(@),w(t),w'(1))
M=o
Como X € desenvolvivel, temos que (B'(¢),w(r),w'(¢)) =0,V € I. Logo,
_ (B'(@),w(2),w'(1))
M= e

Portanto, a curva de estric¢do € o lugar geométrico dos pontos singulares da superficie desen-
volvivel, como queriamos.

=0, paratodot € I. (14)

(b.2) Se B/(1) = 0, para todo ¢ € I, entdo a curva de estriccdo é um ponto e assim, X (f,u) =
p+uw(t),isto é, X é um cone generalizado. [ |

Observacoes:

(i) Novamente, ressaltamos que o Teorema acima ndo exauri, de modo algum, todas as pos-
siblidades de classificacdo para as superficies regradas desenvolviveis. Se os zeros das
funcdes B e w apresentarem pontos de acumulagdo, entdo as superficies regradas desen-
volviveis dadas por esta familia, podem ser mais complicadas. Em qualquer um dos casos,
longe dos pontos de acumulacao dos zeros das fungdes envolvidas, uma superficie regrada
desenvolvivel é uma unido de pedagos de cilindros, cones e superficies tangentes. Uma
prova deste fato pode ser encontrada em [1], pagina 185. Toda superficie regrada desen-
volvivel possui uma parametrizagdo para suas geratrizes dada por (u,v) — X (u,v), a qual
pode ser subdividida em »n intervalos suficientemente pequenos de modo que cada parte da
superficie correspondente a cada subintervalo € um subconjunto de uma das formas: um
plano, um cilindro, um cone ou uma superficie tangente.

(ii) O estudo de superficies regradas é um assunto classico em Geometria Diferencial [2, 3, 4].
O interesse pelo tema tem reaparecido atualmente em diferentes areas, como Geometria
Diferencial Projetiva [5], Computacao Gréfica [6] e Desenho Industrial [7].
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(iif) Vimos que, em geral, as superficies regradas possuem singularidades. Existem vdrios re-
sultados interessantes envolvendo as mesmas. Um estudo desse tipo é mais avangado e
estd além dos propdsitos desse trabalho. No entanto, resultados dessa natureza podem ser
encontrados, por exemplo, em [8]. Dentre os varios resultados, o autor, mostra que embora
o conjunto das superficies regradas seja um subconjunto pequeno no espago C=*(R?, R?) de
todas as superficies parametrizadas, as singularidades genéricas que ocorrem no conjunto
das superficies regradas sdo as mesmas que ocorrem no conjunto todo e que a Unica sin-
gularidade genérica que ocorre no conjunto dos germes das superficies é o guarda-chuva
de Whitney. Além disso, o autor faz uma comparacdo do comportamento genérico das
singularidades das superficies regradas com as singularidades genéricas da subclasse das
superficies desenvolviveis.
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