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Um caso particular do problema de Apolonio, os
teoremas de Stewart e de Heron e a demonstracao
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Resumo

Apresentamos neste trabalho o Teorema de Stewart e sua demonstracao, empre-
gando-o para demonstrar outros teoremas e solucionar problemas aplicados. Obje-
tivamos dessa maneira enfatizar a importancia da demonstracao nas aulas de ma-
tematica do ensino médio e também como a aplicacao de um teorema relativamente
simples pode simplificar a solucao de um problema mais elaborado.

Palavras Chave: Teorema de Stewart, Teorema de Heron, cevianas, arbelos, um
caso particular do problema de Apolonio.

Abstract. We present Stewart’s theorem and its demonstration and we employ
this theorem to demonstrate other theorems, as well as to solve applied problems.
The objective is to emphasize the importance of demonstration in high school math
classes even as the application of a relatively simple theorem can simplify the solu-
tion of a more elaborate problem.

Keywords. Stewart’s theorem, Heron’s theorem, cevians, arbelos, a specific case
of Appolonius problem.

1 Introducao

Os alunos do ensino médio brasileiro geralmente nao conhecem teoremas, nao sa-
bem demonstrar e tém dificuldades para solucionar problemas aplicados utilizando
conhecimentos matematicos previamente assimilados. Para exemplificar, citamos o
trabalho de Oliveira [10], que aplicou uma atividade centrada no Teorema de Stewart
a alunos do segundo ano do ensino médio publico, constatando que esses estudantes,
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mesmo ja tendo estudado relacdes métricas e trigonométricas em triangulos quais-
quer, nao foram capazes de empregar a Lei dos Cossenos [4, 6] para solucionar os

problemas propostos.
Um dos problemas dessa atividade é o problema das quatro circunferéncias tan-
gentes, um caso particular do problema de Apolonio [1, 2], enunciado a seguir.

Proposigao 1 (Caso especifico do problema de Apolonio [4]). Calcular o raio da
circunferéncia de centro E, sabendo-se que o raio da circunferéncia de centro D
mede lem e o raio da circunferéncia de centro C mede 2cm. As trés circunferéncias
sdo tangentes entre si e tangentes a circunferéncia de centro O, como ilustra a
Figura 1.

At

<\

Figura 1: Circunferéncias tangentes de centros C, D, E e O.

Oliveira [10] esperava que os estudantes solucionassem o problema das quatro
circunferéncias tangentes aplicando a Lei dos Cossenos, como descrevemos a seguir.

Figura 2: Medidas dos raios das quatro circunferéncias tangentes.

Sejam = a medida do raio da circunferéncia de centro FE ilustrada na Figura
2, DOE = a e COF = (. Verificamos facilmente que o raio da circunferéncia de
centro O mede 3cm e que
OFE=0T—-FET=3—x=z
DE =14z =a;

CE=2+z=b;
OD =2 =m;
oC =1=n.
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Aplicando a Lei dos Cossenos aos triangulos ODE e OCE, ilustrados na Figura
2, obtemos, respectivamente,

(1+z)2=3-2)2+22—-2(2)(3 — x)cos () (1.0.1)

e
2+2)2=3-2)24+12-2(1)(3 — z)cos (B). (1.0.2)
Como « e 8 sdao angulos suplementares, cos () = —cos(«). Podemos entao

reescrever as Equagoes (1.0.1) e (1.0.2) como

1+2z4+2%=B—2)*+4—4(3 —x)cos (a) (1.0.3)

444422 =3-2)2+1+2(3—2z)cos (a). (1.0.4)
Calculando a diferenca entre as Equacoes (1.0.3) e (1.0.4), temos que:

—3—-2rx=3-6(3—x)cos(a);
x+3

cos (o) = 3G—a)

(1.0.5)

Substituindo a Equacao (1.0.5) na Equagao (1.0.3), obtemos:

T+3

z+3

8r =12 -4

I

24x = 36 — 4o — 12;

28z = 24;
6
Tr=—.
7

Baseados nas constatagoes de Oliveira [10], redigimos este artigo. Assim, apre-
sentamos nas proximas segoes a demonstracao do Teorema de Stewart e utilizamos
esse teorema para demonstrar o Teorema de Heron e para solucionar problemas
aplicados, como o problema das circunferéncias tangentes e a inscrigao de uma cir-
cunferéncia em uma arbelos.

2 O Teorema de Stewart

Matthew Stewart (1717-1785), matemético escocés, foi aluno de Colin Maclaurin
na Universidade de Edimburgo, assumindo a cadeira deste em 1747. Sua obra
mais conhecida é “Some general theorems of considerable use in the higher parts of
mathematics” [12], cuja contracapa é ilustrada na Figura 3. Nessa obra, Stewart
apresentou na Proposicao II a relagao entre as medidas dos lados de um triangulo e
uma ceviana qualquer, porém nao a demonstrou. Por ter sido apresentada por ele, a
relagao é chamada de Teorema de Stewart. Este teorema foi demonstrado em 1751
por Thomas Simpson (1710-1761), em 1780 por Leonard Euler (1707-1783) e em
1803 por Lazare N. M. Carnot (1753-1823). Stewart foi um estudioso de geometria
que priorizava em seus trabalhos a simplicidade das demonstragoes geométricas [9].
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Figura 3: Contracapa do livro de Matthew Stewart [9].

Teorema 2 (Teorema de Stewart [4, 6, 7, 10, 11, 12]). Dados um triangulo ABC
e um ponto D do lado AB, vale a relacdo

a’n+ b*m — d*c = emn,

onde a, b e ¢ sao as medidas dos lados, d € a ceviana CD e m en sdo os segmentos
determinados pela ceviana CD no lado AB.

Demonstragdo. Sejam B um angulo agudo e k a projecao da ceviana! C'D sobre o
lado AB do tridangulo ABC', como ilustrado na Figura 4. No triangulo BC'D, valem

as relacoes
a® = (m —k)* + h? (2.0.6)

d? = h* + k% (2.0.7)

Figura 4: Triangulo ABC e a ceviana C'D.

Comparando as Equagoes (2.0.6) e (2.0.7), concluimos que

a> mP+d 2mk. — (2.0.8)

ICeviana é o segmento de reta que tem por extremos um vértice de um tridngulo e um
ponto do lado oposto a esse vértice.
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Procedimento andlogo permite concluirmos que no tridangulo AC'D vale a relagao
b? =n? + d* + 2nk. (2.0.9)

Multiplicando a Equagao (2.0.8) por n e a Equacao (2.0.9) por m, obtemos

a’n = m?n + d*n — 2mnk (2.0.10)
e
b*m = mn® + d*m + 2mnk. (2.0.11)
Somando as Equacoes (2.0.10) e (2.0.11), temos que
a’n + b*m = mn(m +n) + d*(m + n). (2.0.12)
Como m + n = ¢, podemos reescrever a Equagao (2.0.12) como
a?n +b*m = cmn + dc
ou

a’n + b*m — d*c = emn.

A demonstracao quando o angulo B é reto ou obutso é andloga a esta.

3 O Teorema de Heron

Teorema 3 (Teorema de Heron [3, 4, 6, 7, 10, 11]). A drea S de um triangulo ABC
qualquer € dada por

Sapc = /p(p —a)(p—b)(p—c),

a+b+c
sendo p = % o semiperimetro do triangulo e a, b e ¢ as medidas dos lados.

Figura 5: Triangulo ABC e a altura h,.

Demonstracao. Seja o triangulo ABC de base ¢ e altura h., ilustrado na Figura 5.
Aplicando o Teorema de Pitdgoras aos triangulos BHC' e AHC, obtemos, respecti-
vamente,

a® = 2% + h? (3.0.13)

v =y + hZ. (3.0.14)
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Calculando a diferenga entre as Equagoes (3.0.13) e (3.0.14), temos que

> - =2>—y’=(z+y)(z—y). (3.0.15)
Como z + y = ¢, entao
y=c—z. (3.0.16)
Substituindo a Equagao (3.0.16) na Equagao (3.0.15), obtemos
a? — b + 2
= 3.0.17

Substituindo a Equagao (3.0.17) na Equagao (3.0.16), temos que

—a? + b2 + 2
=" 3.0.18
y 5 ( )
Aplicando o Teorema de Stewart ao triangulo ABC', obtemos
a’y + bz — hic = cay. (3.0.19)

Substituindo as Equacgoes (3.0.17) e (3.0.18) na Equacao (3.0.19), temos que:

—al 2+ a2 -+, -+ a2+
a——F—+b"—F—— —hic=c ;

2c 2c 2c 2c

—2a® + 40?0 + 2a2c — 20 + 20%°c — 4h2c? = —at — bt + & + 24707

4h2c® = —a* — bt — ¢t + 2a%0% 4 20 % + 2072 (3.0.20)
Somando e subtraindo 2a?c? ao lado direito da Equacdo (3.0.20), obtemos:
4h2c? = 4a?c? — (a4 + b1+ ¢t — 2a20% + 2a%* — 2b202) ;
4h2c* = 4a*c® — [(a* + 2a°¢* + ¢*) — 2b* (a® + %) + b7];
4h2e? = 4a?c? — [(a2 + 02)2 —2(a®+ )b + b4] ;

Ah2c% = 4a2c? — (a + 2 b2)2,

4n2c® = [2ac + (a® + ¢ = b?)] [2ac — (a® + & — b7)] ;

4hlc® = [(a® + 2ac + ¢*) — b%] [~ (a® — 2ac + ¢*) + b*] ;

4hic? = [a—I—c ][ —(a— )}

4h2c* = (a+c+b)(a+c—b)(b+a—c)(b—a+c). (3.0.21)

O perimetro do triangulo ABC é dado por 2p = a + b+ ¢. Logo:

a+c—b=a+b+c—2b=2p—2b=2(p—b); (3.0.22)
b+a—c=a+b+c—2c=2p—2c=2(p—c); (3.0.23)
b—a+c=a+b+c—2a=2p—2a=2(p—a). (3.0.24)

Substituindo as igualdades (3.0.22), (3.0.23) e (3.0.24) na Equacao (3.0.21), te-
mos que:

4hgc® = 2p2(p — b)2(p — €)2(p — a);
4

hi = 5p(p —a)(p—b)p - c);
he=V/plp— Yo~ D)p ). (3.0.25)
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Como a drea S do triangulo ABC pode ser calculada pelo semiproduto de um
lado pela altura relativa a esse lado, temos que

1
Sapc = ghe. (3.0.26)

Substituindo a Equacao (3.0.25) em (3.0.26), obtemos:

Sapc = %C%\/p(p —a)(p—b)(p—o);
Sapc = /p(p—a)(p—b)(p—c).

4 Aplicacoes

4.1 O problema das circunferéncias tangentes

Aplicando o Teorema de Stewart ao triangulo CDE com ceviana FQO, ilustrados
na Figura 2, obtemos:

a’n +b*m — 2%c = emn;

(1+2)%(1) + (2+2)°(2) — B—2)*(3) = 3(2)(1);
1+ 2z + 2% + 8+ 8z + 222 — 27 + 18z — 322 = 6;

281 = 24;
x—§
==

E possivel constatarmos aqui como a aplicagao do Teorema de Stewart simplifica
a solucao do problema.

4.2 Demonstracao de outros teoremas

Empregamos agora o Teorema de Stewart para demonstrar os Teoremas 4 e 5,
propostos em [11].

Teorema 4 (Diagonais do paralelogramo). A soma dos quadrados das medidas dos
lados de um paralelogramo € igual a soma dos quadrados das medidas das diagonais.

Figura 6: Paralelogramo M NOP e as diagonais MO e NP.

NOS, R. L.; SAITO, O. H.; OLIVEIRA, C. A. M. Um caso particular do problema de Apolonio, os teoremas de Stewart e de Heron ea
demonstracgo nas aulas de matemética. C.Q.D. - Revista Eletronica Paulista de M atemaética, Bauru, v. 6, p. 48-59, jul. 2016.
DOI: 10.21167/cqdvol 6201623169664rInohscamo4859 - Disponivel em: http://www2.fc.unesp.br/revistacqd/index.jsp



21

Demonstragao. Sejam o paralelogramo M NOP, ilustrado na Figura 6, de lados
MP =NO =ae MN = OP =0b, MO = dy e NP = dy as diagonais do para-

d d
lelogramo MNOP e MC = CO = 51 e NC=CP= 32 Aplicando o Teorema de

Stewart aos triangulos MOP e M N P, obtemos, respectivamente,

d d da\? di d
20 pedt <2> dy— B
2 2

a

te = (4.2.1)

pr_a s (4.2.2)

Somando as Equacoes (4.2.1) e (4.2.2), temos que:

@ G At At d
2 "2 4 4 447
2 (a® +0%) = di® + do*.

O

Teorema 5 (Quadriseccao da hipotenusa). Em um triangulo retangulo, a soma
dos quadrados das medidas das distancias do vértice do angulo reto aos pontos de

7
quadriseccao da hipotenusa € igual a 3 do quadrado da medida da hipotenusa.

T
T,

T3

A C

Figura 7: Triangulo ABC' e as cevianas ATy, AT, e ATj.

Demonstragdo. Sejam o triangulo ABC, retangulo em A e de lados BC = a, AC =b
e AB = ¢, ilustrado na Figura 7; Ty, T> e T3 os pontos que dividem a hipotenusa
BC em quatro partes iguais, ou seja, BTy = T1T> = 1515 = T5C = %; ATy = dy,
ATy = dy e AT3 = dg as distancias do vértice A aos pontos de quadriseccao da
hipotenusa. Aplicando o Teorema de Stewart ao triangulo ABC' para as cevianas
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ATy, ATy e AT3, obtemos, respectivamente,

3a a a3a
290 | 20 Lo G094
1 +0b 1 di“a @y
3¢ b2 3a?
2= 4.2.
R T (4.2.3)
Y 9 aa
—+b°= —dy*a=a==
c 5 + 5 2°a a22,
v 5 a?
T = — 4.2.4
gty =g (4.2.4)
e
00 930 9 3aa
—+b"— —ds‘a=a—-
c 1 + 1 3°a=a I
3 5 3a®
R = . 4.2.
R N T? (4.2:5)
Somando as Equagoes (4.2.3), (4.2.4) e (4.2.5), temos que:
2 2 2 32, 2y 9 o
di1” 4+ do* + d3 :§(b +C)—§a. (4.2.6)
Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao triangulo ABC', obtemos
b2+ = a’ (4.2.7)
Substituindo a Equacao (4.2.7) em (4.2.6), concluimos que
7
d12 -+ d22 + d32 = §a2. (4.2.8)
O

Demonstragoes de outros resultados geométricos empregando o Teorema de Stewart
podem ser encontradas em Nés, Saito e Oliveira [8] e Posamentier e Salkind [11].

4.3 Arbelos

Arbelos, do grego “faca de sapateiro”, é uma regiao plana delimitada por trés
semicircunferéncias de raios r1, ry e r1 + ro, respectivamente, como ilustra a Figura
8 [8]. Acredita-se que Arquimedes tenha sido o primeiro a estudar as propriedades
matematicas da arbelos na obra Book of Lemmas. Uma dessas propriedades é a
equivaléncia (mesma &drea) da arbelos e do circulo tracejado de didmetro AB na
Figura 8.

Figura 8: Arbelos de raios r1, ro € r1 + ro.
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Proposigao 6. Relacionar os raios r1, 19 € r1 +1ro de wma arbelos com o raio r da
circunferéncia inscrita.

Seja o triangulo ABC' cujos vértices sao os centros das semicircunferéncias de
raios 71 e 9 e da circunferéncia inscrita, de raio r, como na Figura 9. Verificamos
facilmente que o triangulo ABC tem lados de medidas r+1r1, r+179 e 11 +r2. Sendo
D o centro da semicircunferéncia de raio r1 + 79, temos que BD = ry, DC =11 e
AD = ry+ry—r. Aplicando o Teorema de Stewart no triangulo ABC' considerando
a ceviana AD, chegamos a

(r+71)° (r1) + (r+72)* (r2) — (r1 + 72 —7)> (11 +1r2) = 172 (r1 +12) . (4.3.1)

Figura 9: Circunferéncia de raio r inscrita em uma arbelos de raios rq, ro € r1 + ro.

Desenvolvendo algebricamente a igualdade (4.3.1), obtemos:

4rrire + 47“7“% + 47“7“% — 37’%7“2 — 37’17“% =riry (r1 +712);

4r (7"17"2 + 7+ r%) —3rire (r1 +12) = rira (r1 +72) ;
ar (rirg + r? + r%) =drire (11 + 1r2) ;

_ r179 (Tl + TQ)

. 4.3.2
r2 4+ +rirg ( )

Proposicao 7. Relacionar a distancia h do centro da circunferéncia inscrita ao
diametro da circunferéncia de raio r1 4+ r2 com o raio v da circunferéncia inscrita
na arbelos.

A area S do triangulo ABC' é dada por
1
SA = §h (7“1 + 7“2) . (4.3.3)

Aplicando o Teorema de Heron a esse triangulo, temos que

Sa = /(r+ri+r2)rrirs. (4.3.4)
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Substituindo a Equacao (4.3.2) em (4.3.4), obtemos:

riro (ry + 17 rire (r1 +1r
SA:\/(lz(l 2)+r1+r2)12(1 2>7"1r2;

r% + r% +7riro 7“% + r% +7r1ro

1723

Sp = (7“1 + 7“2) (T‘% + 2rirg + r%) 179 (7’1 + 7-2)
7"% + 7"% +1r17r9 r% + r% —+ 1r17ro

r1T;

Sp = (r1 +72) (11 +72)% 7172 (11 + 772)
r24+r3+rire ri4ri+rirg
(r1 + 7‘2)2 179

SA = .
T%+T%+T1T2

(4.3.5)

Igualando as Equagoes (4.3.3) e (4.3.5) e empregando a Equagao (4.3.2), con-
cluimos que:

(r14+7r2)rire
7"% + 7“% + r1ro '
h = 2r.

h=2

5 Conclusao

A solucao do problema das quatro circunferéncias tangentes, assim como a
relagao entre os raios das semicircunferéncias que definem uma arbelos com o raio
da circunferéncia inscrita, foi simplificada com o uso do Teorema de Stewart, o qual
também permitiu demonstrar outros teoremas, como o Teorema de Heron. Res-
saltamos neste artigo a demonstracao de teoremas [5] com o intuito de incentivar
os professores de matematica do ensino médio a incorporar efetivamente a demons-
tracao no processo ensino-aprendizagem e também a usar os teoremas demonstrados
na solucao de problemas aplicados.
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