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Comparando exponenciais aninhadas envolvendo
alternadamente os niimeros ¢ e 7

Comparing nested exponentials involving alternately the
numbers e and 7

Resumo

Um interessante problema que surge em Calculo € verificar qual
dos ndmeros é maior, ¢ ou e®. A resposta a essa questio €
simples e estd apresentada uma prova no Teorema 1. Inspirados
pelo problema acima, nos questionamos 0 que ocorre se resol-
vermos aumentar alternadamente tais poténcias, ou seja, se qui-
sermos comparar, por exemplo, os ndmeros ¢ e ™, qual deles
serd maior? E assim por diante. Curiosamente, notaremos que
as desigualdades obtidas nestas comparagdes nao serdo todas no
mesmo sentido, ou seja, a relacdo de ordem vai alternando, con-
forme evoluirmos nas exponenciais aninhadas alternadas envol-
vendo 0s nimeros e € 7.

Palavras-chave: Cilculo Diferencial. Exponenciais aninhadas.
Numeros 7 e e. Numeros algébricos e transcedentes.

Abstract

An interesting problem that surges in Calculus is to check which
of the numbers is the larger, ¢ or ¢™. The answer to this question
is very simple and is shown in Theorem 1. Inspired by the above
problem, we wonder what happens if we resolve alternately to
increase such exponentials, that is, if we want to compare, for
example, the numbers 7¢" and e”g, which one will be larger? And
so on. Interestingly, we will note that the inequalities obtained
in these comparisons will not all be in the same sense, that is,
the order relation will alternate as we evolve in alternating nested
exponentials involving the numbers e and 7.
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7 and e. Algebraic and transcendental numbers.
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1 Introducao

As constantes matemadticas 7 e e ocorrem com muita frequéncia em Calculo. O nimero de
Euler e € dado pelo limite [1, p. 200]

e = lim(1 +x)7,

x—0

e também pela série [2, p. 43]

O numero de Euler também € usado como uma importante base de logaritmos e aparece em pro-
blemas envolvendo taxas de crescimento e decrescimento em equagdes diferenciais ordindrias,
além de intimeras outras aplica¢des no Célculo e demais dreas do Conhecimento.

Ja o nimero 7, definido como a razdo entre o comprimento e o didmetro de uma circun-
feréncia, corresponde a uma das constantes mais importantes da matematica. Mesmo sendo
extremamente simples a sua definicdo, sua natureza somente ficou completamente estabelecida
no século XIX, e mesmo hoje algumas questdes sobre este nimero ainda continuam sem resposta
[3, p. 62].

Em [4] e [5] sdo apresentadas vérias relagdes interessantes envolvendo os nimeros 7 € e.

Chamaremos de exponencial aninhada de altura n a seguinte torre de poténcias

A.un ‘.an
» »
a®” =(a)®"

onde a@; >0, parai=1,2,...,n.

Neste artigo efetuamos um estudo sobre exponenciais aninhadas de altura n formadas por
combinacdes alternadas dos numeros reais 7 € e.

T
. . . . ¢
Assim, por exemplo, vamos considerar a exponencial aninhada de altura 5: ¢

Em particular, ja sdo conhecidos alguns fatos curiosos a respeito dos nimeros 7¢ e ¢”, ou
seja, das exponenciais aninhadas de altura2 de teeedeee 7.

Lembramos que um niimero real ou complexo « € dito ser algébrico se existir um polindmio
ndo nulo p(x) com coeficientes racionais tal que p(c) = 0 e ¢ dito transcedente quando nao for
algébrico [6, p. 139]. Em [7] temos uma prova para a transcedéncia de e (Theorem 1.2, p. 4) e
uma prova para a transcedéncia de 7 (Theorem 1.3, p. 5).

Em 1934 Alexandr Gelfond provou a conjectura de Hilbert, conhecida hoje por Teorema de
Gelfond, que estabelece que P & um niimero transcedente se o for algébrico e for diferente de
zero e de 1, e P for algébrico e ndo racional. [8, p. 562]. Dessa forma, Gelfond provou que o
numero e” é transcedente, pois pode ser escrito como [6, p. 168]

T = (ein')—i — (_1)—1"
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No entanto, ainda ndo se sabe se £¢ ¢ um nimero algébrico ou transcedente [3, p. 59].

Archibald [4, p. 120] cita que os valores aproximados de ¢” e m¢ foram determinados pela
primeira vez em 1920 por E. Chanzy, encontrando

e’ =23,1406926327787..., e m°=22,4591577183...

Chanzy ja nos fornece, portanto, a resposta de que ¢ < e”. O que fizemos foi apresentar uma
resposta analitica para tal questdo, muito embora possa ser encontrada uma prova, por exemplo,
em [9]. A grande novidade neste trabalho, no entanto, foi procurar responder se tal relagdo
de ordem continuaria ou nao ao prosseguirmos alternadamente uma exponencia¢do aninhada
envolvendo os nimeros 7 € e. Concluiremos que a relagdo de ordem dessas exponenciagdes ird
alternar.

2 Qual dos nimeros é maior, 7¢ ou ¢"?

Nesta sec@o encerramos um resultado simples, porém importante, que norteard o desenvolvi-
mento do artigo.

Teorema 1 7¢ < ™.
Demonstracao. Defina a fungdo f: R — R por f(x) = " —x.
Assim, temos que a funcdo derivada ' : R — R é dada por
fl(x)=¢"—1.
E facil ver que f/(x) = e* —1 >0, Vx € (0,400) e f/(0) = 0. Logo, a funcio f & estritamente
crescente em (0, +o0). Disso, segue que, para todo x € (0,4o0), f(x) > f(0) = 1, ou seja, temos
" e —x>1,Vx € (0,40) = €' > 1 +x, Vx € (0,+c0).

. T
Em particular, para x = — — 1 > 0 teremos
e

T T
ee ' >14+5-1,
e

ou seja,

]

>

Q| =
N

e entao
n
ee >T.

Em seguida, elevando a poténcia e em ambos os membros chegamos a desigualdade desejada.
O
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3 Consequéncias do Teorema 1

Nesta secdo apresentamos as primeiras desigualdades de exponenciagdes aninhadas envol-
vendo alternadamente os nimeros 7 e e e sua generalizagdao (Teorema 6). Observamos no
Corolério abaixo que, comparado ao Teorema 1, o resultado ja nos fornece uma desigualdade
contrdria.

s . T
Corolario 2 7¢" > ™.

~ T e . ~ .
Demonstracao. Por absurdo, suponha que 7¢° < ¢® . Como cada um dos niimeros sao maiores
do que 1, usando logaritmos, vamos obter

e

e" - Inw < 7n°-Ilne = w°.

Como In7 > 1, obtemos
e’ <e-Inmw < 7t

ou seja, teriamos e < 7¢, uma contradi¢do com o Teorema 1.

Corolario 3 7° < ™ .
Demonstracao. Primeiramente, mostremos que

In(Inw) <Inm—1. (1)

De fato, como pelo Teorema 1 tem-se que ¢ < e”, aplicando logaritmo natural, vem
In7¢ < Ine”,

e entdo e-Inm < w. Aplicando logaritmo natural novamente, vem

In(e-Inm) < Inm,
e entdo Ine+ In(In ) < In 7w, donde segue In(In7) < Inm — 1, como desejdvamos mostrar.

Isto posto, podemos iniciar a prova do Coroldrio. Como In7w > 1, entdo —Inxw < —1. Multi-
plicando esta desigualdade por e — 1 > 0, vem

—(e®—1)-Inmw < —(e" —1),

e entdo obtemos
e"+Inr—1<e” Inm. (2)

Pelo Teorema 1 e pela desigualdade (1) segue que
e"+Inwt—1>7n°+In(Inx),

e entdo (2) fica
n°+1In(lnw) < e®-Inm,
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€ assim, tem-se
7°+In(In7) < In7¢",

ou seja,

Ine™ +In(In7) < Inz®,

e entao
14 v/
In(e" -In7m) <Inz®,
donde segue que
e T
e’ -Inm< 7w,
ou seja,
e e” "
In7® <7#° =Ine” .
. e P .
Portanto, concluimos 7° < e” , como queriamos mostrar.

Para provar o préximo Coroldrio necessitamos de um Lema bdsico.

Lemad Sel <a<beO<p<gq, entdoal <bi.

Demonstracdo. Sendo 1 < a < b segue que 0 < Ina < Inb, e como 0 < p < g, multiplicando tais
desigualdades adequadamente e usando de propriedades dos logaritmos, obtemos

O0<p-lna<q-Inb= Ina” <Inb? = a? < bi.

O
Corolario 5 ﬂeﬂe > e”eﬂ
Demonstracao. Defina f, g : (0,4o) — (0,4o0), respectivamente, por
P o™
fx)=e" e glx)=n
Assim, de acordo com o Coroldrio 3 temos que
0<gle)=n" <™ =f(m), 3)

Considerando no Lema 4 os valores p = g(e) < f(n) =qgea=e < w = b, segue que a” < b?,
ou seja,
8@ < /(M)

donde segue o resultado.

O proximo resultado estabelece uma generalizacao de nosso estudo.
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Teorema 6 Defina as sequéncias de exponenciais aninhadas (xy) e (yy), respectivamente, por

(xn):(x17x27x37"') e (y}’l):(y17y27y37"')7
onde

/1
x1=nx=n°,x3="n° ,..

T b e
yr=e ,y2=¢€¢ ,y3

I
Y

Entdo, tem-se que

Xop+1 < Yol € Xopi2 > Yont2, para n=0,1,2,3 ...

Demonstracao. A prova € feita por indugdo sobre n.
(1) Quando n = 0 teremos

X1 <y1r € x2 >y,

0 que correspondem, respectivamente, ao Teorema 1 e o Corolario 2. Logo, vale a base da
inducdo.

(i1) Suponha o Teorema valido para um certo indice n = k, isto €, que valem

Xok1 < Vok1 € X242 > Yok42- 4)

Vamos mostrar que vale para n = k+ 1, ou seja, provaremos que

X243 < Y2k+3 © X2kt4 > V2k+4-

Primeiramente, observamos que as sequéncias (x,) e (y,) dadas satisfazem as seguintes pro-
priedades recursivas:

T
X1 = Tce7 yi=e,
e paran =2,3,4,..., valem as relacdes
Xy = n-yn—l e yu= exn—l . (5)

Por absurdo, suponha que x>;+3 > yor43. Entdo, pelas propriedades recursivas acima segue

que
V242 > pN2k+2

Aplicando logaritmo natural, vem

Yok+2 - InT > xpp42,
e, novamente aplicando o logaritmo natural, obtemos
Inysg o +1In(Inm) > Inxogo,
o que, pelas propriedades recursivas, vem,

Ine?+! +In(Inzx) > In g2+
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ou seja,
X2k+1 —|—1n(1n7r) > yop+1-Inm.

Como por hipétese da inducdo vale que yox41 > xpx41, obtemos as desigualdades:

Xopr1+In(Inm) > ypppg - Inmw > x5 41 - Inr,

ou seja, obtemos
Xop+1+1In(Inm) > x4 11 - In7w.

Como In(In7) < Inzw — 1 (veja na prova do Corolario 3), de (6) vem
Xop41 - InTT < xpp 41 —|—ln(lnﬂ.’) < X411 +Inmw—1,

ou seja,
Xok+1 (11’177:— 1) —Int+1<0,

isto &,

ka_H(l —thL') — (1 —ll’lTC) >0, com xppyr1>7m> 1.

Porém, definindo a fun¢do polinomial de primeiro grau f : R — R por
fx)=(1—Inm)x— (1 —Inm),
tem-se que f(x) < 0, para todo x > 1, uma contradi¢do com (7)!

Portanto, segue que
X2k43 < Y2k+3)

(6)

(7)

8)

como queriamos mostrar, provando a primeira desigualdade requerida. Mostremos, agora, a se-

gunda.

Usando (5) e notando que a fun¢do exponencial e* é crescente e que, para cada x > 0 fixado,

e* < m*, obtemos, com a desigualdade (8) acima obtida:
— ex2k+3 < €y2k+3 < ﬂy2k+3 =X
Y2k+4 2k-+45

ou seja, mostramos também que
Vok+4 < X2k+4

Portanto, de acordo com (i) e (ii), concluimos a prova por indugdo.

De nosso estudo ficou um interessante Problema em aberto:

Problema 7 Classificar os niimeros y;,y3,v4,... € X1,X2,X3,... do Teorema 6 em algébricos e

transcedentes.
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Observacao 1. Conforme discutido na introducdo, ainda € um problema em aberto saber se
x1 = m¢ ¢ um nimero algébrico ou transcedente. Se for algébrico, por [7, Theorem 2.3] segue a
transcedéncia do nimero y; = e” .

, ” o
Observacao 2. E interessante notar que os nimeros 7¢ e e” apresentados no Coroldrio 3 sdo
“absurdamente grandes”. Por gxemplo, com auxilio de um software adequado, determinamos a

. . ~ T
seguinte aproximacao para ¢ :

4,1711958251690382636586980879195990307684555878685 x 10820821452,

/4 e

p . m e L. .
Jaos nimeros ¢ e " apresentados no Coroldrio 5 sdo tdo grandes que sequer puderam
ser determinados pelo mesmo software.

€

4 Consideracoes finais
Para encerrar, no que segue mostraremos que o Teorema 6 realmente estabelece um resultado

especial, visto que hd outras exponenciacdes aninhadas que ndo geram sequéncias cujas desigual-
dades se comportam de forma alternada. Para isso, vamos considerar exponenciagdes aninhadas

1+v5

alternadas envolvendo o nimero de ouro @ = ~5= e e. Para mais detalhes referentes ao nimero
de ouro ¢, recomendamos a leitura de [10]. Isto posto, temos:

Proposicao 8 ¢° < e?.
Demonstracao. Seguiremos a mesma ideia da prova do Teorema 1.
Defina f : R — R por f(x) = ¢* —x, como feito no Teorema 1.

Neste caso, teremos f’(x) < 0, para todo x € (—,0), e portanto, segue que f € estritamente
decrescente em (—oo,0).

Logo, para todo x tal que x < 0, segue que f(x) > f(0) = 1.
Em particular, para x = ¢_ 1 <0, teremos
e

e @

ee —+1>1,
e
ou seja,
e 1 _ o [
€c-—> = =ec>0Q.
e e

Elevando a poténcia e vamos finalmente obter
¢ < e?,

como desejado.
OJ
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No entanto, a relacdo de ordem das préximas exponenciagdes aninhadas alternadas de altura
3, envolvendo os nimeros ¢ e e, ndo ficard na ordem contrdria a de altura 2 estabelecida na
Proposicao 8.

Ou seja, também temos
e? o°
o <er.
Verifiquemos tal desigualdade. Defina a fungéo f : [1,e] — R por

f(x) =¢€"'Inx—x°.

~ . X e
Para obter os zeros de f, resolvemos a equacao e* Inx —x¢ =0, obtendo aigualdade x* =e¢"* , a
qual possui a solugdo tnica x = e, a trivial. De fato, mostremos que a solucao € inica: Afirmamos

que a fungdo g : [1,e] — R dada por g(x) = % € crescente. De fato, se calcularmos a fungéo
derivada, vamos obter
i\ e
g(x)—ﬁ[l-i-(x—e)-lnx], 9)

e como o quociente destacado é sempre positivo, o termo entre colchetes decidird o sinal da
fun¢do derivada de g. Afirmamos que 1+ (x—e)-Inx > 0 em (1,e). De fato, se por absurdo valer
a desigualdade contraria, ou seja, se

I+ (x—e)-Inx <0,

entao
1 <(e—x)-Inx,

e portanto, deve valer por propriedade das integrais definidas, que

/eldx < /e(e—x) Inxdx. (10)
1 1

Porém,
e
/ ldx=e—1~1,718,
1

e 1 82
/1 (e—x)-lnxdx:e—z—z ~ 0,621,

o que contradiz a desigualdade (10). Portanto, vale

I+ (x—e)-Inx >0, Vx € (1,e).

Dessa forma, como o termo entre colchetes de (9) também € positivo, concluimos que g’ (x) >
0, Vx € (1,e), ou seja, g é crescente em (1,e). Logo, se 1 <x < e, entdo g(x) < g(e), ou seja,

X‘l 6.1
€M M e (le),

x¢ ec
donde segue que ¢* - Inx < x¢, Vx € (1,e), ou seja,

f(x)=¢€"Inx—x° <0, Vx e (L,e).
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Portanto, f possui uma tinica raiz real em x = e, isto é, f(e) = 0. Ecomo f(1) =e'In1—1¢ =
—1 <0, concluimos que f(x) < 0, para todo x € [1,¢) e f(e) =0.

Assim, em particular parax = @ € [1,e], teremos f(¢) < 0, ou seja,
e?Inp — ¢° <0,

e entao
(0] e
Ing®" <Ine?,

donde segue a desigualdade desejada.

Portanto, temos que
(0} e
p<e @°<e? e @ <e?,

um resultado diferente comparado ao que apresentamos no Teorema 6.

No que diz respeito a questdo da transcedéncia dos nimeros apresentados nesta se¢do, de-
vido ao fato de ¢ ser algébrico (pois é raiz da equacio x> —x — 1 = 0, de coeficientes racionais),
convém notar que por [7, Theorem 2.3] segue a transcendéncia de e?.

Assim, um outro Problema interessante que deixamos é:

Problema 9 Classificar os niimeros

e?

0%, ¢ e ¥

em algébricos e transcedentes.
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