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Identidades bi e tridimensionais para os nimeros
de Fibonacci na forma complexa

Two and three-dimensional identities of Fibonacci numbers in
complex form

Resumo

O modelo de Fibonacci tem sua génese no problema sobre a
reproducdo de pares de coelhos imortais, proposto por Leo-
nardo Pisano em 1202. Nos anos 60, as repercussdes foram
evidenciadas pela exuberincia de modelos generalizados dessa
sequéncia. Nesse sentido, este trabalho aborda uma discussdo
inerente as relagdes recorrentes bidimensionais e tridimensionais
definidas a partir do modelo recursivo unidimensional F;, 1, =
Fuy1 + F,,Vn € N, para os valores iniciais definidos Fy =0 e
F; =1, e propostas no ambito das pesquisas sobre o processo
de complexificacio da sequéncia de Fibonacci caracterizado pela
insercdo da unidade imagindria, do aumento dimensional e da cor-
respondente representacio algébrica. A vista disso, pretende-se
descrever propriedades matematicas dos nimeros de Fibonacci
G(n,m) e G(n,m, p) na forma complexa, discutidas por Harman
(1981), que nos instigou a explorar identidades derivadas desse
modelo, a fim de divulgar aspectos relevantes sobre a extensao da
sequéncia de Fibonacci.

Palavras-chave: Sequéncia de Fibonacci. Forma complexa.
Identidades bidimensionais. Identidades tridimensionais.

Abstract

The Fibonacci model has its genesis in the problem of repro-
duction of pairs of immortal rabbits, proposed by Leonardo Pi-
sano in 1202. In the 1960s, the repercussions were evidenced by
the exuberance of generalized models of this sequence. In this
sense, this work addresses a discussion inherent to the recurrent
two-dimensional and three-dimensional relations defined from the
one-dimensional recursive model F,, = F,+1 + F,, Vn € N, for
the initial values defined Fy = 0 and F; = 1, and proposed in the
scope of research on the Fibonacci sequence complexation pro-
cess characterized by the insertion of the imaginary unit, the di-
mensional increase and the corresponding algebraic representa-
tion. In view of this, we intend to describe mathematical proper-
ties of the Fibonacci numbers G(n,m) and G(n,m, p) in complex
form, discussed by Harman (1981), who instigated us to explore
identities derived from this model, In order to publicize relevant
aspects about the extension of the Fibonacci sequence.
Keywords: Fibonacci sequence. = Complex form.
dimensional identities. Three-dimensional identities.
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1 Introducao

A sequéncia de Fibonacci surgiu a partir do problema sobre a reproducdo de pares de coe-
lhos imortais, proposto por Leonardo Pisano em 1202. Segundo Alves e Catarino (2017), essa
sequéncia pode ser representada por F,, 12 = F,+1 + F,, comn=0,1,2,3,..., que € uma relacdo
unidimensional de segunda ordem, inicialmente, discutida pelo matematico francés Francois
Edouard Anatole Lucas (1842 - 1891), que elaborou algumas identidades unidimensionais ex-
ploradas por Koshy (2001).

O inicio do processo evolutivo do modelo de Fibonacci é marcado pelo trabalho de Brother
(1965), através da extensao da sequéncia para os nimeros inteiros. Além do mais, outros autores
também investigaram sobre o processo de generalizacdo do modelo de Fibonacci, assim como
Pethe e Horadam (1986) que apresentaram uma extensdo do modelo, através dos numeros de
Fibonacci/Gaussiano com suas relagdes de recorréncia e identidades e o Berzsenyi (1977), o qual
desenvolveu uma representacao complexa da sequéncia por meio dos inteiros gaussianos.

Nesse sentido, o processo de complexificagao da sequéncia de Fibonacci € associado a inser¢cao
da unidade imagindria, a0 aumento dimensional e a sua correspondente representacdo algébrica.
Dessa forma, serdo discutidos aspectos inerentes as relacdes recorrentes e identidades bidimensi-
onais e tridimensionais definidas a partir do modelo recursivo unidimensional F,,;» = F,41 + F,
com os valores iniciais definidos Fp =0e F; = 1.

A vista disso, o artigo de Harman (1981) instiga a exploracdo de determinadas identida-
des bidimensionais, com duas varidveis m e n para os nimeros G(n,m), derivadas das relagdes
recorrentes:G(n +2,m) = G(n+ 1,m) + G(n,m) e G(n,m+2) = G(n,m+ 1) + G(n,m), com
os seguintes valores iniciais definidos: G(0,0) =0, G(1,0) =1, G(0,1) =ie G(1,1) =1+,
assim como as identidades, para os nimeros G(n,m, p), oriundas das relagdes de recorréncia
tridimensionais: G(n+2,m,p) = G(n+ 1,m,p)+ G(n,m,p), G(n,m+2,p) = G(n,m+1,p) +
G(n,m,p)e G(n,m,p+2)=G(n,m,p+1)+G(n,m, p), com os seguintes valores iniciais defini-
dos: G(0,0,0) =0, G(1,0,0)=1,G(0,1,0) =i, G(0,0,1)=j,G(1,1,1)=1+i+j,G(0,1,1) =
i+Jj,G(1,0,1) =1+ je G(1,1,0) = 1 +i. Por conseguinte, Horadam (1993) aponta em seus
artigos, a extensao dos nimeros de Fibonacci propostos por Harman (1981) aos quaternions.

2 A sequéncia recorrente de Fibonacci e suas propriedades

A sequéncia de Fibonacci € definida recursivamente pela formula abaixo, sendo os dois pri-
meiros termos Fp =0¢ F} = 1:

Fn+2:Fn+1+Fna VneN?

reescrita por: Fy,41 = F,42 — F,. Em particular:

F = b

2} = K—F

K = E-B

R = F-F

Fny = Fyu—Fyo
Py, = Fy1—Fan
Fonr = Faypo—Fyy
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Isto posto, o préximo passo € listar interessantes identidades relacionadas com os niimeros
dessa sequéncia. Vejamos:

Identidade 1 A soma dos niimeros de Fibonacci, até a ordem 2n, de indice tmpar pode ser
descrita por

n
Y By =Fo
(=1

Prova. Segue da apresentacdo dos nimeros de Fibonacci, em sua forma reescrita, considerando
apenas os termos de indice impar. Vejamos:

n
Y Py = A+FB+F+-+Fy
=1

B+ (Fy—F)+ (Fs—F3)+ (Fs—Fs) + -+ (Fan — Fan—2)
= Fp,.

Identidade 2 A soma dos niimeros de Fibonacci, até a ordem 2n, de indice par e ndo nulo pode
ser descrita por

n
Y Fu=Fu— 1L
(=1
Prova. Uma vez que F; = 1 temos:

n
Y Py = BtF+Fot+Fuy
=1

(F3—F)+(Fs—F)+ (F—Fs)+ -+ (Fant1 — Fan1)
= Fuy1—F
= Fyyp1—1.

Identidade 3 A soma dos n primeiros niimeros de Fibonacci, até a ordem n, de indice maior que
zero pode ser descrita por

n
) Fr=Fua—1.
(=1

Prova. Com efeito,

n
YF = A+h+B+-+F_1+F
/=1

B+ (FB-F)+F-EB)+(Fs—F)+-+(F,—F2)+ (Fop — Fi1)
= kha+E-—HR
- Fn+2_1-
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Identidade 4 A soma dos n primeiros quadrados dos niimeros de Fibonacci, de indice maior

que zero, é descrita por

Prova. Com efeito,

n
YF = F
=1
F
= F
= F,

n
Z(Fg)zan'Fn—kL
/=1

+F+F 4+ F?

Bt+B (B—FR)+F (Fs—F)+F - (Fs—F)+ + B (B — Fiep)
Bb+Eh-B-Fh-F+FB-FB—F-FBt -+ FF —Fy - F

'Fn+1-

Identidade S A soma de seis niimeros consecutivos de Fibonacci é divisivel por quatro, podendo

ser expressa por:

Prova. De fato,

5
Z Fute
(=0

5
Z Fopo=4F 4.
(=0

(Fn+Fn+l)+<Fn+2+Fn+3)+(Fn+4+Fn+5>

Foio+ Fopa+ (Fopa+Fiys)
Fuy2+2F, 14+ (Fopy3+ Fuya)
Foio+Foy3+3F14

4Fn+4~

Identidade 6 A soma de dez niimeros consecutivos de Fibonacci é divisivel por onze, podendo

Ser expressa por:

Prova. De fato,

9
Z Fn+/
=0

9

Z Fl’l+£ — 11Fn+6
/=0

(Fa+Fop1 + B2+ Fys + Fara +Foys) + Fops + -+ Fayo

AFyia+Fope+ Forr + Fors + Faro
AF 4+ Foye +2(Foy7 + Fags)

AFy 4+ Fove+2F 7+ 2(Fe + Fitr)
4Fya +3F 6 +4F

4F 4 +3F 6 +4(Fys + Fiie)

AFyia +4F, 5 +TF 6

4Fy 6+ TFute

11F,46.
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Antes de iniciarmos a secdo subsequente, quando nos atemos aos elementos do tipo a + bi,
em que a e b sdo termos da sequéncia de Fibonacci, de imediato, poderemos nos apropriar de
uma notac¢do geral da forma F,, + F,; 1i, para um indice n € N. O elemento que, eventualmente,
chama atencdo nesse caso, corresponde 2 presenca da unidade imagindria i> = —1 e, assim, intui-
tivamente, passamos a exerga-la como um nimero complexo (de Fibonacci). Assim, doravante,

abordaremos maiores elementos sobre este assunto.

3 Relacoes recorrentes bidimensionais e propriedades

No que segue, discutimos de modo pormenorizado determinadas propriedades inerentes as
relacOes de recorréncia ditas bidimensionais.

Definicao 7 Os niimeros da forma G(n,m) devem satisfazer as seguintes condi¢des bidimensio-
nais de recorréncia: G(n+2,m) = G(n+1,m)+G(n,m) e G(n,m+2) = G(n,m+1)+G(n,m),
com os seguintes valores iniciais definidos: G(0,0) =0, G(1,0)=1,G(0,1)=ieG(1,1)=1+1i.

Lema 8 Valem as seguintes propriedades:
(a) G(n,0) =
(b) G(0,m) = Fy-i
(c) Gn,1)=F,+F,4-i
(d) G(1,m) =Fyi1+Fy-i

Prova. (a) Sendo G(n+2,m) = G(n+ 1,m)+ G(n,m) e os valores iniciais G(0,0) =0=Fy e
G(1,0) = 1 = Fy, basta aplicar o segundo principio de indug@o sobre n na recorréncia avaliada
em m = 0. Com efeito, paran = 0 temos G(2,0) = G(1,0) + G(0,0) = 1 = F,. Supondo que para
n=1,...,k—1 vale, respectivamente, G(3,0) = F3, ..., G(k+1,0) = F;,, entdo para n = k
temos:

G(k+2,0) = G(k+1,0)+G(k,0)

= Fep1+F
= (Fp2—F)+F
= Fit2

Portanto, segue-se que G(n,0) = F;,.

(b) Sendo G(n,m+2) = G(n,m+ 1)+ G(n,m) e os valores iniciais G(0,0) =0 = Fy, G(1,0) =
1 =F; e G(0,1) =i, o resultado segue andlogo ao item (a), aplicando o segundo principio de
indugao sobre m na recorréncia avaliada em n = 0.

(c) Sendo G(n+2,m) = G(n+ 1,m) 4+ G(n,m) e os valores iniciais G(0,0) = 0 = Fy, G(1,0) =
1=F, G(0,1)=ie G(1,1) =141, o resultado segue andlogo ao item (a), aplicando o segundo
principio de indugao sobre n na recorréncia avaliada em m = 1.

(d) Sendo G(n,m+2) = G(n,m+ 1)+ G(n,m) e os valores iniciais G(0,0) = 0 = Fy, G(1,0) =
1=F, G(0,1)=ie G(1,1) =141, o resultado segue andlogo ao item (a), aplicando o segundo
principio de inducdo sobre m na recorréncia avaliada em n = 1. ]
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Teorema 9 Os niimeros da forma G(n,m) sdo descritos por G(n,m) = F, - Fy1 + (Fyg1 - Fn) -,
para quaisquer n,m € N.

Prova. Fixado um natural m qualquer, faremos a prova por indug¢do sobre n. De fato, paran =0
temos G(0,m) = Fy- Fy1 + (F1 - Fy) - i = F, - i, que € verdadeiro pelo Lema 8, ja que Fp =0e
F1 = 1. Ademais, supondo que paran =1, ..., k— 1 vale as seguintes identidddes:

G(1,m) = Fi-Fyp+(F-Fy)-i

G2,m) = F-Fu+(F-Fy)-i

Glk—2,m) = Feo-Fnpr+ (Fe—1-Fn)-i
Gk—1,m) = F 1 -Fyp1+ (F-Fy)-i,
vamos mostrar que, para n = k, também vale a igualdade G(k,m) = Fy.- Fyy1 + (Fjr1 - Fp) - i. Ora,
mas pela Definicdo 7, podemos considerar a relacao
G(k,g) = Gk—1,m)+G(k—2,m)
= Fi1Fu1+ (Fi- Fn) i+ Fio - Fpgy + (Fiey - F) -
= (Fe1+F ) Fur1+(Fe+Fq) Fy-i
= Fe-Fgr+ (Fisr - Fn) -1,

o que ¢ suficiente para provar o resultado. [

3.1 Identidades bidimensionais para os nimeros de Fibonacci na forma
complexa

De agora em diante exploraremos algumas identidades bidimensionais, constatando intrinse-
cas propriedades relacionadas com os ndmeros presentes na sequéncia de Fibonacci.

Identidade 10 A soma dos niimeros G(n,m) de indice n impar pode ser descrita por

n
ZG(2i—|—l,m) :F2n+2'Fm+l+(F2n+3_1)'Fm'i-
i=0

Prova. Ora, G(n+2,m) = G(n+1,m)+G(n,m) < G(n+1,m) = G(n+2,m) — G(n,m). Assim,
em particular,
G(l,m) = G(2,m)—G(0,m)
G(3,m) = G4,m)—G(2,m
G(5,m) = G(6,m)—G(4,m)

~—

G(2n+1,m) = G(2n+2,m)—G(2n,m).

Portanto, o resultado segue aplicando o Lema 8 e o Teorema 9 na seguinte soma telescopica:

n

Y G(2t+1,m)
(=0

G(1,m)+G(3,m)+G(5,m)+---+G(2n+1,m)

G(2n+2,m)—G(0,m)
F2n+2'E11+1 +F2n+3 Fpi—Fpy i
Fany2 Fuy1 +(Fonys — 1) - Fy i
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Identidade 11 A soma dos niimeros G(n,m) de indice n par e ndo nulo pode ser descrita por

n
Z G(ZE,m) = (F2n+1 - 1) 'Fm+1 + (F2n+2 - 1) “Fy -1
=1

Prova. Andlogo a demonstragcdo anterior, consideramos:
G22,m) = G(3,m)—G(1,m)
G(4,m) = G(5,m)—G(3,m)
G(6,m) = G(7,m)—G(5,m)

G(2n,m) = G(2n+1,m)—G(2n—1,m).

Agora, aplicando o Lema 8 e o Teorema 9 na seguinte soma telescopica:

O O

zn:G(%,m) = G2,m)+G4,m)+G(6,m)+---+G(2n,m)
=1

= G(2n+1,m)—G(1,m)

— Pt Fnt +Fonia Fpn-i— (Fpst -+ Fp i)

= (Fpp1—1) - Fppi + B -Fy-i— By
(Fons1—1) - Fpg1 + (Fong2 — 1) - Fy -

donde segue o resultado. ]

Identidade 12 A soma dos n primeiros niimeros G(n,m), com indice n maior que zero, pode ser
descrita por

n
Y G(tm) = (Fuy2—1)-Fuy1 + (Fuy3 —2) - Fp -
(=1

Prova. Com efeito, G(n+2,m) = G(n+1,m)+G(n,m) < G(n,m) = G(n+2,m) — G(n+1,m).
Em particular,

G(n,m) : G(n+2,m)—G(n+1,m).

Novamente, o resultado segue aplicando o Lema 8 e o Teorema 9 na seguinte soma te-
lescopica: O [

i Gl,m) = G(1,m)+G(2,m)+G(3,m)+---+G(n,m)
=1

= G(n+2,m)—G(2,m)
= Fypo Fyp+Eys3-Fp-i— (B -Fyp +F3-Fy i)
= (Fn+2_1)'Fm+1+(Fn+3_2)'Fm'i~
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Identidade 13 A soma dos n primeiros quadrados dos niimeros G(n,m), com indice n maior que
zero, € descrita por:

n
Z (1= Fup1 - Foga) - Fp 4+ Fy - Fogt - Fa |4+ (B + Fy - Fua = 1) - Fy - Fy -

Prova. Observando que G(n,m)?> = [G(n+ 1,m) — G(n— 1,m)] - G(n,m) para cada n inteiro
positivo, entao:

G(n,m)*> = G(n+1,m)-G(n,m)—G(n—1,m)-G(n,m).
Assim, temos a seguinte soma telescopica:
n
Z G(t,m)* = G(1,m)*+G(2,m)*+...+G(n,m)?
(=1
= G(n+1,m)-G(n,m)—G(0,m)-G(1,m). (1)
Aplicando o Teoremaﬁno resultado obtido em (ﬁ) obtemos a identidade
n
Z (1= Byt - Fpy2) - Fad-Fy-Fypy - Foo )+ (A 4+ Fy-Fuig—1) - Fpy - Fopyg -

Identidade 14 A soma de seis niimeros G(n,m) consecutivos é divisivel por quatro, podendo ser

representada por
5
Y G(n+0,m)=4G(n+4,m).
(=0
Prova. De fato,
5
Y Gn+t,m) = G(n,m)+G(n+1,m)+...+G(n+5,m)
=0

= (Fat+Fopi+. o+ Foys) - Fpr+ (Fog1 +Fopo+ oo+ Fuye) B

= (ZFw) m+1+<§‘,Fn+z>-Fm-i

= 4F14-Fp1 +4F s Fin-i
= 4(Fn+4'Fm+l+Fn+5'Fm'i)
4G(n+4,m).
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Identidade 15 A soma de dez niimeros G(n,m) consecutivos é divisivel por onze, podendo ser

representada por
9

Z G(n+{¢,m)=11G(n+6,m).
=0
Prova. De fato,
9
Z Gn+t,m) = Gnm)+Gn+1,m)+...+G(n+9,m)
=0

= (F +Fn+1+ ‘|‘Fn+9)‘Fm+1+(Fn+1+Fn+2+-~-+Fn+10)'Fm'i

= (ZFn+e> m—i—l‘f’(szn—i-K)'Fm'i

= WFy6 Fp1+11F 7 -Fp-i
= 11(Fn+6'Fm+l+Fn+7'Fm'i)
= 11G(n+6,m).

]

Na secdo subsequente enunciaremos e demonstraremos alguns resultados primordiais para a

discussdo envolvendo os nimeros da forma G(n,m, p), com n,m, p naturais quaisquer, condicio-
nados por determinadas relagcdes de recorréncias.

4 Relacoes recorrentes tridimensionais e propriedades

Nessa secdo, seguindo a mesma perspectiva de antes, promovemos o estudo de relacdes ge-
neralizadas de recorréncia tridimensional.

Defini¢ao 16 Os niimeros da forma G(n,m, p) devem satisfazer as seguintes condigées tridimen-
sionais de recorréncia: G(n+2,m,p) = G(n+1,m,p)+ G(n,m,p), G(n,m+2,p) = G(n,m+
1,p)+G(n,m,p) e G(n,m,p+2)=G(n,m,p+1)+G(n,m,p), com os seguintes valores inici-
ais definidos: G(0,0,0) =0, G(1,0,0) =1, G(0,1,0) =i, G(0,0,1) = j, G(1,1,1) =1+4i+ ],
G(0,1,1)=i+j, G(1,0,1) =1+ je G(1,1,0) = 1 +1i.

Lema 17 Valem as seguintes propriedades:

(a) G(n,0,0

(c) G(n,0,1

) =

(b) G(n,1,0) =F,+ Fyq1-i
)=Ft+Fap1-j
) =

(
(
(
(d) G(n,1,1)=F+Fyp1-i+Fyp-j

Prova. (a) Sendo G(n+2,m,p) = G(n+ 1,m,p) 4+ G(n,m, p) e os valores iniciais G(0,0,0) =0
e G(1,0,0) = 1, basta aplicar o segundo principio de indug@o sobre n na recorréncia avaliada em
m = p = 0. Com efeito, para n = 0 temos G(2,0,0) = G(1,0,0) + G(0,0,0) = 1 = F,. Supondo
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que paran =1, ..., k— 1 vale, respectivamente, G(3,0,0) = F3, ..., G(k+1,0,0) = F;,, entdo
para n = k temos:

G(k+2,0,00 = G(k+1,0,0)+G(k,0,0)

= btk
= (Fp—F)+F
= Fio

Portanto, segue-se que G(n,0,0) = F,.

(b) Sendo G(n+2,m,p) = G(n+ 1,m,p)+ G(n,m, p) e os valores iniciais G(1,1,0) =1+ie
G(0,1,0) = i, o resultado segue andlogo ao item (a), aplicando o segundo principio de indugdo
sobre n na recorréncia avaliadaemm=1e p = 0.

(¢) Sendo G(n+2,m,p) = G(n+ 1,m,p)+ G(n,m, p) e os valores iniciais G(1,0,1) =1+ j e
G(0,0,1) = j, o resultado segue andlogo ao item (a), aplicando o segundo principio de indugio
sobre n na recorréncia avaliadaemm=0e p = 1.

(d) Sendo G(n+2,m,p) = G(n+ 1,m,p) + G(n,m,p) e os valores iniciais G(0,1,1) =i+ je
G(1,1,1) = 1+i+ j, o resultado segue andlogo ao item (a), aplicando o segundo principio de
indugdo sobre n na recorréncia avaliadaem m = p = 1. ]

Lema 18 Valem as seguintes propriedades:

(a) G(0,m,0

(c) G(1,m,0

) =

(b) G(O,m,1)=Fy-i+Fui1-J
)=Fpi1+Fy-i
) =

(d) G(1,m,1 Fonii+Fn-i+Fyp- ]

Prova. (a) Sendo G(n,m+2,p) = G(n,m~+1,p)+G(n,m,p) e os valores iniciais G(0,0,0) =0
e G(0,1,0) =i, basta aplicar o segundo principio de indugdo sobre m na recorréncia avaliada em
n = p =0. Com efeito, para m = 0 temos G(0,2,0) = G(0,1,0)+ G(0,0,0) =i=1-i=F,-i.
Supondo que param =1, ..., k— 1 vale, respectivamente, G(0,3,0) = F3 i, ..., G(0,k+1,0) =
Fy11 - i, entdo para m = k temos:

G(0,k+2,0) = G(0,k+1,0)+G(0,k,0)

= Fpr-itF-i
= [(Fiqo—F)+F]l-i
= Fpgo-i

Portanto, segue-se que G(0,m,0) = F, - i.

(b) Sendo G(n,m+2,p) = G(n,m+ 1,p) + G(n,m,p) e os valores iniciais, G(0,0,1) = j e
G(0,1,1) = i+ j, o resultado segue analogo ao item (a), aplicando o segundo principio de
inducdo sobre m na recorréncia avaliadaemn=0e p = 1.
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(¢) Sendo G(n,m+2,p) = G(n,m+ 1,p) + G(n,m,p) e os valores iniciais G(1,0,0) =1 e
G(1,1,0) = 1 +1i, o resultado segue andlogo ao item (a), aplicando o segundo principio de
inducdo sobre m na recorréncia avaliadaemn=1e p =0.

(d) Sendo G(n,m+2,p) = G(n,m+1,p) + G(n,m, p) e os valores iniciais G(1,0,1) =1+ j e
G(1,1,1) = 1 +i+ j, o resultado segue andlogo ao item (a), aplicando o segundo principio de

inducdo sobre m na recorréncia avaliadaemn = p = 1. ]

Lema 19 Valem as seguintes propriedades:

(@) G(0,0,p) =

(b) G(O,1,p)=Fpy1-i+Fp-j

(c) G(1,0,p) =Fpp1+Fp-j

(d) G(1,1,p) =Fpr1+Fpi1-i+Fp-j

Prova. (a) Sendo G(n,m,p+2) = G(n,m,p+ 1)+ G(n,m,p) e os valores iniciais G(0,0,0) =0
e G(0,0,1) = j, basta aplicar o segundo principio de indugdo sobre p na recorréncia avaliada em
n=m = 0. Com efeito, para p = 0 temos G(0,0,2) = G(0,0,1)+ G(0,0,0)=j=1-j=F .
Supondo que para p =1, ..., k— 1 vale, respectivamente, G(0,0,3) = F3- j, ..., G(0,0,k+ 1) =
Fy11 - J, entdo para p = k temos:

G(0,0,k+2) = G(0,0,k+1)+G(0,0,k)
= Fepr1-j+Fcj
= [(Fg2—F)+F]-j
= Fa-j
Portanto, segue-se que G(0,0,p) =F), - j.
(b) Sendo G(n,m,p+2) = G(n,m,p+ 1)+ G(n,m,p) e os valores iniciais, G(0,1,0) =i e

G(0,1,1) = i+ j, o resultado segue analogo ao item (a), aplicando o segundo principio de
inducdo sobre p na recorréncia avaliadaemn =0em = 1.

(¢) Sendo G(n,m,p+2) = G(n,m,p+2)+ G(n,m,p) e os valores iniciais G(1,0,0) =1 e
G(1,0,1) = 1+ j, o resultado segue andlogo ao item (a), aplicando o segundo principio de
inducdo sobre p na recorréncia avaliadaemn =1em = 0.

(d) Sendo G(n,m,p+2) = G(n,m,p+ 1)+ G(n,m,p) e os valores iniciais G(1,1,0) = 1+ie
G(1,1,1) = 1+i+ j, o resultado segue andlogo ao item (a), aplicando o segundo principio de
indugdo sobre p na recorréncia avaliadaemn=m = 1. [

Teorema 20 Os niimeros da forma G(0,m, p) sdo descritos por
G(O7m>p) = (Fm 'Fp-i-l) i+ (FWl-H Fp) 'j7

para quaisquer m,p € N.
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Prova. Fixado p € N, faremos a demonstracao por inducao sobre m. Com efeito, para m = 0
temos:

G(0,0,p) = (FO'FP+1)'i+(F1'Fp)'j
= Fp'j:

que € verdadeiro de acordo com o Lema 19, ja que Fp =0 e F; = 1. Supondo que para m =
1,... k—1 vale as identidades:

G(0,1,p) = (Fi-Fpp1)-i+(Fr-Fp)-j
G(0,2,p) = (F-Fpu1) i+ (F3-Fp)-j

G(0,k—2,p) = (F2 - Fpy1) i+ (Fio1-Fp)-J
G(0,k—1,p) = (Fp—1-Fpr1) i+ (F-Fp)-J,

vamos mostrar que para m = k também vale a igualdade
G(0,k,p) = (Fi- Fpt1) i+ (Fieq1 - Fp) - J.
Ora, mas pela Defini¢do 16 podemos considerar a relagao

[(Fi1+Fe2) Fpa] i+ [(Fe+Fie1) - Fpl - j
(Fi-Fpi1) i+ (Fer1 - Fp) -

donde segue o resultado. ]

Teorema 21 Os niimeros da forma G(n,m, p) sdo descritos por
G(n,m,p) =F, - Fy1 - Fpp1 + (Fp1 - F - Fpp1) i 4 (Fopt - Fopg1 - Fp) -
para quaisquer n,m, p € N.

Prova. Fixados naturais m e p quaisquer, faremos a prova por indugao sobre n. De fato, para
n = 0 temos

G(0,m,p) = Fo-Fpi1 Fpp1+(F1-Fo Fpy1) i+ (Fy - Fpgr - Fp) - j
= (Fm'Fp+1)‘i+(Fm+l'Fp)'j,

que ¢é verdadeiro pelo Teorema 20, ja que Fp = 0 e F; = 1. Ademais, supondo que para n =
1, ..., k—1 vale as seguintes identidades:

G(l,m,p) = Fi-Fuy1-Fpp1+(F2-Fn-Fpy1) i+ (F2-Fuy1 - Fp) - j
G(Z,m,p) = F2'Fm+1'Fp—l—l+(F3'Fm'Fp+l)'i+(F3'Fm+l'Fp)'j

G(k—=2,m,p) = Fio Fni1 Fprr+ (F1-Fn-Fpy1) i+ (Fee1 Fn1 - Fp) -
Gk—1,m,p) = Fe1-Fpr1 Fpp1r+ (F-Fn-Fpir) i+ (F Buyr - Fp) -
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vamos mostrar que, para n = k, também vale a igualdade
G(k,m,p) = Fi- Fyy1 - Fp1 + (Fep1 - Fin- Fpi1) - i4 (Fiyr - Fonpr - Fp) - .-
Ora, mas pela Defini¢do @ podemos considerar a relag@o

G(k,m,p) = G(k—1,m,p)+G(k—2,m,p)
= (Fo1+F2) Fup - Fpr + [(Fe+Fi1) - Fu-Fpa] - i+ [(Fe + Fi1) - Fn1 - Fpl - j
= Fi-Fpg1 - Fpp1 + (Fig1 - Fo - Fpp) i+ (Fep - Fnp1 - Fp) -

o que € suficiente para provar o resultado. ]

4.1 Identidades tridimensionais para os nimeros de Fibonacci na forma
complexa

Doravante passaremos a explorar algumas identidades tridimensionais, constatando mais uma
vez, intrinsecas propriedades relacionadas com os nimeros presentes na sequéncia de Fibonacci.

Identidade 22 A soma dos niimeros G(n,m, p) de indice n impar pode ser descrita por
n
Y G20+ 1,m,p) = Fopia Fug1 - Fpii 4+ (Fangs — 1) - - Fpp i+ (Fans3 — 1) - Fug1 - Fp - -
=0
Prova. Ora, de acordo com a Defini¢ao @ temos:
G(n+2,m,p)=G(n+1,m,p)+G(n,m,p) < G(n+1,m,p) = G(n+2,m,p) — G(n,m,p).

Assim, em particular,

G(1,m,p) = G(2,m,p)—G(0,m,p)
G(3,m,p) = G(4,m,p)—G(2,m,p)
G(57m7p) = G(67map)_G(4am7p)

G(2n+1,m,p) = G(2n+2,m,p)—G(2n,m,p).

Portanto, faz sentido considerar a seguinte soma telescopica:

n

=0
= G(2n+2,m,p)—G(0,m,p). (2)
O resultado segue aplicando os Teoremas @] e @ na igualde (ﬁ]) [

Identidade 23 A soma dos niimeros G(n,m, p) de indice n par e ndo nulo pode ser descrita por

n
Y. G(2t,m,p) = (Fans1 — 1) Fug1 - Fpp1 + (Fang2 = 1) - B Fpy1 - i+ (Fang2 — 1) - Fyg1 - Fp - .
=1
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Prova. Andlogo a demonstracdo anterior, consideramos:
G(2,m,p) = G(3,m,p)—G(1,m,p)
G(4,m,p) = G(5,m,p)—G(3,m,p)
G(6,m,p) = G(7,m,p)—G(S,m,p)
G(2n,m,p) = G(2n+1,m,p)—G(2n—1,m,p).

Agora, consideramos a seguinte soma telescopica:

n
Z 26 m p = G(27mvp)+G(47m7p)+G(67m7p)++G(2n7map)
= G(@n+1,m,p)—G(1,m,p). (3)
E mais uma vez o resultado segue aplicando o Teorema 21, agora na igualdade (3) acima. ]

Identidade 24 A soma dos n primeiros niimeros G(n,}n_,-b) com indice n maiAg que zero pode
ser descrita por

n
Z (6,m,p) = Fn+2_1)'En+1'Fp+1+(Fn+3_2)'Fm'Fp+l'i+(Fn+3_2)'Fm+1'Fp'j~

Prova. Com efeito,
G(n+2,m,p) = G(n+1,m,p) +G(n,m,p) < G(n,m,p) = G(n+2,m,p) — G(n+1,m,p).
Em particular,

G(Lmap) = G(37map)_G(27map)
G(2,m,p) = G(4,m,p)—G(3,m,p)
G<37m7p) = G(Svmap)_G(4=m7p)

G(n,m,p) = G(n+27m7p) —G(I’l—|— 17map>'

Decorre disso a seguinte soma telescopica:

Z G(t,m,p) = G(1,m,p)+G(2,m,p)+G3,m,p)+---+G(n,m,p)
= G(n+2,m,p)—G(2,m,p). (4)
Novamente, o resultado segue aplicando o Teorema 21 na igualdade (4) acima. ]

Identidade 25 A soma dos n primeiros quadrados @ niimeros G(ngn, p), com indice n maior
que zero, é descrita por:

n
Z G(l,m. ) = A+ (B Fra + Fly = 1)(B-i+C- j) + (Fusr - Fy2 = 1) (D-i- j+E - J2),

onde:

A = (Fm2+Fn'Fn+1‘Fm2+1_Fn+1‘Fn+2‘Fnzz>'sz+1
B = Fy-Fuii-Fp

¢ = Fn%H'Fp'FpH

D = 2-F,-Fyy1-Fpy1-Fp

E = F.  -F}
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Prova. Observando que [G(n,m, p)]* = [G(n+1,m,p) — G(n— 1,m, p)] - G(n,m, p) para cada n

inteiro positivo, entao:

G(17m7p)2 = G(zvmap)G(lam7p)_G(07map)G(17m7p)
G(2,m,p)* = G(3,m.p)-G(2,m,p)—G(1,m,p)-G(2,m,p)
G(3,m,p)* = G(4,m,p)-G(3,m,p)—G(2,m,p)-G(3,m,p)
G(n7m7p)2 = G(n—l—l,m,p)-G(n,m,p)—G(n—l,m,p)-G(n,m,p).

Assim, temos a seguinte soma telescopica:

zn: G(l,m,p)]> = G(1,m,p)*+G2,m,p)*+...+G(n,m,p)?

- G(n-l—l,m,p)G(n,m,p)—G(O,m,p)G(l,m,p) (5)

Aplicando os Teoremas 20 e 21 no resultado obtido em (4) obtemos a identidade desejada. m

Identidade 26 A soma Qsel;lmmems G(n,m,p) consgutivos é divisivel por quatro, podendo
ser representada por

Prova. De fato,

5

ZG(nJrE,m,p) =

=0

5
Z G(n+4,m,p) =4G(n+4,m,p).
=0

G(n,m,p)+G(n+1,m,p)+...+G(n+5,m,p)

6
(Z FnM) Foug1-Fpi1+ (Z Fn+é> F - Fpp1 it (ZF:H-E> Fy1-Fp-j

(=1 (=1
AFpia-Fpi1r - Fprr +4F s Fy - Fpoy i+ 4F s B - Fp- j
4(Fn+4'Fm+1 'Fp+1+Fn+5'Fm'Fp+l'i+Fn+5'En+1'FP'j)
4G(n+4,m,p).

Identidade 27 A soma de dez niimeros G(n,m, p) consecutivos é divisivel por onze, podendo ser
representada por

Prova. De fato,

9
Y Gn+tmp) =

=

0

9
Z Gn+¢,m,p) =11G(n+6,m,p).
(=0

G(n,m,p)+G(n+1,m,p)+...+G(n+9,m,p)

10 10
(Z Fn+£> Fni1-Fp1 + <Z Fn+€> B Fppy it <Z Fn+€> “Fni1-Fp-J

HF6 Fnt1 - Fpr1 +11E 7 Fy - Fppy i+ 117 - By - Fp - j
11(Fyt6 - Fing1 - Fpt + Fo7 - Fn - Fpg1 - i+ Fop7 - Fpg1 - Fy - )
11G(n+6,m,p).
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5 Conclusao

Neste trabalho, apresenta-se uma discussdo direcionada ao processo de complexificacdo da
sequéncia de Fibonacci, através de investigagdes em torno da inser¢cdo da unidade imagindria,
do aumento dimensional e de suas correspondentes representacdes algébricas. Segundo Alves
(2016) o modelo matematico F;,, = F,,_ + F;,_», para n > 2 pode ser compreendido como uma
modelagem da reproducdo de coelhos, um problema proposto por Leonardo Pisano em 1202.

A vista disso, a generaliza¢io do modelo de Fibonacci tem sua génese no trabalho de Brother
(1965), por intermédio da extensdo da sequéncia para os nimeros inteiros, assim, outros au-
tores contribuiram para esse processo evolutivo, tais como Pethe e Horadam (1986) que apre-
sentaram os ndmeros de Fibonacci/Gaussiano com suas relacdes de recorréncia e identidades
e o Berzsenyi (1977), que desenvolveu uma representacdo complexa da sequéncia com os in-
teiros gaussianos. Por conseguinte, neste artigo, partindo do modelo recursivo unidimensional
Fuio = Fy+1 + Fy, Vn € N com os valores iniciais definidos Fy = 0 e F; = 1 e de suas identida-
des Koshy (2001) elaboradas pelo matematico francés Frangois Edouard Anatole Lucas (1842 -
1891), sdo exploradas as relagdes recorrentes e as identidades bidimensionais e tridimensionais
descritas por Harman (1981), a fim de compreender aspectos relevantes sobre a complexificagcdo
do modelo de Fibonacci através de propriedades matemadticas inerentes aos nimeros G(n,m) e
G(n,m, p) na forma complexa.
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