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Métodos numéricos aplicados as equacoes de
Euler: comparacao entre MatLab, Octave e Fortran

Numerical methods applied to Euler’s equations: comparison
between MatLab, Octave and Fortran

Resumo

Cada vez mais recursos computacionais sao exigidos em mode-
lagem matemadtica, fazendo com que linguagens de programa-
cdo interpretadas ganhem mais espaco na computagdo cientifica
e na matemadtica aplicada. Este estudo teve como propdsito ava-
liar estruturas das linguagens interpretadas MatLab e Octave, im-
portantes na escrita de c6digos para se obter solu¢des aproxima-
das de EDP’s. Equacdes de Euler, que descrevem o escoamento
de fluidos ideais foram usadas e suas solu¢des foram encontra-
das via métodos numéricos de volumes finitos: Lax-Friedrich,
Nessyahu-Tadmor, Lax-Wendroff e Godunov. Em todas as situa-
¢coes, comparou-se o MatLab e o Octave com a linguagem compi-
lada Fortran 90. Os resultados mostraram que o tempo de execu-
¢do e o custo computacional ndo dependem apenas do método es-
colhido para resolver um determinado problema matematico, mas
também, da linguagem de programacao escolhida para implemen-
tar os métodos, atrelada a técnica de programagao empregada.
Palavras-chave: Linguagens de programagdo. Modelagem ma-
temética. Equacdes de Euler. Métodos numéricos.

Abstract
Increasingly computational resources are required in mathemati-
cal modeling, then interpreted programming languages gain more
space in scientific computing and applied mathematics.The pur-
pose of this study was to evaluate the structures of the languages
interpreted MatLab and Octave, important in the writing of codes
to obtain approximate solutions of EDP’s. Euler’s equations that
describing the flow of ideal fluids were used and their solutions
were found via finite volume numerical methods: Lax-Friedrich,
Nessyahu-Tadmor, Lax-Wendroff and Godunov. In all situations,
we compared MatLab and Octave with the compiled language
Fortran 90. The results showed that execution time and compu-
tational cost depend not only on the method chosen to solve a gi-
ven mathematical problem, but also on the programming language
chosen to implement the methods, coupled with the programming
technique used.
Keywords: Programming languages. Mathematical modeling.
Euler equations. Numerical methods.



1 Introducao

Cada vez mais o uso de métodos numéricos, para a obtencdo de solu¢des aproximadas de
sistemas de equacdes diferenciais, vem sendo intensificado devido aos avancos obtidos em and-
lise numérica, computacdo cientifica, recursos computacionais, algoritmos e linguagens. Isso
possibilita que novos sistemas, fendmenos, propriedades e caracteristicas sejam descobertos e
detalhados por meio de aplicagdes de métodos numéricos, em diversas dreas do conhecimento,
tais como Biomatematica [1], Fisica-Matematica [2], Mecanica dos fluidos [3], entre outros.

A grande evolugdo da tecnologia de computadores fez com que nas dltimas décadas, as lin-
guagens de programacao interpretadas ganhassem cada vez mais espago na computacgao cientifica
voltada para a matematica aplicada. Nesta linha, dois dos principais softwares utilizados sao: o
MatLab e o Octave [4].

O MatLab € uma linguagem comercial que disponibiliza pacotes computacionais voltados
para diversas dreas do conhecimento [5]. Com isso, tornou-se uma das linguagens mais utilizadas
tanto para fins de pesquisas quanto para fins educacionais. Além disso, o MatLab é utilizado na
inddstria e em empresas.

Em contrapartida, na linha de softwares livres GNU, o Octave € uma linguagem que pos-
sui caracteristicas similares ao MatLab tanto na questdo de escrita quanto em relacdo a pacotes
computacionais voltados para dreas especificas [6].

Desse modo, pesquisadores vém explorando as potencialidades das duas linguagens na com-
putacdo cientifica, como por exemplo, em cédlculo numérico [4], operacdes elementares com
fungdes e matrizes [7], métodos computacionais em dlgebra linear [8], métodos numéricos em
equagdes diferenciais [9], entre outros.

Por outro lado, pesquisas sdo desenvolvidas com o intuito de comparar o desempenho dos
pacotes computacionais fornecidos por tais linguagens. Comparagdes entre os pacotes do MatLab
e os pacotes de softwares livres Octave, FreeMat e Scilab foram realizadas com a proposta de
encontrar uma alternativa de software livre para o MatLab, em alguns ambientes educacionais e
de pesquisas [10]. Existem ainda comparagdes voltadas para a ordem de precisdo que os pacotes
conseguem atingir [8], dependendo do sistema operacional utilizado, e comparagdes entre as
escritas das linguagens.

No ambito de desenvolvimento de pesquisa, cada vez mais recursos computacionais sao exi-
gidos em modelagem matemadtica. A complexidade da modelagem aumenta consideravelmente a
medida que se acrescentam varidveis, equacoes, refinamento de malha, acoplamento de métodos,
acoplamento de sistemas, entre outros. Assim, preocupacgdes associadas ao custo computacio-
nal tais como, tempo de execucdo ou tempo de evolucdo temporal, consumo de memoria e a
forma da escrita do c6digo passam a ser primordiais para a viabilidade de execucdo do codigo
desenvolvido para a modelagem matemaética.

Neste ambiente de complexidade, linguagens intepretadas também sdo utilizadas, como em
fendmenos bioldgicos [1, 11]. Entretanto, em algumas situag¢des, o uso de uma linguagem com-
pilada € exigida para a viabilidade da execuc¢do do cddigo, como em astrofisica relativistica [2].
Neste contexto, surge a necessidade de comparagdes entre as linguagens interpretadas e compi-
ladas.

Este estudo teve como propoésito avaliar algumas estruturas basicas das linguagens interpre-
tadas MatLab e Octave, interessantes na escrita de codigos voltados para a obtencao de solucdes
aproximadas de equacgdOes diferenciais parciais (EDP’s). Um sistema de EDP’s escolhido € for-
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mado pelas equacdes de Euler, que descrevem o escoamento de fluidos ideais. Para obter as
solugdes aproximadas, foram adotados métodos numéricos de volumes finitos cldssicos, a saber,
Lax-Friedrich, Nessyahu-Tadmor, Lax-Wendroff € Godunov. Em todas as situacdes, comparou-
se 0 MatLab e o Octave com a linguagem compilada Fortran 90.

A escolha do sistema mencionado se deve ao cardter ndo linear de suas equacdes. Uma
implementa¢do computacional ndo criteriosa pode resultar em oscilacdes espurias e/ou dissipagao
excessiva, que prejudicam o resultado final das simulagdes. A complexidade computacional de tal
sistema, em uma e em duas dimensdes, fornece condi¢des suficientes para explorar o desempenho
de estruturas bésicas das linguagens em cédigos aplicados em modelagem matematica.

2 Recursos computacionais

Este trabalho foi totalmente executado em um computador comum com as seguintes especifi-
cagdes e configuragdes.

Informacoes sobre hardwares:

Memoéria RAM: 6.0 Gbytes, Processador Intel(R) Core(TM) 17-3520M CPU @ 2.90GHz e
bogomips: 5786.73 (informagao obtida pelo programa cpuinfo).

Informacoes sobre o sistema operacional:
UBUNTU 13.04 GNU/LINUX, kernel 3.8.0-30, 64 bits.
Informacoes sobre softwares:

Para gerar os executdveis em Fortran 90 foi utilizado o compilador gfortran versdo 4.7.3,
com sua configuracio padrdao. O MatLab utilizado foi R2012a (7.14.0.739) 64-bit e todos os pro-
gramas foram executados no terminal, para isto, carregou-se o MatLab no terminal via comando:

matlab -nosplash -nojvm.

A versao do Octave utilizada foi a 3.6.4 (2013) 64-bit e executada via terminal.

O MatLab possui internamente um compilador chamado Just-In-Time (JIT), que atua para
diminuir o tempo de execucao. Como padrao, o JIT vem ativado e seu uso é opcional, podendo ser
desativado usando-se o comando feature accel off e ativado pelo comando feature accel on. Na
Sec¢do 3 mostrou-se a importancia do JIT para o MatLab. Mais detalhes sobre esse complilador
encontram-se no guia online do [5], na parte de Perform Acceleration.

No guia do Octave [6], o usudrio € alertado de que um compilador semelhante ao Just-In-Time
do MatLab estd em desenvolvimento e que ainda nao faz parte da op¢do padrdo. Por essa razao,
os testes realizados com o Octave nao possuem tal recurso, ja os testes com o MatLab foram
executados em duas situagdes: com o JIT e sem o JIT, verificando-se que de fato o JIT atuou
como um acelerador de performance como apresentado no guia do MatLab.
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3 Comparacoes entre as linguagens

Antes de realizar as comparagdes entre as linguagens utilizadas na obtencao de solug¢des apro-
ximadas, através de métodos numéricos para EDP’s aplicadas em dindmica de fluidos, nesta se¢ao
foram avaliadas estruturas fundamentais como lacos de repeti¢des, tomadas de decisdes e fun-
¢oes, em cada linguagem. Com o intuito de se obter o tempo de CPU gasto por cada linguagem,
fez-se uso de suas fungdes internas: CPU_TIME() para o Fortran e cputime para o MatLab e
Octave.

A primeira estrutura testada foi o lago de repeticio. Uma recomendacdo para se ter um melhor
desempenho em tempo de execucdo em linguagens interpretadas € evitar, sempre que possivel,
lacos de repeti¢des e utilizar uma versdo vetorizada [5]. Entretanto, em diversos problemas de
evolucao temporal de EDP’s, discretizados por meio de esquemas numéricos explicitos, torna-se
inevitavel o uso do lagco de repeti¢do e, dependendo do problema, hd a necessidade de grande
quantidade de iteragdes desses lacos (como por exemplo, problemas de mecanica de fluidos, pre-
visdo numérica oceanica, astrofisica, entre outros). Desse modo, testou-se um laco de repeticao
variando a quantidade de iteracdes a serem realizadas.

Teste 1: Lacos de repeticoes

Neste primeiro teste, computou-se quanto tempo demora para os programas feitos em Fortran,
MatLab e Octave executarem um laco de repeticao vazio (sem cédigo dentro dele). Os trechos
de cédigos em cada linguagem estdo expostos a seguir:

Cédigos:

Fortran MatLab/Octave
CALL CPU_TIME(tempol) tempo = cputime;
DO i=1,Nt,1 for i=1:Nt

END DO end
CALL CPU_TIME(tempo2) CPUt = cputime - tempo;

CPUt = tempo?2 - tempol

Na Tabela 1 estdo os tempos gastos para realizar um lago de repeticdo a partir do nimero 1
até o nimero final N¢. Para cada Nt foram realizadas dez simulag¢des para se obter uma média de
tempo gasto por cada linguagem. Como o MatLab tem a opcdo de executar com ou sem O seu
compilador interno Just-In-Time (JIT), na Tabela 1 constam as duas execugdes, para verificar sua
funcionalidade e importancia.

Neste teste, o Octave demorou mais para executar tais tarefas. Tem-se a mesma ordem de
magnitude no tempo de execucdo para o Fortran e o MatLab com JIT, enquanto que o Octave esta
em uma ordem de magnitude maior. Dividindo os valores do MatLab pelos valores obtidos pelo
Fortran, segue que o MatLab foi 1,38 vezes mais lento (isto €, 38%) que o Fortran. Comparando
o Octave com o MatLab, tem-se que o primeiro demora em média 19,58 vezes para realizar lagos
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Tabela 1: Tempo gasto em média para realizar lagos de repeti¢des.

Numero Final | Fortran 90 MatLab Octave
com JIT \ sem JIT
272 0,0072 | 0,0100 | 0,1920 | 0,2144
25 0,0140 | 0,0210 | 0,3800 | 0,4264
2% 0,0292 | 0,0420 | 0,7580 | 0,8532
25 0,0588 | 0,0840 | 1,5180 | 1,7104
2%6 0,1160 | 0,1509 | 3,0390 | 3,4148
2%7 0,2340 | 0,3350 | 6,0820 | 6,8324
228 0,4656 | 0,6650 | 24,3100 | 13,8728
2% 0,9320 | 1,3320 | 48,6480 | 27,8492
230 1,8628 | 2,6850 | 97,2790 | 55,7052

de repeti¢des. Entretanto, ao for¢ar que o MatLab nao execute o seu compilador interno, o mesmo
inicia com um comportamento semelhante ao Octave. O tempo de execugdo fica ligeiramente
melhor do que o Octave nas execugdes iniciais, mas nas execu¢des mais longas o Octave fica
quase duas vezes mais rapido que o MatLab.

Ao remover a op¢ao do uso do JIT no MatLab, o tempo de execucido aumenta drasticamente.
De inicio, os tempos de execugdo do MatLab e do Octave sao semelhantes, mas a medida que o
tamanho do lago de repeti¢do aumenta, o Octave reduz sua diferenga para o MatLab a ponto de,
no final, o MatLab ficar quase duas vezes mais lento que o Octave. Isso revela a fundamental
importancia do compilador interno Just-in-Time para o MatLab.

Teste 2: Lacos de repeticoes com tomadas de decisdes

Em vérios cédigos, o método numérico escolhido exige tomadas de decisdes dentro de um
lago de repeti¢do. Se o método numérico utilizado requer algum critério de parada ou algum refi-
namento e/ou adaptagdo de malha, a combinagdo entre lagos de repeti¢cOes e tomadas de decisoes
sdo inevitaveis. Sendo assim, neste segundo teste foi acrescentada uma tomada de decisdo dentro
do laco de repeticdo do Teste I para a realizacdo de comparacdes entre os tempos de execucao.
A seguir encontram-se os trechos relevantes de cada cédigo:

Cédigos:

Fortran MatLab/Octave

CALL CPU_TIME(tempol) tempo = cputime;

DO i=1,Nt,1 for i=1:Nt
IF(i<j) THEN if(i<j)
END IF end

END DO end

CALL CPU_TIME(tempo2) CPUt = cputime - tempo;
CPUt = tempo2 - tempol :

GARCIA, R. de O.; SILVEIRA, G. P. Métodos numéricos aplicados as equacdes de Euler: comparacéo entre MatLab, Octave e Fortran. C.Q.D.— Revista Eletro-
nica Paulista de Matematica, Bauru, v. 11, p. 65-88, dez. 2017.
DOI: 10.21167/cqdvol11201723169664roggps6588 Disponivel em: http://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/

69



A Tabela 2 expde o grande acréscimo no tempo de execucdo do Octave ao adicionar uma
tomada de decisdo. Enquanto que o MatLab teve um pequeno acréscimo, o Fortran manteve
praticamente o mesmo gasto. Efetuando a razdo entre os resultados do MatLab e do Fortran, em
média, o Fortran efetuou 2,2106 vezes mais rapido o lago de repeticao com tomadas de decisdes
do que o MatLab, entretanto, o tempo de CPU do MatLab manteve a mesma ordem de grandeza.

Neste teste o Octave ficou 247,71 vezes mais lento que o MatLab, deixando o tempo de CPU
em duas ordens de grandezas maior que a ordem de grandeza do MatLab. Assim, o tempo de
CPU sofreu uma grande elevacdo em comparagdo aos tempos das outras linguagens.

Tabela 2: Tempo gasto em média para realizar lagos de repeti¢des com tomadas de decisdes.

Numero Final | Fortran 90 MatLab Octave
com JIT | sem JIT
222 0,0073 [ 0,0160 2,0100 4,0028
23 0,0158 | 10,0330 3,9986 8,0060
224 0,0293 | 0,0670 8,0243 16,2508
2% 0,0595 | 0,1300 | 16,0886 32,6436
226 0,1188 | 0,2630 | 32,0100 65,2800
227 0,2361 | 0,5240 | 63,8800 | 130,7148
228 0,4712 | 1,0510 | 127,4814 | 261,1212
2% 0,9391 | 2,0990 | 254,5043 | 522,4264
230 1,8755 | 4,2100 | 514,0014 | 1.043,9744

Eliminando a a¢do do compilador interno do MatLab, a execucao do cdédigo em MatLab passa
a ser, em média, duas vezes mais rdpido do que o Octave. Isso ressalta a importancia do JIT para
o MatLab.

Teste 3: Construcdo de matriz

Uma ferramenta imprescindivel na computagdo cientifica voltada para métodos numéricos
sd0 os array’s para armazenar valores numéricos.

Matrizes vinculadas a sistemas lineares ou sistemas nao lineares sdo comuns em Varios pro-
blemas aplicados. Em alguns casos da drea de Fisica Estatistica, Sistemas Bioldgicos, Ciéncias
dos Materiais, entre outros, a matriz do sistema linear ou nao linear chega na ordem de bilhdes.
Isso por si s6, faz com que a construcao dessas matrizes seja um trabalho delicado e complexo.

Nesse contexto, o terceiro teste tem como objetivo verificar o tempo de execugdo de uma
matriz. Assim, um algoritmo para construir € armazenar uma matriz A, de ordem n X n, foi
definido, onde A € da forma:

A = [ajjlnxn, com ajj=i+jei,j=1,...,n.

A seguir, sdo apresentados trechos dos codigos em Fortran € em MatLab/Octave. Neste
exemplo, utilizou-se dois lagos de repeticdes para construir a matriz e a definicdo da matriz fica
diretamente dentro desses lacos. Além disso, o cédigo para o MatLab/Octave possui duas versoes
e a Unica diferenca entre elas foi que, no cédigo 2, a matriz A € criada com seus elementos iguais
a zero, antes da execucdo dos lacos de repeticdes da matriz. Assim, no cédigo 1, ndo ha uma
matriz A pré-definida. A Tabela 3 mostra os resultados obtidos na execucao de cada cédigo.
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Cédigos:

Fortran MatLab/Octave(1)

Cédigo 1

MatLab/Octave(2)
Codigo 2
tempo = cputime;

CALL CPU_TIME(tempol) | tempo = cputime;

DO i=1,m,1 for i=1:m A=zeros(m,n);
DO j=1,n,1 for j=1:n for i=1:m
A(l,j)=i+j A(,))=i+j; for j=1:n
END DO end A(,j)=1+j;
END DO end end
CALL CPU_TIME(tempo2) | CPUt = cputime - tempo; | end

CPUt = tempo?2 - tempol CPUt = cputime - tempo;

Os cddigos foram executados dez vezes por meio de lacos de repeticdes encaixados. Os
tempos gastos em média para construir a matriz A, para alguns n, estdo apresentados na Tabela 3.

Tabela 3: Tempo gasto em média para construir uma matriz.

Ordem | Fortran 90 | MatLab(1) | Octave(l) | Octave(2) MatLab(2)
com JIT \ sem JIT
20 % 20 <p <p 0,0132 | 0,024008 <p 0,0110
27 x 27 <p <p 0,0476 | 0,068813 <p 0,0250
28 « 28 <p 0,0030 0,1872 0,24430 < p | 0,086999
29 %20 0,0080 0,0160 0,7536 0,94830 | 0,0080 | 0,307999
2105 210 0,0164 0,0960 3,6118 3,7574 | 0,0200 | 1,20199
21T 2Tl 0,0640 0,6900 15,7210 15,306 | 0,0690 | 4,82899
212 % 212 0,2400 5,7660 99,0700 61,4021 | 0,3010 | 18,8800
213 %213 1,0480 483821 | 691,5600 | 257,1927 | 1,1260 | 78,14699
214 % 214 43480 | 426,2614 | 5.068,0100 | 1.419,2614 | 4,5440 329,86
215 %215 [ 39,500 - - - -

Note que na Tabela 3 foram utilizados os simbolos < p e —. O primeiro simbolo significa
que o tempo de execugdo foi aproximadamente zero, isto €, o tempo de CPU ficou abaixo da pre-
cisdo fixada nas rotinas: CPU_TIME() do Fortran e cputime do MatLab/Octave. Ja o segundo
simbolo, representa que a execu¢do do codigo foi interrompida devido a uma longa demora no
tempo de CPU.

Ainda na Tabela 3, no dltimo exemplo, o resultado obtido pelo Fortran estd com asterisco,
pois neste caso, o computador precisou acionar a memoria swap. As dez execucdes foram reali-
zadas através de um laco de repeticao externo aos lagcos de repeticdes utilizados na construcio da
matriz A.

Neste exemplo, ao dividir os resultados do MatLab(1) pelo Fortran e os resultados do Oc-
tave(1) pelo MatLab(1), tem-se um comportamento diferente dos testes anteriores. A medida
que aumenta a ordem da matriz A, o MatLab(1) demora cada vez mais para executar a mesma
tarefa que o Fortran, veja a Tabela 4. No caso do Octave(l) com o MatLab(1), vemos que a
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medida que aumenta a ordem da matriz A, o tempo gasto pelo Octave(1) aproxima-se cada vez
mais do tempo gasto pelo MatLab(1), conforme mostra a Tabela 4.

Tabela 4: Razodes entre Fortran e MatLab, e entre Octave e MatLab. Dados da Tabela 3.
] Ordem \ MatLab(1)/Fortran \ Octave(1)/MatLab(1) \ MatLab(2)/Fortran ‘

28 % 28 - 62,400 -

29 % 2° 2,000 47,100 1,000
210 5 210 4,00 22,784 1,220
21 5 211 10,781 17,182 1,078
212 % 212 24,025 17,182 1,254
213 % 213 46,166 14,294 1,074
214 5 2l4 98,036 11,889 1,045

Ao considerar o cddigo 2, cuja matriz A estd definida com zeros antes dos lacos de repeti¢des,
o tempo de execucdo muda significativamente. O MatLab(2) com o JIT passou a ter um desem-
penho similar ao do Fortran até o pentltimo exemplo. O Octave(2) também adquiriu importantes
melhoras. Isso mostra que ndo apenas o JIT é fundamental para o desempenho do MatLab, mas
também a forma como o codigo € escrito (isso também vale para o Octave). Assim pode-se
concluir que, mesmo que o MatLab/Octave ndo dependa da declaracao de varidveis, como as lin-
guagens compiladas, defini-las antes de lacos de repeti¢cdes foi crucial para o tempo de execucao
do cddigo. Esse procedimento faz um papel similar ao de declaracdo de varidveis, isto €, define
um lugar na memoria para a matriz, antes de efetuar as operacdes matemadticas.

Este exemplo também diferencia-se dos testes anteriores porque a matriz A precisa ser arma-
zenada na memoria do computador. Como o MatLab e o Octave sdo linguagens interpretadas,
cada linha do cddigo € analisada antes de ser executada. Assim, ao passar pela primeira vez na
linha que define a matriz, tais linguagens gastam tempo de CPU para reservar um espago na me-
moria para o array, onde a matriz A serd armazenada. Logo, a primeira execu¢do da construgcao
da matriz A tende a ser mais lenta do que as demais, pois nas outras constru¢cdes da matriz A,
durante a mesma execu¢do do programa, ja haverd espaco reservado na memoria por se tratar
apenas de uma recolocacio de nimeros nas posi¢cdes da memdria reservada. De fato, isto é ob-
servado a partir dos tempos gastos para construir a matriz A para uma ordem fixa, conforme a
Tabela 5.

Os dados da Tabela 5 revelam que o MatLab e o Octave demoram muito mais para executar
a primeira constru¢ao da matriz A do que as demais execucdes. Excluindo a primeira execucao,
calculou-se a média entre a segunda e a décima execugdes. Esse resultado representa o tempo
que as linguagens MatLab e Octave levaram para construir a matriz A, sem os tempos extras de
procedimentos internos, voltados para reservar um lugar na memoria para a matriz A. Pode-se
determinar a diferenga relativa percentual, isto é, a porcentagem de tempo que as linguagens
demoraram para armazenar a matriz A na memdria, segundo a seguinte expressao:

(tempo primeira execugdo) — Média(2 — 10)

D(%) = % 100% .

tempo primeira execug¢ao
Assim para o exemplo da Tabela 5, obtemos que o MatLab destinou em média
0,4670 — 0,0544
D q — 9 )
(%) 0,4670

x 100% = 88,35%
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Tabela 5: Detalhes de um dos casos: matriz de ordem 2! x 219,

Execucdes | Fortran 90 | MatLab(1) | Octave(l) | Octave(2) MatLab(2)

com JIT \ sem JIT

1 0,0200 0,4670 4,4200 3,8877 | 0,0400 | 1,3300

2 0,0200 0,0500 2,9480 3,7892 | 0,0300 | 1,2100

3 0,0160 0,0600 3,2120 3,7852 | 0,0300 | 1,2100

4 0,0160 0,0500 3,6600 3,7852 | 0,0300 | 1,2100

5 0,0120 0,0500 3,6600 3,7997 | 0,0200 | 1,2000

6 0,0160 0,0600 3,6640 3,7891 | 0,0200 | 1,2000

7 0,0240 0,0600 3,6600 3,8341 | 0,0200 | 1,2100

8 0,0160 0,0500 3,6520 3,7879 | 0,0200 | 1,2000

9 0,0160 0,0500 3,6560 3,7883 | 0,0200 | 1,2000

10 0,0120 0,0600 3,6560 3,7845 | 0,0100 | 1,2000
Média Total 0,0164 0,0960 3,6188 3,8031 0,0240 | 1,2170
Média (2-10) 0,0160 0,0544 3,5298 3,7937 | 0,0220 | 1,2044

do tempo gasto na primeira execugdo para armazenar/alocar um espaco na memoria para a matriz
A. Ja o Octave destinou
4,42 —3,5298
D(%) = T x 100% = 20,14% .

No Fortran, ao realizar tal procedimento encontra-se

0,02—-0,016
0,02
Em relacdo apenas a primeira execucdo, tem-se o Octave mais proximo dos resultados do
MatLab, enquanto o MatLab fica muito mais distante dos resultados do Fortran. Na Tabela 6

considera-se somente o tempo de CPU gasto na primeira simulagdo e na Tabela 7 foram expostos
os resultados das razdes entre os tempos de execu¢do dos métodos, usando os dados da Tabela 6.

D(%) = x 100% = 20% .

Tabela 6: Tempo gasto em uma primeira execug¢do para construir uma matriz.

’ Ordem ‘ Fortran 90 ‘ MatLab ‘ Octave ‘
20 % 26 - - 0,0200
27 % 27 - - 0,0560
28 % 28 - 0,0200 0,2080
29 %29 0,0082 0,0400 0,8240

210 % 210 0,0200 0,4670 4,0040
21T 211 0,0653 5,7200 24,9240
212 212 0,2453 51,7600 | 161,8560
213 % 213 1,0700 | 430,0900 | 1.095,0600
21214 4,4610 | 3.491,8400 | 7.906,3320

Os dados da Tabela 7 demonstram que em uma execucdo com a matriz na ordem de 2° x
2°, 0 MatLab e o Fortran estio na mesma ordem de grandeza. Por outro lado, na ordem de
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214 % 214 0 MatLab é quase mil vezes mais lento que o Fortran, enquanto o Octave passa a ser
aproximadamente duas vezes mais lento que o MatLab.

Tabela 7: Razdes entre Fortran e MatLab, e entre Octave e MatLab. Dados da Tabela 6
’ Ordem ‘ MatLab/Fortran ‘ Octave/MatLab ‘

28 %28 - 62,400
29 % 2° 5,000 10,400
2105 210 23,350 8,5739
211 5 2Tl 89,375 4,3573
212 % 212 215,670 3,1270
215 % 213 410,390 2,5461
214 214 803,090 2,2642

Teste 4: Acesso a uma fungdo externa (construcao de matriz)

Esse teste realiza a mesma constru¢c@o e armazenamento da matriz definida no Teste 3, com
o diferencial de que agora a matriz a ser construida estd definida em uma funcdo externa (sub-
rotina) ao programa principal. Assim, os codigos escritos no MatLab/Octave tém que localizar
o arquivo onde encontra-se a funcdo externa e armazend-lo na memoria. Consequentemente, o
tempo de execugdo para construir a matriz serd aumentado.

Neste caso, também foram testados dois cédigos para o MatLab/Octave, diferenciando-se
apenas na definicao da matriz A. O MatLab(2)/Octave(2) refere-se ao cddigo cuja matriz A estd
definida antes dos lacos de repeti¢cdes (semelhante ao Teste 3).

Cédigos Principais:

Fortran MatLab/Octave

CALL CPU_TIME(tempol) tempo = cputime;

DO i=1,m,1 for i=1:m
DO j=1,n,1 for j=1:n

A(i,j)=construction(i,j) [A(i,j)]=construction(i,j);

END DO end

END DO end

CALL CPU_TIME(tempo2) CPUt = cputime - tempo;

CPUt = tempo?2 - tempol :

Sub-rotina:
Fortran MatLab/Octave

REAL FUNCTION construction(i,j) function [aij]=construction(i,j)
IMPLICIT NONE aijj=1i+];
INTEGER, INTENT(N) :: i,j end
construction =1 +j

END FUNCTION construction
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Na Tabela 8 encontram-se os tempos médios de execucao de cada linguagem, para construir
e armazenar uma determinada matriz definida por uma fun¢do externa. O intuito foi incluir o
tempo que cada c6digo demora para acessar uma rotina externa ao programa principal, em varios
cendrios. Para cada exemplo foram executadas dez simulacdes através de um laco de repeticao.

Assim, tem-se uma diferenca entre a primeira execugao e as demais, conforme as Tabelas 11 e
12.

Tabela 8: Tempo gasto em média para construir uma matriz através de uma fungédo externa.
’ Ordem ‘ Fortran 90 ‘ MatlLab(1) ‘ Octave(1) ‘ Octave(2) ‘ MatLab(2) ‘

24 x 2% <p <p 0,0048 0,010443 <p
25 x 23 <p <p 0,0168 0,026993 0,0010
20 x 26 <p 0,0020 0,0616 0,081597 0,0020
27 x 27 0,0004 0,0030 0,2412 0,295882 0,0080
28 %28 0,0016 0,0130 0,9752 1,14167 0,0210
29 % 2° 0,0044 0,0510 4,4300 4,56201 0,0570

2105 210 0,0180 0,2550 18,7480 18,17388 0,19900
21 5 21l 0,0656 1,5440 77,1360 77,12934 0,7750
212 % 212 0,2588 9,5540 | 318,2978 315,9814 3,0530
213 % 213 1,0512 61,7710 | 1.341,2000 | 1.230,58962 12,3100
214 2l4 47610 - - 48,7950

Ainda na Tabela 8, verifica-se que o cddigo referente ao MatLab(2) de inicio € mais lento
que o cédigo do MatLab(1) e a medida que aumenta a ordem da matriz, essa situagdo se inverte.
Assim, definir antes a matriz € mais eficiente apenas para matrizes de ordens elevadas. O mesmo
fato ocorreu ao comparar o Octave(1) com o Octave(2).

Efetuando a razdo entre os valores da Tabela 9, a diferenca entre o MatLab(1) e o Fortran
aumenta, ao passo que a diferenca entre o MatLab(1) e o Octave(1) diminui, com a ordem da
matriz aumentada, quando comparados os tempos de execucdo em média. O mesmo fendmeno é
observado quando analisados os tempos de execu¢do da primeira simulagdo, ver Tabela 10.

Tabela 9: Razdes entre Fortran e MatLab, e entre Octave € MatLab.
] Ordem \ MatLab(1)/Fortran \ Octave(1)/MatLab(1) ‘

20 % 26 - 30,800
27 x 27 7,5000 80,400
28 x 28 8,1250 75,015
29 x 27 11,591 86,863
210 5 210 18,214 73,522
21 5 ol 23,537 49,959
212 212 36,917 33,316
23 %213 58,761 21,712

Os tempos gastos em uma primeira execugao, para cada exemplo da Tabela 8, estao expostos
na Tabela 11. Observa-se em um dos exemplos que se a ordem da matriz é 2'! x 2!! (Tabela 12),
entdo o MatLab destinou em média
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Tabela 10: Razdes entre Fortran e MatLab, e entre Octave e MatLab. Dados da Tabela 11.
Ordem \ MatLab(1)/Fortran \ Octave(1)/MatLab(1) ‘

26 % 26 - 7,2000
27 % 27 10 3,2000
28 % 28 10 50,800
29 x2° 7,5 21,052
212 % 210 26,625 52,786
21T 5 ol 23,333 11,527
212 o2 93,625 5,1840
213 % 213 435,51 2,7895
D(%) = 7.49-0.0639 000 — 88,21%

7,49

do tempo gasto na primeira execugdo para armazenar/alocar um espago na memdoria para a matriz
A e para a sub-rotina, mantendo uma porcentagem semelhante ao Teste 3.
Ja o Octave destinou

86,34 —76,11
86,34
0 que mostra uma diminui¢do na porcentagem destinada para a primeira execug¢do, a0 comparar

com o Teste 3 onde obteve-se 20, 14%.
No Fortran encontrou-se

D(%) = % 100% = 11,85% ,

0,08 — 0,064

D(%) = =508

x 100% = 20% ,

mantendo o mesmo resultado do Teste 3.

Tabela 11: Tempo gasto em uma primeira execugdo, para construir uma matriz através de uma fungio

externa.

Ordem | Fortran 90 | MatLab(1) | Octave(1) |
2% x 24 <p <p 0,0120
25 %25 <p <p 0,0320
26 x 26 <p 0,0010 0,0720
27 %27 0,0008 0,0080 0,2560
28 x 28 0,0040 0,0300 1,0160
29 %20 0,0080 0,2130 4,4840
210 % 210 0,0360 0,8400 44,34
21T % 211 0,0800 7.,4900 86,34
212 212 0,2800 61,4000 | 318,2978
213 % 213 1,1040 | 480,8000 | 1.341,200
214 214 4,5240 - -
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Tabela 12: Detalhes de um dos casos: matriz de ordem 211 x 211,
Execucdes \ Fortran 90 | MatLab | Octave ‘

1 0,0800 | 7,4900 | 86,3400

2 0,0634 | 0,7699 | 76,2040

3 0,0640 | 0,7699 | 76,2640

4 0,0640 | 0,7600 | 76,2799

5 0,0640 | 0,9200 | 76,1040

6 0,0640 | 0,9399 | 76,1080

7 0,0640 | 0,9500 | 76,0519

8 0,0640 | 0,9500 | 75,9480

9 0,0640 | 0,9499 | 76,1479

10 0,0640 | 0,9400 | 75,9120
Meédia Total 0,0656 | 1,5440 | 771360
Meédia (2-10) 0,0639 | 0,8833 | 76,1133

A partir das simulagdes realizadas, pode-se afirmar que os testes evidenciam a diferenca entre
as linguagens compiladas e interpretadas. Nas operagdes bdsicas de laco de repeticdo, tomada
de decisdo, alocagdo de array e acesso a funcdo externa, o Fortran leva grande vantagem em
relacdo ao MatLab e ao Octave, principalmente quando necessita-se executar diversas vezes tais
operacdes. Em geral, também observou-se grandes diferencas entre o MatLab e o Octave. Em
alguns cendrios, o MatLab assemelha-se ao Fortran, como no caso do Teste 3, j4 em outras
situagdes, como no Teste 4, tem-se o Matlab mais lento que o Fortran, um pouco mais de dez
vezes.

Em cédigos longos, criar subrotinas externas ao programa principal, muitas vezes faz com que
o cddigo fique mais organizado, legivel e 1til para outros futuros cédigos, tornando tal pratica
indispensdvel. Sendo assim, uma alternativa para diminuir essa diferenca € fazer com que o
MatLab reconheca as fungdes ou subrotinas externas, antes de executar o programa principal. Tal
conduta é semelhante ao que uma linguaguem compilada faz, uma vez que nessas linguagens, as
subrotinas precisam ser declaradas e compiladas antes da criacdo do arquivo executdvel.

O préximo passo foi fazer com que tais diferencas fossem combinadas em cédigos de métodos
numéricos, para equacdes diferenciais parciais que descrevem o escoamento de um fluido ideal,
através das equacdes de Euler.

4 Simulacoes em hidrodinamica

Nesta secdo serdao apresentadas comparacdes entre as linguagens Fortran, MatLab e Octave
ao implementar métodos numéricos aplicados as equagdes de Euler unidimensionais e bidimen-
sionais. Tais equagdes sdo de fundamental importancia para as ciéncias e engenharias. Sua
implementagdo representa bem os desafios de se obter solu¢des aproximadas para sistemas de
EDP’s ndo lineares, tornando-se um bom teste para as linguagens consideradas.

Desse modo, os c6digos desenvolvidos para obter solu¢des aproximadas para as equacdes de
Euler estio inseridos em um cendrio que combina as estruturas testadas na Sec¢do 3. Na Subsecao
4.1 as comparacdes sdo realizadas em um problema unidimensional das equacdes de Euler e na
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Subsecao 4.2, em um problema bidimensional.

4.1 Equacoes de Euler unidimensionais

O escoamento de um fluido ideal € descrito pelas equacdes de Euler [3]

0 0
EP+$<PV)—O

ipv+i (pv*+p)=0

(equacgdo da continuidade)

(equacdo do movimento)

ey
2)

ot dx
I b+ W(E+p) =0 (equagdio d ia) (3)
Er 5 p)) = quagdo da energia
em que
p=p(x,t) (densidade do fluido em escoamento)
v=v(x,t) (velocidade do fluido)
p=p(x,t) (distribuigdo de presséo no fluido)
E =E(x,t) (energia total do fluido)
€ =¢(x,t) (energia interna do fluido)
Y (calor especifico do fluido)
com
Ezl(pvzqte) e e=—L |
2 (y=1p

Tal sistema de EDP’s € hiperbdlico, o que torna possivel o surgimento de descontinuidades
na solucdo, mesmo a partir de dados iniciais suaves [12]. Isso faz com que este sistema seja um
bom exemplo teste para métodos numéricos e para novos algoritmos desenvolvidos.

Com o intuito de obter solucdes aproximadas das equagdes de Euler, implementou-se os mé-
todos de volumes finitos Lax-Friedrich (L-F), Lax-Wendroff (L-W), Godunov com solucionador
de problemas de Riemann de Hartern-Lax-Leer (Godunov-HLL) [3] e Nessyahu-Tadmor (N-T)
[13]. Os métodos L-F, L-W e N-T sdo esquemas centrais que independem de solucionadores de
problemas de Riemann fundamentais, pois nessa formulagdo as descontinuidades ficam centradas
em cada célula média (ou volume finito), ao contrario dos métodos de Godunov que dependem de
problemas de Riemann para determinar os autovalores associados as velocidades de propagacao
das descontinuidades, definidas em cada extremidade do volume finito.

Todos os esquemas foram escritos em Fortran 90 e em MatLab/Octave. Os programas fo-
ram executados com as condicOes iniciais conhecidas como problema teste de Sod, confome os
seguintes valores:

Condig¢des Iniciais (y=1,4)

1,0 se x <0 0,0 se x<O0
, (70)2{ , p(x,0)=

p(x’o):{o,lzs se x>0 0,0 se x>0

Utilizando o dominio x € [—2,2] e as quantidades de subintervalos de cada simulagio con-
forme mostra a Tabela 13, para atingir o tempo final de 0,6, compara¢des foram feitas entre
os métodos numéricos escritos em cada linguagem, para algumas distintas malhas, obtendo-se

1,0 se x<O
0,1 se x>0
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os resultados expostos na tabela mencionada. Os gréificos da Figura 1 apresentam as solugdes
aproximadas de cada método, com a malha de 64 subintervalos. Ja os graficos da Figura 2, as
solugdes para a malha de 256 subintervalos (independente da linguagem escolhida).

Tabela 13: Tempo de execugdo para obter solugdes aproximadas.

’ Schemes H subintervals ‘ iterations ‘ Fortran 90 ‘ MatLab ‘ Octave ‘
64 96 6e-4 0,050 0,560
128 192 0,002 0,181 2,188
Lax-Friedrich 256 384 0,010 0,816 9,835
512 768 0,024 2,357 | 41,672
1.024 1.536 0,070 6,845 | 167,680
64 96 0,005 0,462 1,984
128 192 0,0979 0,924 8,904
Nessyahu-Tadmor 256 384 0,036 2,991 | 37,176
512 768 0,102 | 10,049 | 148,88
1.024 1.536 0,241 | 35,151 | 593,783
64 96 0,002 0,192 0,912
128 192 0,004 0,541 3,881
Lax-Wendroff 256 384 0,010 1,474 | 17,040
512 768 0,032 4,629 | 70,440
1.024 1.536 0,089 | 12,647 | 280,464
64 96 0,004 0,460 1,396
128 192 0,017 1,963 5,704
Godunov-HLL 256 384 0,041 4,841 | 25,844
512 768 0,143 | 15,988 | 103,400
1.024 1.536 0,363 | 51,711 | 405,32

As Figuras 1 e 2 mostram o caréter dissipativo do método Lax-Friedrich, o caréter dispersivo
(oscilatorio) do Lax-Wendroff e dos métodos Nessyahu-Tadmor e Godunov com pouca dissi-
pacdo numérica, entretanto, ambos os métodos possuem custos computacionais maiores que os
métodos de Lax-Friedrich e Lax-Wendroff.

Um resultado observado na Tabela 13 € que o tempo de execugdo e o custo computacional
nao dependem apenas do método numérico escolhido, para resolver um determinado problema
matematico (neste caso sistema de EDP’s), mas também da linguagem de programacao adotada
para implementar os métodos. Por exemplo, nota-se que para uma malha de 1.024 subintervalos,
com a linguagem Octave, o método Nessyahu-Tadmor foi mais lento que o método Godunov-
HLL, enquanto que com o MatLab houve uma inversao, isto é, o Godunov-HLL foi mais lento
que o método Nessyahu-Tadmor.

Pode-se observar ainda grandes diferencgas entre os tempos de execucdes de cada linguagem.
Assim, a escolha da linguagem depende do problema a ser resolvido, combinado com o método
numérico a ser empregado para resolvé-lo.

Conforme as exigéncias computacionais aumentam, cada vez mais a diferenca entre as lin-
guagens ficam evidentes e perceptiveis a ponto de tornar invidvel a execu¢ao de um programa no
computador disponivel para tal tarefa. Isso € mais visivel nas equagdes de Euler Bidimensionais.
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Figura 1: Evoluc¢io da densidade com 64 subintervalos: na primeira linha & esquerda tem-se a solugao
aproximada pelo método Lax-Friedrich e a direita pelo método Nessyahu-Tadmor; na segunda linha a
esquerda pelo método Lax-Wendroff e a direita pelo método Godunov.
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Figura 2: Evoluciao da densidade com 256 subintervalos: na primeira linha a esquerda tem-se a solugao
aproximada pelo método Lax-Friedrich e a direita pelo método Nessyahu-Tadmor; na segunda linha a
esquerda pelo método Lax-Wendroff e a direita pelo método Godunov.

4.2 Equacoes de Euler Bidimensionais

As equacdes Bidimensionais de Euler sdo dadas por

gtp + ;x (pu)+ 8ay (pv)=0 (equagao da continuidade)
d d ) d B . .
5 pu-+ Fp (pu + p) + 5Ty (puv) =0 (equacdo do movimento)
“4)
d d d ) . .
5PV + > (puv)+ E} (pv*+p) =0 (equagao do movimento)
iE - 9 (u(E+p))+ 9 (v(E+p)=0 (equagdo da energia)
ot dx dy
em que
p =p(x,y,1) (densidade do fluido em escoamento)
V(x,y,t) = (u,v) (velocidade do fluido)
p=p(x,yt) (distribuicéo de pressdo no fluido)
E = E(x,y,t) (energia total do fluido)
€ =¢(x,yt) (energia interna do fluido)
Y (calor especifico do fluido)
com
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E= % [p (uz—i-vz)} +€ e €=

Utilizando os seguintes valores

e Dominio: [0, 1] x [0,1];

(y—1p "~

e Ar =0,2 x min{Ax,Ay} para Lax-Friedrich;
e At =0,08 x min{Ax,Ay} para Nessyahu-Tadmor;

e Tempo Final: 0.2;

e as condic¢des iniciais mostradas na Figura 3, foram obtidos os valores apresentados na Tabela
14 e as solucdes aproximadas expostas nas Figuras 6 e 7.

y I
p=1,0 i p=0,5313
w=0,7276 | u=0,0
v=20,0 o v=0,0
p=1,0 i p=0,4
0,5 f----------- R EREREEEE
p=08 | p=1,0
u=0,0 i u=0,0
v=0,0 ' v=0,7276
p=1,0 | p=1,0
0 0,5 x

Figura 3: Condi¢6es iniciais para densidade, componentes da velocidade e pressio.

Tabela 14: Tempo de execucdo para obter-se solugdes aproximadas

’ Schemes H subintervals ‘ iterations ‘ Fortran 90 ‘ MatLab ‘ Octave
32 x32 32 <p 0,100 17,008

64 x 64 64 0,003 0,640 147,411

Lax-Friedrich 128 x 128 128 0,040 3,51 1.195,392
256 x 256 256 0,355 71,42 | 9.670,444

512 x 512 512 9,206 | 1.150,400 | 89.921,345

32 x32 80 0,006 1,728 174,416

64 x 64 160 0,09 10,816 1.468,05

Nessyahu-Tadmor 128 x 128 320 0,744 106,560 | 11.808,671
256 x 256 640 5,360 | 1.078,081 | 93.801,600

512 x 512 1280 34,411 | 13.772,800 -

Na referida tabela nota-se a discrepancia entre as linguagens com relagdao ao tempo de exe-
cucdo. Por exemplo, no método Nessyahu-Tadmor com a malha 512 x 512, o Octave demorou
aproximadamente 2,4 dias para obter os gréaficos das Figuras 6 e 7, enquanto que o MatLab demo-
rou 5,4 horas. Esse longo tempo de execucdao do Octave pode torna-lo invidvel para simulacdes
de médio e grande porte, ou ainda, em problemas operacionais como por exemplo, em previsdes
numéricas (fluidos atmosféricos) do tempo em que nao se pode esperar nem mesmo um dia para
a obtenc¢do de resultados numéricos.
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com a malha 64 x 64 e a direita com a malha 128 x 128; na segunda linha malhas 256 x 256 a esquerda e

512 x 512 a direita.
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Figura 6: Evolucéo da densidade pelo Método N-T: na primeira linha a esquerda tem-se a solugéo obtida
com a malha 64 x 64 e a direita com a malha 128 x 128; na segunda linha malhas 256 x 256 a esquerda e
512 x 512 a direita.

GARCIA, R. de O.; SILVEIRA, G. P. Métodos numéricos aplicados as equacdes de Euler: comparacéo entre MatLab, Octave e Fortran. C.Q.D.— Revista Eletro-
nica Paulista de Matematica, Bauru, v. 11, p. 65-88, dez. 2017.
DOI: 10.21167/cqdvol11201723169664roggps6588 Disponivel em: http://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/

85



Dens Dens

Dens Dens

Figura 7: Evolugéo da densidade pelo Método N-T: na primeira linha a esquerda tem-se a soluc@o obtida
com a malha 64 x 64 e a direita com a malha 128 x 128; na segunda linha malhas 256 x 256 a esquerda e
512 x 512 a direita.
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5 Conclusoes

Neste trabalho foram analisadas as diferencas entre o Fortran 90, o MatLab e o Octave. De inicio
investigou-se as diferengas entre o tempo de execu¢do em testes relacionados a alguns comandos
basicos essenciais para a implementagdo computacional de métodos numéricos, a saber, coman-
dos de laco de repeti¢do, tomada de decisdo, acesso a funcdes e armazenamentos de array’s.

Os testes 1, 2 e 3 foram executados pelo MatLab tanto com a funcdo JIT ativada quanto desa-
tivada, evidenciando a importancia do papel do seu compilador interno, que € acelerar a execugao
do cddigo a fim de diminuir o tempo. Assim, uma opg¢ao para o Octave também diminuir o tempo
de execugdo de suas fungdes basicas € desenvolver um compilador interno.

Entretanto, verificou-se que apenas o JIT ativo ndo € suficiente para que o MatLab tenha um
desempenho semelhante ao do Fortran. No Teste 3 foi possivel observar que mesmo o MatLab
sendo uma linguagem interpretada, que nao depende de declaracdo de varidveis para executar o
codigo, o procedimento de defini-las antes de utilizd-las em alguma operagdao matematica, teve
um forte impacto na redu¢@o no tempo de execugdo. Com esses cuidados, o MatLab passou a
ter um desempenho semelhante ao do Fortran. Ja o Octave, embora tenha eduzido o tempo de
execucdo, obteve poucas melhorias.

No Teste 4, os cddigos construiram a mesma matriz do Teste 3. Entretanto, a defini¢cdo
dos elementos da matriz foi escrita em uma subrotina externa ao programa principal. Dessa
forma, o Teste 4 adicionou um tempo necessdrio para acionar a funcio externa, para definir
cada elemento da matriz. Nessa situacdo, o MatLab passou a ser em torno de 11 vezes mais
lento que o Fortran e o Octave em torno de 100 vezes mais lento que o MatLab. Ainda neste
exemplo, ficou evidenciada a importincia de se definir previamente a matriz a ser construida.
Uma alternativa para diminuir essa diferenca é fazer com que o MatLab reconheca as funcdes ou
subrotinas externas, antes de executar o programa principal, isto €, utilizar-se de procedimentos
semelhantes aos recursos de linguagens compiladas.

Um resultado observado na Tabela 13 foi que o tempo de execugdo e o custo computacional
nao dependem apenas do método numérico escolhido para resolver um determinado problema
matematico (neste caso sistema de equagdes diferenciais parciais), mas também, da linguagem
de programacao escolhida para implementar os métodos, atrelada a técnica de programagdo em-
pregada. Por exemplo, nota-se que para a malha de 1.024 subintervalos, com a linguagem Octave,
o método Nessyahu-Tadmor foi mais lento que o método Godunov-HLL enquanto que, com o
MatLab o Godunov-HLL foi mais lento que o método Nessyahu-Tadmor.

De modo geral, houve grandes diferencas entre os tempos de execucdes de cada linguagem.
Assim, a escolha da linguagem depende do problema a ser resolvido, combinado com o método
numérico a ser empregado para resolver tal problema, sem se descuidar da técnica de programa-
¢do aplicada na escrita do c6digo.
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