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Geometria, radicais duplos e a raiz quadrada de
nimeros complexos

Geometry, double radicals and the square root of complex
numbers

Resumo

Apresentamos neste artigo as relacdes que permitem escrever um
radical duplo do tipo

A+VB

como uma soma (ou diferenga) de radicais simples na forma
Va+b.

Empregamos problemas geométricos para motivar o estudo de ra-
dicais duplos e usamos as relagdes provenientes da transformacgao
para calcular a raiz quadrada de ndmeros complexos de uma
forma simplificada. Os objetivos do trabalho sao relacionar Geo-
metria, Algebra e Trigonometria e destacar a importincia da
correlagdo de contetdos nas aulas de Matematica.
Palavras-chave: Radiciacdo. Volume da piramide. Diagonal do
pentdgono regular. Area do octégono regular. Lei dos Cossenos.

Abstract

We present in this article the relationships that allow to write a
double radical of type

A+VB

as a sum (or difference) of simple radicals in the form
Va+b.

We use geometric problems to motivate the study of double radi-
cals and we employ the relations from the transformation to calcu-
late the square root of complex numbers in a simplified way. The
aims of the work are connect Geometry, Algebra and Trigonome-
try, and highlight the importance of the correlation of contents in
Mathematics classes.

Keywords: Root extraction. Volume of the pyramid. Diagonal of
the regular pentagon. Regular octagon area. Cosine law.
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1 Introducao

Radicais duplos do tipo

\/A+ VB

aparecem com certa constancia em problemas geométricos, como ilustram os exemplos da secdo
2. Escrever esses radicais, quando possivel, como radicais simples na forma

Va+vb

pode simplificar drasticamente relacdes para o calculo de medidas de drea e de volume, por exem-
plo. Contudo, encontrar referéncias modernas de Algebra que abordem o assunto é tarefa dificil.
Precisamos recorrer a referéncias antigas, como Silva e Paulo (1969). Guimaraes (2008) apenas
apresenta a relacao de transformacgao, sem analisar os critérios de quando € possivel utiliza-la.
Guimaraes (2008) também propde empregar a relacao de transformacao para calcular raizes qua-
dradas de nimeros complexos. Porém, novamente, ndo aborda sob quais condi¢des € permitido
fazé-lo.

Dessa forma, motivados pela necessidade de transformar radicais duplos em radicais simples
em problemas geométricos abordados nas disciplinas de Geometria Plana e de Geometria Espa-
cial do Curso de Licenciatura em Matemaética, redigimos este artigo. Além de apresentarmos a
relacdo que permite transformar radicais duplos em radicais simples, nas formas descritas ante-
riormente, € a empregarmos para calcular raizes quadradas de niimeros complexos, exploramos
as limitagdes de seu uso em ambos 0s casos.

2 Problemas motivadores

Problema 1 (Diedro). Dois tridngulos equildteros ABC e BCD de lados 3+/3cm tém um lado
comum. Os planos que contém esses tridngulos formam um diedro de 150°. Calcular a medida
do segmento AD.

A Figura 1 ilustra o diedro do Problema 1.

Figura 1: Diedro do Problema 1.
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As alturas AM e M D dos triangulos equildteros ABC e BCD, respectivamente, medem

9
Ecm. Aplicando a Lei dos Cossenos (CARMO; MORGADO; WAGNER, 2005) no triangulo

AMD, concluimos que:

9\ 2 9\? 99
2 0.
AD* = <—) + (—> —2——cos 1507;

81 81 81V3

AD?
4 * 4 + 4
9
ADZE\/2+\/§cm. (1)

A medida do segmento AD (1) é dada por um radical duplo. Podemos escrevé-lo como uma
soma de radicais simples?

Problema 2 (Diagonal do pentagono regular). Calcular a medida d das diagonais do pentdgono
regular cujo lado mede /.

Um pentdgono regular tem cinco angulos internos congruentes de medida 108 e cinco dia-
gonais congruentes de medida d. A Figura 2 mostra duas dessas diagonais.

B £ o}

Figura 2: Diagonal do pentdgono regular do Problema 2.

NOS, R. L.; SAITO, O. H.; SANTOS, M. A. dos. Geometria, radicais duplos e a raiz quadrada de nimeros complexos. C.Q.D.— Revista Eletronica Paulista de
Matematica, Bauru, v. 11, p. 48-64, dez. 2017.
DOI: 10.21167/cqdvol11201723169664rInohsmas4864 Disponivel em: http://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/

50



Aplicando a Lei dos Cossenos (CARMO; MORGADO; WAGNER, 2005) no triangulo ABC
da Figura 2, obtemos:

d?> = 0%+ 0> —200cos108°;

d* = 20> —20%cos 108°;

d* =20*(1 —cos 108°);

d=+/2(1—cos108°) (. 2)

Para calcular a medida (2) precisamos determinar o valor de cos 108°. Para tanto, considera-
mos o tridngulo isésceles ABC ilustrado na Figura 3, de lados congruentes de medida 1 e angulos
internos congruentes de medida 72°. Neste tridngulo, tracamos o segmento CD = BC, de medida
x, e a altura AM relativa ao lado BC, que também ¢ a bissetriz do angulo BAC = 36°.

A T D 1—a

Figura 3: Tridngulo is6sceles ABC para calcular sen18°.

Na Figura 3, os tridngulos CDB e ABC sao semelhantes (caso angulo-angulo). Assim, temos
que:

CD BD.
AC  BC’
x_l—x.
1 x
¥=1-x;
x2+x—1:O;
V5—1
=5 3)
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No triangulo retangulo AMC da Figura 3, podemos determinar o valor sen18 utilizando (3),
ou seja:

X
senlSO:%;
1v5-1
senl8’ = g = 5\/_2 ;
5—1
senlS":\/_T. “4)

Como
cos 108 = cos (90° + 18%),

usando a propriedade do cosseno da soma de dois arcos (CARMO; MORGADO; WAGNER,
2005) e o valor obtido em (4), temos que:

cos 108° = cos (90° + 187);
c0s 108° = c0s90° cos 187 — sen90’sen18?;

cos 108° = —senl8’;

1-+/5
R 5)

cos 108° =

Substituindo (5) em (2), obtemos como medida para a diagonal do pentdgono regular

=1/2
d Tl
Ve,
2
d:—v6+2me. ©)

A medida (6) para d é dada por um radical duplo. Essa medida pode ser reescrita como uma
soma de radicais simples?

Problema 3 (Volume da piramide - Vestibular do ITA/1990). Seja uma piramide de vértice V
e base triangular ABC. O segmento AV, de comprimento unitdrio, é perpendicular a base e os
dngulos das faces laterais, no vértice V, medem 45°. Calcular o volume da pirdmide VABC.
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A Figura 4(a) ilustra a piramide do Problema 3.

(a) (b)

Figura 4: Pirdmide do Problema 3: (a) dados iniciais; (b) dados complementares.

O volume da piramide VABC ¢ determinado pela ter¢a parte do produto da drea Ap da base
pela medida % da altura (DOLCE; POMPEO, 2013b), ou seja,

Wasc = %ABh-
Como o segmento VA é perpendicular ao tridngulo ABC, VA é a altura da pirAmide. Temos
entdo que calcular a area da base. Utilizando propriedades do tridngulo isosceles e o Teorema
de Pitidgoras (DOLCE; POMPEO, 2013a), concluimos que AB = AC = luc e VB = VC = \/2uc,
como ilustra a Figura 4(b). Aplicando a Lei dos Cossenos (CARMO; MORGADO; WAGNER,
2005) ao triangulo VBC, temos que

BC? = <\/§)2 + (\@)2 —2V/2V/2c0s45°,

2
BC2:2+2—4\/7_,

BC? =4-2/2,
BC =1\/4—2/2,
BC =1\/4—+8uc. (7)

Antes de calcularmos a drea do tridngulo ABC, seria possivel escrevermos a medida de BC
(7), dada por um radical duplo, como uma diferen¢a de radicais simples?
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3 Convertendo radicais duplos geometricamente

Descrevemos no Problema 4 um artificio geométrico para converter um radical duplo em uma
soma de radicais simples.

Problema 4 (Area do octégono regular). Calcular a medida da drea de um octégono regular de
lado de medida a.

A drea A de um poligono regular de n lados de medida a é dada pelo produto do semiperimetro
p= % pela medida do apétema m (DOLCE; POMPEO, 2013a), isto &,

A = pm. (8)

Figura 5: Octégono regular de lado de medida a e apétema de medida m.

Em um octégono regular de lado de medida a e apétema de medida m, como ilustra a Figura 5,
360°

16
razao trigonométrica no triangulo retangulo BCO.

temos que COB =

= 22,5°. Assim, podemos calcular a medida do apétema m usando uma

tan22,5% =

SESIES

a

" Dtan22,50 ©)
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Substituindo (9) em (8), obtemos a drea do octégono regular em fun¢do da medida a do lado.

a
Aoct(’)gono = 4a2tan 22 50
24>
Aoct()gono = W (10)

T . .
Na relacao (10), 22,5° = 3 nao € um arco notdvel. Experimentemos calcular a 4rea do

octégono regular de outra maneira, determinando o octégono regular de lado de medida a a partir
de um quadrado de lado de medida a 4 2x do qual foram retirados quatro triangulos retangulos
de catetos de medida x e hipotenusa de medida a, como ilustra a Figura 6.

s F E R
G D
H C

a
x
P A B T Q

Figura 6: Oct6gono regular de lado de medida a obtido a partir de um quadrado de lado de medida a + 2x.

No triangulo retangulo BQC, expressamos a medida x em fun¢do da medida a utilizando o
Teorema de Pitagoras:

a2 = x2 —|—x2;
2
X— ga. 11

Com arelagdo (11), podemos expressar a medida do lado do quadrado como

a+2x:a+2§a:<\/i+l>a. (12)
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Como a érea do octogono regular de lado de medida a equivale a drea do quadrado de lado
de medida (12) menos a area dos quatro triangulos retangulos de catetos de medida (11), temos
que:

Aoctégono = Aquadrado - 4Atrifingulo
2 1V2 V2
—[(v2 1) ] VPP e
[(\/_ +1)a 27 a > a
=3a>+2V2d’ — a*

:2@6+Q&. (13)

A comparacdo das relagdes (10) e (13) permite que determinemos o valor de tan22,5°.

2a?
—:2( 2 1) 2
tan22,5° V2+il)a

1
tan22,5° = ——
V2+1
tan22,5° =2 -1
No célculo da drea do octégono regular (13) ndo surgiram radicais duplos. Contudo, podemos
empregar esse resultado para escrever um radical duplo como uma soma de radicais simples. Para

tanto, devemos decompor o octégono regular em um quadrado, quatro retangulos congruentes e
quatro triangulos retangulos congruentes, como na Figura 7.

F E
G D
J
H L K C
A B

Figura 7: Decomposi¢do do octégono regular de lado de medida a.
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Na Figura 7, AB=CD=EF =GH=1J=JK=KL=IL=ae EJ=FI=AL=BK =

GI =DJ = HL = CK = x. Assim:

Aoct(’)gono - Aquadrado + 4Aretﬁngulo + 4Atriéngulo;
2
2 (\/5—1— 1) a® = a2—|—4ax+4%;

a*+2v2a? = dax + 2x2;

2x% + dax — <2\/§+ 1) a* = 0.

A equacgdo do segundo grau (14) tem duas raizes, dadas por:

—4ai\/16a2+8 <2ﬁ+ 1)a2

X = 1 ;
—4ai\/4a2 <6+4\/§>
X = 1 ;
—d4a+2a\/6+42
X = ;
4 b
—2a+a\/6+42
X = ;
2
—24+/6+4V2
X = a.

2

2—V6+4V2

2

< 0. Como x € medida de um lado, temos que

x__—2+V6+4v§a
— > ,

Na igualdade (15), —

Comparando as igualdades (11) e (16), concluimos que:

—2+\/6+4\/§a_\/§a_
2 T2

—24+1/6+4V2=V72;

\V6+4V2 =242

6+4V2=V4+V2.

(14)

(15)

(16)

(17)
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Em (17), temos um radical duplo escrito como uma soma de radicais simples. Precisamos
agora determinar as regras que permitem efetuar essa transformacao.

4 Escrevendo radicais duplos como radicais simples

Queremos determinar as relagdes, apresentadas em Saito, N6s e Santos (2017), que possibili-

tam a transformacao
\/A+VB = +\/a+ Vb, (18)

sendo A, B, a, b € Q7 , com A% > B e ndo sendo B um quadrado perfeito. Elevando os membros
da igualdade (18) ao quadrado, obtemos

A+vVB=a+b+2Vab. (19)

Comparando os lados da igualdade (19), concluimos que

VB=2ab ~\ ar=2 .

{A:a-i-b {a+b:A
4

As igualdades em (20) mostram que a e b sdo as raizes da equacdo quadrética

B
2
—Ax+-=0
X x+4 ,
ou seja,
A++VA?2—B
x] ==
2
e
A—+A2—-B
Xzzbzf.

Como a > b, o lado direito de (18) é um niimero real positivo. A condicdo A> > B, imposta
inicialmente, garante que o lado esquerdo de (18) também é um nimero real positivo. Essas
condicoes eliminam as “raizes estranhas” que podem ser obtidas ao se elevar uma equagdo como
(18) ao quadrado, como discutido em Lima et al (2007).

Assim, podemos reescrever a igualdade (18) como

\/Aiﬁ:\/A+”;2_Bi\/A_”;42_B. (21)

Logo, o radical duplo pode ser transformado em uma soma (ou diferenga) de radicais simples
se, em (21), A% — B for um quadrado perfeito, com as condicdes anteriormente impostas a A e B.
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4.1 Retornando a solu¢ao dos problemas motivadores

1. Problema 1
Retornando ao Problema 1, verificamos que a medida (1) pode ser reescrita como uma
soma de radicais simples, isto porque A = 2 e B = 3 implicam em A> — B = 1, sendo que 1
¢ um quadrado perfeito. Logo, empregando a relacdo (21), obtemos:

m:\/z+\/m+\/z—\/zzz——3
\/2+1 \/ —1

Assim, a medida (1) pode ser escrita como:

1(2:)

-lkl\O S} e}

(\/_—i-\/_)cm

2. Problema 2
Retornando ao Problema 2, constatamos que a medida (6) pode ser reescrita como uma
soma de radicais simples, isto porque A = 6 e B = 20 implicam em A> — B = 16, sendo que
16 € um quadrado perfeito. Dessa forma, utilizando a relagdo (21), temos que:

m:\/6+m+\/6—\/§—720
\/6+4 \/6 4

=V5+1.

Entdo, a medida (6) para a diagonal do pentdgono regular de lado ¢ pode ser escrita como

\/§+1£
2 b

d=
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onde

¢ o numero de ouro (Stewart, 2009).

. Problema 3

Retornando ao Problema 3, averiguamos que a medida (7) nao pode ser reescrita como uma
diferenca de radicais simples, uma vez que A =4 e B = 8 implicam em A?> — B = 8, sendo
que 8 ndo € um quadrado perfeito.

Dessa forma, aplicando o Teorema de Heron (DOLCE; POMPEO, 2013a; NC)S; SAITO;
OLIVEIRA, 2015, 2016) ao tridangulo ABC, obtemos para a drea do triangulo ABC e para
o volume da piramide VABC, respectivamente,

1

Apape = E\/2\/§—2ua, (22)
1

Vyage = c 2v/2 — 2uv. (23)

As medidas (22) e (23) também sao dadas por radicais duplos. Como A = —2 < 0, ndo
podemos empregar a transformacéo (21), uma vez que A> —B= —4e VA2 —B=+\/—4 =
2i. Contudo, seria possivel utilizarmos a relacdo (21) para calcular a raiz quadrada de um
nimero complexo?

. Problema 4
Retornando ao Problema 4, temos que na medida (17) A = 6 e B = 32. Isto implica em
A? — B =4, sendo que 4 é um quadrado perfeito. Assim, usando a relacio (21), obtemos

/76+4\/§: /r\/ﬁ:\/6+\/62—3z+\/6—\/22—32
\/6+2 6 2

=2+V2,

conversao determinada na Se¢do 3 através de um artificio geométrico.

5 Calculando a raiz quadrada de um nimero complexo

Consideremos w € C, onde C denota o conjunto dos niimeros complexos (CARMO; MOR-

GADO; WAGNER, 2005; COURANT; ROBBINS, 1996; IEZZI, 2013), tal que w? =z =a=+bi,
sendo i = v/—1 a unidade imagindria e a,b € R, b > 0. Assim, utilizando a transformacao (21),
temos que

w=++/z=+Va+tbi,

w==+\atbv—1,
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w=+\at\—b2
. \/awmi\/a_m
2 2

w==

\/a+\/a2—|—b2i\/a—\/a2—|—b2 o4
2 2

Como Va?+b? é o médulo do niimero complexo z (CARMO; MORGADO; WAGNER,
2005; COURANT; ROBBINS, 1996; IEZZI, 2013), denotado por |z|, podemos reescrever a igual-

dade (24) como
a-+|z| \/a—lzl
=+,/z7=+ +
W=z (\/ 2 2 )

. i(\/\zwa \/ ><\2z|—a>)7
W:i<\/\zl¥i\/|z\7—ai>' (25)

Se |z| for um ndmero racional, o nimero complexo w (25) terd as partes real e imagindria
dadas por radicais simples.

Aplicamos agora a relacdo (25) para solucionar trés problemas, sendo os Problemas 5 e 6
adaptacoes de problemas propostos em Santos (2014) e Saito, Nos e Santos (2017).

5.1 Problemas aplicados
Problema 5. Calcular /15 — 8i.

Sendo z =15 —8i, temos a = 15 e b = 8. Logo:
1z| = V/ 152482 =17;
17+15 17—-15
\/Z:\/15—8i:j:(\/ —; —\/ 5 i>

:i(\/ﬁ—\/ﬂ)
—+(4—i).
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Problema 6. Determinar as raizes y| e y, da equacdo y*> + (3 +2i)y — (73 —79i) = 0.

A= (3+2i)* +4(1)(73 - 79i)
—9+412i—4+292—316i
=297 — 304

7 =297 —304i, a =297, b =304

2| = V2972 4 3042 = /180625 = 425
VZ=+V?297-304i =+ <\/425+297 B \/425—297i>

2 2
:i(\/ﬁ—\/6_4i>

= +(19—8i)
—(3+2i) £ (19 — 8i)
Y= 2
16 — 10i _
Y1 = ) =8—-15i
—22+6i
yy = T%’ =—11+43i

Problema 7. Solucionar a equagdo > — (4\/6 + 10i> =0.

©> =4V6+10i = 0 = \/4V6 + 10

z=4V6+10i, a =46, b= 10
2
ol =1/ (46) +102 = V196 = 14

VZi=\4/6+10i=+ \/14+24\/6+\/14_24\/6i

Vi== <\/7+2\/6+\/7—2\F6i>

Convertendo os radicais duplos \/ T+2vV6 = \/ 7++/24:

A=T7eB =24,
A% - B =49 24 =25;

(26)
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25 ¢ um quadrado perfeito;

VT2 =24 —V/72 =24
\/7ix/ﬂ:\/7+ ! i\/7 ; ;
7+5 [1— 5

\/7+£V24 \/+ —;

+v24 =v6+1. (27)

Substituindo (27) em (26), temos que:

\/Ezi(<\/6+1>+<\/6—1>i>;
o = <\/6+1>+<\/6—1>i;
—<\/8+1) — (\/6—1)i.

6 Conclusoes

A partir das relagdes que possibilitam converter (ou ndo) um radical duplo em uma soma (ou
diferenca) de radicais simples, apresentadas em Saito, N6s e Santos (2017), empregamos proble-
mas geométricos para motivar o estudo de radicais duplos. As relacdes de conversao apresentadas
podem simplificar o calculo de medidas lineares, como nos Problemas 1 e 2, de areas, como a de
alguns poligonos regulares, e de volumes, como do dodecaedro e do icosaedro regulares.

Mostramos também a relacdo existente entre radicais duplos e a raiz quadrada de um nimero
complexo. No Problema 7, convertemos as raizes complexas cujas partes real e imagindria sao
radicais duplos. Este problema enfatiza que a conversiao também pode simplificar nimeros com-
plexos. Destacamos que a relacdo que permite extrair raizes quadradas é mais simples do que a
Segunda Formula de Moivre (IEZZI, 2013), uma vez que nao depende do argumento do nimero
complexo.

Para finalizar, ressaltamos que, enquanto professores da Educacdo Bésica, é fundamental
associarmos Geometria, Algebra e Trigonometria, como ilustram os Problemas 1, 2, 3 e 4, assim
como os conteidos abordados em sala de aula, contextualizando-os sempre que possivel.
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