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Análise de estabilidade e limitação de uma classe
de equações diferenciais com retardamento via

teorema do ponto fixo de Krasnoselskii
Stability and boundedness analysis of a class of differential

equations with delay via the Krasnoselskii fixed point theorem

Resumo
Em vista da dificuldade em determinar funcionais de Lyapunov
para o estudo de estabilidade e limitação de soluções de equações
diferenciais funcionais com retardamento (EDFRs), Burton e co-
laboradores, por volta dos anos 2000, começaram os estudos so-
bre estabilidade e limitação de soluções de EDFRs usando a te-
oria de ponto fixo. Em comparação à teoria desenvolvida por
Aleksandr Lyapunov, as condições exigidas são mais realistas,
o que viabiliza a aplicação das equações. Neste trabalho, estu-
daremos estabilidade e limitação de soluções de EDFRs do tipo
x′(t) =−a(t)x(t− r1)+b(t)x1/3(t− r2(t)), usando o Teorema do
Ponto Fixo de Krasnoselskii.
Palavras-chave: Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii.
Equação Diferencial Funcional com Retardamento. Estabilidade.
Limitação.

Abstract

In view of the difficulty in determining Lyapunov functionals
for the stability and boundedness study of solutions of retarded
functional differential equations (RFDEs), Burton et al., by the
2000s, established some studies on stability and boundedness of
solutions of RFDEs using the fixed-point theory. Compared to
the theory developed by Aleksandr Lyapunov, the required con-
ditions are more realistic, which makes it possible the applica-
tions of the equations. In this work, we will study the stabi-
lity and boundedness of solutions of RFDEs of the type x′(t) =
−a(t)x(t− r1)+b(t)x1/3(t− r2(t)), using the Krasnoselskii’s Fi-
xed Point Theorem.
Keywords: Krasnoselskii’s Fixed Point Theorem. Retarded
Functional Differential Equations. Stability. Boundedness.
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1 Introdução
Funções e funcionais de Lyapunov têm sido usados com sucesso para obter estabilidade e

limitação de equações diferenciais funcionais com retardamento. No entanto, existem várias
dificuldades encontradas no estudo da estabilidade por meio do método direto de Lyapunov.
Recentemente, Burton e seus colaboradores aplicaram a teoria do ponto fixo para investigar a
estabilidade e limitação de equações diferenciais e mostraram que algumas dessas dificuldades
desaparecem quando se aplica tal teoria, conforme se pode constatar nos trabalhos [1], [2], [3],
[4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12], [13], [14], por exemplo.

Neste trabalho, inspirados em [11] e [15], adotamos o Teorema do Ponto Fixo de Krasnosels-
kii para estudar a estabilidade e limitação da equação

x′(t) =−a(t)x(t− r1(t))+b(t)x1/3(t− r2(t)), (1)

onde a,b ∈C(R+,R),r1(t) ∈C(R+,R+), com t− r1(t)→∞ quando t→∞, e r2 ∈C(R+, [0,γ]),
com γ > 0.

Primeiramente exibimos resultados de estabilidade e limitação para um caso especial da
equação (1), a saber

x′(t) =−a(t)x(t− r1)+b(t)x1/3(t− r2(t)), (2)

em que r1 ≥ 0 é uma constante e a ∈ C(R+,(0,∞)). Os resultados obtidos para a equação (1)
generalizam os obtidos para a equação (2).

Este artigo foi escrito com o intuito de divulgar a possibilidade de aplicação da teoria de ponto
fixo ao estudo de estabilidade e limitação de soluções de equações diferenciais funcionais com
retardamento. É de grande valia informar que este trabalho não possui resultados inéditos, possui
apenas uma análise mais detalhada de resultados já existentes na literatura.

2 Definições e resultados preliminares
Definição 1 Um conjunto L em um espaço métrico (S,ρ) é compacto se toda sequência {xn}n∈N⊂
L possuir uma subsequência convergente, com limite em L.

Definição 2 Seja U um intervalo de R e considere { fn}n∈N uma sequência de funções fn : U →
Rd , com d ∈ N. Denote por | · | qualquer norma sobre Rd. Dizemos que

1. { fn}n∈N é uniformemente limitada em U se existir uma constante M > 0 tal que | fn(t)| ≤M
para todo n ∈ N e todo t ∈U.

2. { fn}n∈N é equicontı́nua em U se para todo ε > 0 existir δ > 0, tal que

t1, t2 ∈U, |t1− t2|< δ ⇒ | fn(t1)− fn(t2)|< ε,

para todo n ∈ N.

Teorema 3 (Teorema de Ascoli- Arzelà) Se { fn}n∈N é uma sequência uniformemente limitada
e equicontı́nua de funções reais no intervalo [a,b], então existe uma subsequência de { fn}n∈N
que converge uniformemente em [a,b] para uma função contı́nua.
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Uma prova do Teorema de Ascoli-Arzelà pode ser encontrada em [16], página 165.
Sejam r > 0 e h : [−r,∞)→ [1,∞) uma função crescente e contı́nua, tal que h(−r) = 1 e

h(s)→ ∞ quando s→ ∞. Considere (S, | · |h) o espaço de Banach das funções contı́nuas φ :
[−r,∞)→ R, em que

|φ |h = sup
t≥−r

∣∣∣∣φ(t)h(t)

∣∣∣∣< ∞,

e (M, | · |h) o espaço métrico completo das funções φ ∈ S tais que |φ(t)| ≤ 1 para −r ≤ t < ∞ e
φ(t) = ψ(t) em [−r,0].

Através do Teorema 3, podemos provar o próximo resultado.

Lema 4 Em (S, | · |h), o conjunto L = { f ∈M|| f |h ≤ K1, | f (u)− f (v)| ≤ K2|u− v|} é compacto.

O próximo teorema é a ferramenta principal para a obtenção dos resultados de estabilidade e
limitação para as equações (1) e (2).

Teorema 5 (Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii ([17], página 31)) Seja M um subcon-
junto fechado convexo e não vazio de um espaço de Banach (S,‖ · ‖). Suponha que A e B sejam
aplicações de M em S, tais que:

(a) Ax+By ∈ S para quaisquer x,y ∈M);

(b) A é contı́nua e AM está contida em um conjunto compacto;

(c) B é uma contração com constante α < 1.

Nessas condições, existe um único y ∈M tal que Ay+By = y.

3 Resultados iniciais
Para a equação (2), temos o seguinte resultado sobre limitação.

Teorema 6 Suponha que existam constantes 0 < β < 1 e K > 0 satisfazendo

sup
t≥0

∣∣∣∣ b(t)
a(t + r1)

∣∣∣∣≤ β (3)

e, para |t1− t2| ≤ 1, ∣∣∣∣∫ t2

t1
a(u+ r1)du

∣∣∣∣≤ K|t1− t2|, (4)

enquanto para t ≥ 0,

2sup
t≥0

∫ t

t−r1

a(u+ r1)du+β < 1. (5)

Se ψ é uma função inicial contı́nua com norma suficientemente pequena, então existirá uma
solução x(t,0,ψ) de (2) em R com |x(t,0,ψ)|< 1.
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Demonstração: Seja ψ : [−r1,0]→R uma função inicial contı́nua com |ψ|= sup
t∈[−r1,0]

|ψ(t)|<

Ψ, em que Ψ é uma constante positiva menor do que 1, a ser determinada. Seja h : [−r,∞)→
[1,∞) uma função crescente e contı́nua, tal que h(−r) = 1 e h(s)→ ∞ quando s→ ∞, e α < 1
uma constante tal que

2
∫ t

t−r1

a(s+ r1)h(s)
h(t)

ds≤ α. (6)

Por (5), para tal função h, tem-se

2
∫ t

t−r1

a(s+ r1)h(s)
h(t)

ds≤ 2
∫ t

t−r1

a(s+ r1)h(t)
h(t)

ds < 1.

Seja (S, | · |h) o espaço de Banach das funções contı́nuas φ : [−r,∞)→ R, com

|φ |h ≡ sup
t≥−r

∣∣∣∣φ(t)h(t)

∣∣∣∣< ∞

e considere (M, | · |h) o espaço métrico completo das funções φ ∈ S tais que |φ(t)| ≤ 1 para
−r ≤ t < ∞ e φ(t) = ψ(t) em [−r,0].

Escrevendo (2) como

x′(t) =−a(t + r1)x(t)+
d
dt

[∫ t

t−r1

a(s+ r1)x(s)ds
]
+b(t)x1/3(t− r2(t)),

usando a fórmula da variação dos parâmetros e integração por partes, obtém-se

x(t) = x0e−
∫ t

0 a(s+r1)ds +
∫ t

0
e−

∫ t
s a(u+r1)du

[
d
ds

∫ s

s−r1

a(u+ r1)x(u)du+b(s)x1/3(s− r2(s))
]

ds

= x0e−
∫ t

0 a(s+r1)ds +
∫ t

0
e−

∫ t
s a(u+r1)du d

ds

∫ s

s−r1

a(u+ r1)x(u)duds

+
∫ t

0
e−

∫ t
s a(u+r1)dub(s)x1/3(s− r2(s))ds,

que equivale a

x(t) = x0e−
∫ t

0 a(s+r1)ds +
∫ t

t−r1

a(u+ r1)x(u)du− e−
∫ t

0 a(u+r1)du
∫ 0

−r1

a(u+ r1)x(u)du

−
∫ t

0
a(u+ r1)e−

∫ t
s a(u+r1)du

∫ s

s−r1

a(u+ r1)x(u)duds

+
∫ t

0
e−

∫ t
s a(u+r1)dub(s)x1/3(s− r2(s))ds,

onde x(t) = ψ(t) em [−r,0] e ψ(0) = x0.
Definamos as aplicações A,B : M→M por

(Aφ)(t)
∫ t

0
e−

∫ t
s a(u+r1)dub(s)φ 1/3(s− r2(s))ds (7)

e
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(Bφ)(t) = x0e−
∫ t

0 a(s+r1)ds +
∫ t

t−r1

a(u+ r1)φ(u)du− e−
∫ t

0 a(u+r1)du
∫ 0

−r1

a(u+ r1)φ(u)du (8)

−
∫ t

0
a(u+ r1)e−

∫ t
s a(u+r1)du

∫ s

s−r1

a(u+ r1)φ(u)duds,

para φ ∈M.
Mostraremos que φ ,η ∈M implica Aφ +Bη ∈M. Seja ‖ · ‖ a norma do supremo em [−r,∞)

de φ ∈ S, se φ é limitada. Assim,

|(Aφ)(t)+(Bη)(t)| ≤ ‖ψ‖e−
∫ t

0 a(s+r1)ds +‖η‖
∫ t

t−r1

a(u+ r1)du

+ e−
∫ t

0 a(u+r1)du‖ψ‖
∫ 0

−r1

a(u+ r1)du+‖η‖sup
t≥0

∫ t

t−r1

a(u+ r1)du+‖ψ‖1/3
β

≤ ‖ψ‖e−
∫ t

0 a(s+r1)ds
(

1+
∫ 0

−r1

a(u+ r1)du
)
+2sup

t≥0

∫ t

t−r1

a(u+ r1)du+β

< 1,

para ‖ψ‖ suficientemente pequeno.
Agora, mostraremos que AM está contido num conjunto compacto em (S, | · |h). Pelo Lema 4,

é suficiente mostrar que AM é equicontı́nua. Com efeito, se φ ∈M e 0≤ t1 < t2 < t1 +1, então

|(Aφ)(t1)− (Aφ)(t2)| ≤

≤
∣∣∣∣∫ t2

0
b(s)e−

∫ t2
s a(u+r1)du

φ
1/3(s− r2(s))ds

−
∫ t1

0
b(s)e−

∫ t1
s a(u+r1)du

φ
1/3(s− r2(s))ds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ t2

t1
b(s)e−

∫ t2
s a(u+r1)du

φ
1/3(s− r2(s))ds

+
∫ t1

0
b(s)

[
e−

∫ t2
s a(u+r1)du− e−

∫ t1
s a(u+r1)du

]
φ

1/3(s− r2(s))ds
∣∣∣∣

≤
∫ t2

t1
|b(s)|e−

∫ t2
s a(u+r1)duds+

∫ t1

0
|b(s)|

∣∣∣e−∫ t2
0 a(u+r1)du− e−

∫ t1
0 a(u+r1)du

∣∣∣e∫ s
0 a(u+r1)ds

≤ β

∫ t2

t1
a(s+ r1)ds+

∣∣∣e−∫ t2
0 a(u+r1)du− e−

∫ t1
0 a(u+r1)du

∣∣∣∫ t1

0
|b(s)|e

∫ s
0 a(u+r1)duds

= βK|t2− t1|+β

∣∣∣e−∫ t2
0 a(u+r1)du− e−

∫ t1
0 a(u+r1)du

∣∣∣[e∫ t1
0 a(u+ r1)−1

]
≤ βK|t2− t1|+β

∣∣∣e−∫ t2
t1

a(u+r1)du−1
∣∣∣

≤ βK|t2− t1|+β

∣∣∣∣∫ t2

t1
a(u+ r1)du

∣∣∣∣
≤ 2βK|t2− t1|,

por (4).
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Agora vamos mostrar que B : M → M é uma contração, isto é, existe α < 1 tal que
|(Bφ1)− (Bφ2)|h ≤ α|φ1−φ2|h, para φ1,φ2 ∈M. De fato, para todo t ≥ 0, temos

|(Bφ1)(t)− (Bφ2(t))|
h(t)

≤
∫ t

t−r1

a(u+ r1)
|φ1(u)−φ2(u)|

h(t)
du

+
1

h(t)

∫ t

0
a(s+ r1)e−

∫ t
s a(u+r1)du

∫ s

s−r1

a(u+ r1)|φ1(u)−φ2(u)|duds

≤ sup
t≥0

∫ t

t−r1

a(s+ r1)
h(s)
h(t)

ds|φ1−φ2|h + |φ1−φ2|h sup
t≥0

∫ t

t−r1

a(u+ r1)
h(u)
h(t)

du

= |φ1−φ2|h sup
t≥0

∫ t

t−r1

a(u+ r1)
h(u)
h(t)

du

≤ α|φ1−φ2|h,

em que α = sup
t≥0

∫ t

t−r1

a(u+ r1)du < 1, por (5).

Por fim, mostremos que A é contı́nua. Seja ε > 0. Devemos encontrar δ > 0 de forma que

φ ,η ∈M, |φ −η |< δ ⇒ |Aφ −Aη |< εβ .

Com efeito, como x1/3 é uniformemente contı́nua em [−1,1], então dado ε > 0 e T > 0 fixado
com 4/h(T )< ε , existe δ > 0 tal que |x1− x2|< δh(T ) implica |x1/3

1 − x1/3
2 |< ε/2. Então, para

|φ(t)−η(t)|< δh(t) e t > T , temos

|Aφ(t)−Aη(t)|
h(t)

≤ 1
h(t)

∫ t

0
b(s)e−

∫ t
s a(u+r1)du|φ 1/3(s− r2(s))−η

1/3(s− r2(s))|ds

≤ 1
h(t)

[∫ T

0
|b(s)|e−

∫ t
s a(u+r1)du|φ 1/3(s− r2(s))−η

1/3(s− r2(s))|ds+2
∫ t

T
|b(s)|e−

∫ t
s a(u+r1)duds

]
≤
[

βε

2h(t)

]∫ T

0
a(s+ r1)e−

∫ t
s a(u+r1)duds+

2β

h(T )

≤ βε

2
+

2β

h(T )

≤ βε

2
+

βε

2
= βε.

Desta maneira, as condições do Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii são satisfeitas e
existe um ponto fixo em M da aplicação A+B, ou seja, existe uma solução x(t,0,ψ) de (2) em R
com |x(t,0,ψ)|< 1.

�

Para o próximo resultado de estabilidade, admitiremos que existe β < 1 tal que

sup
t≥0

∣∣∣∣ b(t)
a(t + r1)

∣∣∣∣≤ β e
b(t)

a(t + r1)
→ 0 quando t→ ∞. (9)
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Teorema 7 Suponha satisfeitas as condições (4), (5) e (9) e assuma que
∫

∞

0
a(s)ds = ∞. Se ψ

é uma função inicial contı́nua com norma suficientemente pequena, então a equação (2) possui
uma solução x(t,0,ψ), tal que x(t,0,ψ)→ 0 quando t→ ∞.

Demonstração: Todos os cálculos na demonstração do teorema anterior são satisfeitas para
h(t) = 1 quando | · |h é substituı́da pela norma do supremo ‖ · ‖. Defina g : [0,∞)→ (0,1] por

g(t) =
∫ t

0
a(s+ r1)e−

∫ t
s a(u+r1)du b(s)

a(s+ r1)
ds.

É possı́vel verificar que g(t) → 0 quando t → ∞, modificando a demonstração de que a
convolução de uma função L1

[
a(s+ r1)e−

∫ t
s a(u+r1)du

]
com uma função tendendo a zero

[
b(s)

a(s+r1)

]
tende a zero.

Vamos adicionar a M a seguinte condição:

φ ∈M⇒ φ(t)→ 0 quando t→ ∞.

Sejam A e B as aplicações definidas em (7) e (8), respectivamente. Então, Aφ(t)≤ g(t) e Bφ(t)→
0 quando t→ ∞.

Conforme vimos na demonstração do Teorema 6, temos que AM é equicontı́nuo e AM está
contido num conjunto compacto. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii, existe y ∈ M
com Ay+By = y. Como y ∈M, segue que y(t)→ 0, quando t→ ∞, e a prova está completa.

�

4 Principais resultados
Vamos agora obter resultados de limitação e estabilidade para a equação (1), que generalizam

os resultados apresentados na seção anterior.

Teorema 8 Seja r1(t) diferenciável e suponha que existam constantes positivas α < 1,K1 e K2 e
uma função g ∈C(R+,R+) tal que, para |t2− t1| ≤ 1, tem-se∣∣∣∣∫ t2

t1
|b(u)|du

∣∣∣∣≤ K1|t2− t1| (10)

e ∣∣∣∣∫ t2

t1
g(u)du

∣∣∣∣≤ K2|t2− t1|, (11)

enquanto que para t ≥ 0 tem-se

∫ t

t−r1(t)
g(u)du+

∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)dug(s)

∫ s

s−r1(s)
g(u)duds+ (12)

+
∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)du{|g(s− r1(s))(1− r′1(s))−a(s)|+ |b(s)|

}
≤ α.
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Se ψ é uma função inicial contı́nua com norma suficientemente pequena, então existe uma
solução x(t,0,ψ) de (1) em R+ com |x(t,0,ψ)|< 1.

Demonstração: Seja ψ : [−r,0]→ R uma função inicial contı́nua com|ψ|= sup
t∈[−r,0]

|ψ(t)|<

Ψ, onde Ψ é uma constante positiva menor do que 1, a ser determinada. Seja h : [−r,∞)→ [1,∞)
uma função estritamente crescente e contı́nua com h(−r) = 1, h(s)→ ∞ quando s→ ∞, tal que

∫ t

t−r1(t)
g(u)

h(u)
h(t)

du+
∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)dug(s)

∫ s

s−r1(s)
g(u)

h(u)
h(t)

duds+ (13)∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)du|g(s− r1(s))||(1− r′1(s))−a(s)|h(s− r1(s))

h(t)
≤ α. (14)

Seja (S, | · |h) o espaço de Banach das funções contı́nuas φ : [−r,∞)→ R, tais que |φ |h =

sup
t≥−r

∣∣∣∣φ(t)h(t)

∣∣∣∣<∞, e (M, | · |h) o espaço métrico das funções φ ∈ S tais que |φ(t)| ≤ 1 para t ∈ [−r,∞)

e φ(t) = ψ(t) em [−r,0].
Multiplicando ambos os lados de (1) por e

∫ t
0 g(s)ds e integrando de 0 a t, obtemos

x(t) = x0e−
∫ t

0 g(s)ds +
∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)dug(s)x(s)ds−

∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)dua(s)x(s− r1(s))ds (15)

+
∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)dub(s)x1/3(s− r2(s))ds.

Note que ∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)dug(s)x(s)ds =

∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)dud

(∫ s

s−rs

g(u)x(u)du
)

ds

+
∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)dug(s− r1(s))x(s− r1(s))(1− r′1(s))ds.

Usando a integração por partes em (15), temos

x(t) = x0e−
∫ t

0 g(s)ds− e−
∫ t

0 g(u)du
∫ 0

−r1(0)
g(u)x(u)du+

∫ t

t−r1(t)
g(u)x(u)du

−
∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)dug(s)

∫ s

s−r1(s)
g(u)x(u)duds

+
∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)du[g(s− r1(s))(1− r′1(s))−a(s)]x(s− r1(s))ds

+
∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)dub(s)x1/3(s− r2(s))ds,

onde x(t) = ψ(t) em [−r,0] e ψ(0) = x0.
Definamos as aplicações A,B : M→M por

(Aφ)(t) =
∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)dub(s)x1/3(s− r2(s))ds (16)
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e

(Bφ)(t) = x0e−
∫ t

0 g(s)ds− e−
∫ t

0 g(u)du
∫ 0

−r1(0)
g(u)x(u)du+

∫ t

t−r1(t)
g(u)x(u)du (17)

−
∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)dug(s)

∫ s

s−r1(s)
g(u)x(u)duds

+
∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)du[g(s− r1(s))(1− r′1(s))−a(s)]x(s− r1(s))ds,

para φ ∈M.
Agora mostraremos que se φ ,η ∈M então Aφ +Bη ∈M. Considere ‖·‖ a norma do supremo

em [−r,∞) de φ ∈ S, se φ for limitada. Observe que

|(Aφ)(t)+(Bη)(t)| ≤ ‖ψ‖e−
∫ t

0 g(s)ds
(

1+
∫ 0

−r1(0)
g(u)du

)
+‖η‖

∫ t

t−r1(t)
g(u)du (18)

+‖η‖
∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)dug(s)

∫ s

s−r1(s)
g(u)x(u)duds (19)

+‖η‖
∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)du|g(s− r1(s))(1− r′1(s))−a(s)|ds (20)

+‖φ‖1/3
∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)du|b(s)|ds (21)

≤ ‖ψ‖e−
∫ t

0 g(s)ds
(

1+
∫ 0

−r1(0)
g(u)du

)
+α < 1, (22)

desde que ‖ψ‖ seja suficientemente pequeno.
Na sequência mostraremos que AM é equicontı́nuo. Se φ ∈M e 0 ≤ t1 < t2 com t2− t1 < 1,

então

|(Aφ)(t2)− (Aφ)(t1)|=
∣∣∣∣∫ t2

0
e−

∫ t2
s g(u)dub(s)φ 1/3(s− r2(s))ds−

∫ t1

0
e−

∫ t1
s g(u)dub(s)φ 1/3(s− r2(s)ds)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ t1

0
e−

∫ t2
s g(u)dub(s)φ 1/3(s− r2(s))ds+

∫ t2

t1
e−

∫ t2
s g(u)dub(s)φ 1/3(s− r2(s)ds

−
∫ t1

0
e−

∫ t1
s g(u)dub(s)φ 1/3(s− r2(s))ds

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ t2

t1
e−

∫ t2
s g(u)dub(s)φ 1/3(s− r2(s)ds

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ t1

0

(
e−

∫ t2
s g(u)du− e−

∫ t1
s g(u)du

)
b(s)φ 1/3(s− r2(s))ds

∣∣∣∣
≤
∫ t2

t1
e−

∫ t2
s g(u)du|b(s)|ds+

∫ t1

0

∣∣∣e−∫ t1
s g(u)du− e−

∫ t2
s g(u)du

∣∣∣ |b(s)|ds

=
∫ t2

t1
e−

∫ t2
s g(u)dud

(∫ s

t1
|b(v)|dv

)
ds+

∫ t1

0
e
∫ s

0 g(u)du
∣∣∣e−∫ t2

0 g(u)du− e−
∫ t1

0 g(u)du
∣∣∣ |b(s)|ds

=
∫ t2

t1
e−

∫ t2
s g(u)dud

(∫ s

t1
|b(v)|dv

)
ds+

∣∣∣e−∫ t2
0 g(u)du− e−

∫ t1
0 g(u)du

∣∣∣∫ t1

0
e
∫ s

0 g(u)du|b(s)|ds

=
∫ t2

t1
e−

∫ t2
s g(u)dud

(∫ s

t1
|b(v)|dv

)
ds+

∣∣∣e−∫ t2
0 g(u)du− e−

∫ t1
0 g(u)du

∣∣∣e∫ t1
0 g(u)du

∫ t1

0
e−

∫ t1
s g(u)du|b(s)|ds
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≤
∫ t2

t1
|b(s)|du

(
1+

∫ t2

t1
e−

∫ t2
s g(u)dug(s)ds

)
+α

∣∣∣e−∫ t2
t1

g(u)du−1
∣∣∣

≤ 2
∫ t2

t1
|b(s)|du+α

∫ t2

t1
g(u)du≤ (2K1 +αK2)|t1− t2|.

Sendo assim, pelo Lema 4, concluı́mos que AM está contido num conjunto compacto em
(S, | · |h).

Agora, vamos mostrar que B é uma contração com constante α < 1. Com efeito, dadas φ1 e
φ2 em M, temos

|(Bφ1)(t)− (Bφ2)(t)|
h(t)

≤
∫ t

t−r1(t)
g(u)
|φ1(u)−φ2(u)|

h(t)
du

+
1

h(t)

∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)dug(s)

∫ s

s−r1(s)
g(u)|φ1(u)−φ2(u)|duds

+
1

h(t)

∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)du|g(s− r1(s))(1− r′1(s))−a(s)||φ1(s− r1(s))−φ2(s− r1(s))|ds

≤
{∫ t

t−r1(t)
g(u)

h(u)
h(t)

du+
∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)dug(s)

∫ s

s−r1(s)
g(u)

h(u)
h(t)

duds

+
∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)du|g(s− r1(s))(1− r′1(s))−a(s)|h(s− r1(s))

h(t)
ds
}
|φ1−φ2|h

≤ α|φ1−φ2|h.

Por último, vamos mostrar que A é contı́nua. Tome ε > 0 e φ ∈ M. Como x1/3 é uni-
formemente contı́nua em [−1,1], então para T > 0 com 4/h(T ) < ε , existe δ > 0 tal que
|x1− x2| < δh(T ) implica |x1/3

1 − x1/3
2 | < ε/2. Assim, para |φ(t)−η(t)| < δh(T ) e para t > T ,

tem-se

|(Aφ)(t)− (Aη)(t)|
h(t)

≤ 1
h(t)

∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)du|b(s)||φ 1/3(s− r2(s))−η

1/3(s− r2(s))|ds

≤ 1
h(t)

{∫ T

0
e−

∫ t
s g(u)du|b(s)||φ 1/3(s− r2(s))−η

1/3(s− r2(s))|ds+2
∫ t

T
|b(s)|e−

∫ t
s g(u)duds

}
≤ 1

h(t)

{
ε

2

∫ T

0
e−

∫ t
s g(u)du|b(s)|ds+2α

}
≤ 1

h(t)

(
ε

2
α +2α

)
≤ εα

2h(t)
+

2α

h(T )
≤ εα

2
+

2α

h(T )
<

εα

2
+

εα

2
= εα < ε.

As condições do Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii estão satisfeitas e, por conseguinte,
existe um ponto fixo em M da aplicação A+B, ou seja, existe uma solução x(t,0,ψ) de (1) em
R, tal que |x(t,0,ψ)|< 1.

�

Tomando r1(t) = r1, em que r1 é uma constante real e g(t) = a(t + r1), obtém-se o seguinte
resultado.
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Corolário 9 Suponha que (4) e (10) sejam satisfeitas e a condição (12) substituı́da pela seguinte
condição:∫ t

t−r1

a(u+ r1)du+
∫ t

0
e−

∫ t
s a(u+r1)dua(s+ r1)

∫ s

s−r1

a(u+ r1)duds+
∫ t

0
e−

∫ t
s a(u+r1)du|b(s)|ds≤ α.

(23)
Se ψ é uma função contı́nua inicial com norma suficientemente pequena, então existe uma

solução x(t,0,ψ) de (2) em R+ com |x(t,0,ψ)|< 1.

Observação 10 Note que

(3)+ (4)⇒ (10) e (3)+ (5)⇒ (23).

Daı́, podemos afirmar que o Corolário 9 generaliza o Teorema 6.

Teorema 11 Suponha que as condições (10), (11) e (12) estejam satisfeitas e assuma que∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)dub(s)ds→ 0 quando t→ ∞ (24)

e
liminf

t→∞

∫ t

0
g(s)ds >−∞. (25)

Se ψ é uma função inicial contı́nua com norma suficientemente pequena, então (1) tem uma
solução x(t,0,ψ), tal que x(t,0,ψ)→ 0 quando t→ ∞ se, e somente se,∫ t

0
g(s)ds→ ∞ quando t→ ∞. (26)

Demonstração: Suponhamos que (26) seja válido e considere

N = sup
t≥0
{e−

∫ t
0 g(s)ds}. (27)

Todos os cálculos na demonstração do teorema anterior seguem para h(t) = 1 quando | · |h é
trocada pela norma do supremo ‖ · ‖. Adicionemos a M a seguinte condição:

φ ∈M⇒ φ(t)→ 0 quando t→ ∞.

Por (24) é possı́vel notar que se φ ∈ M então (Aφ)(t)→ 0 quando t → ∞. Além disso, é claro
que (Bφ)(t)→ 0 quando t→ ∞. Logo Aφ +Bη ∈M, se φ ,η ∈M.

Como AM é equicontı́nuo (veja a demonstração do Teorema 8), A aplica M em um conjunto
compacto de M. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii, existe x ∈M tal que Ax+Bx = x.
Como x ∈M, x(t)→ 0 quando t→ ∞.

Reciprocamente, suponha que (26) não ocorra. Então, por (25), existe uma sequência {tn},
tn→ ∞ com n→ ∞, tal que

lim
n→∞

∫ tn

0
g(u)du = l, para algum l ∈ R.
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Podemos escolher uma constante J ∈ R+, tal que −J ≤
∫ tn

0
g(s)ds ≤ J para n ≥ 1. Para

simplificar os cálculos, defina

ω(s) = |g(s− r1(s))(1− r′1(s))−a(s)|+ |b(s)|+g(s)
∫ s

s−r1(s)
g(u)du, ∀s≥ 0.

Por (12), tem-se
∫ t

0
e−

∫ tn
s g(u)du

ω(s)ds≤ α , de onde segue que

∫ tn

0
e
∫ s

0 g(u)du
ω(s)ds≤ αe

∫ tn
0 g(u)du ≤ eJ.

A sequência
{∫ tn

0 e
∫ s

0 g(u)duω(s)ds
}

é limitada, então admite subsequência convergente. Va-

mos assumir que lim
n→∞

∫ tn

0
e
∫ s

0 g(u)du
ω(s)ds = µ , para algum µ ∈R+, e escolher k ∈Z+ suficiente-

mente grande de modo que
∫ tn

tk
e
∫ s

0 g(u)du
ω(s)ds <

δ0

4N
para n≥ k, onde δ0 > 0 e 2δ0KeJ +α < 1.

Agora vamos considerar a solução x(t) = x(t, tk,ψ) de (1) com ψ(tk) = δ0 e |ψ(s)| ≤ δ0 para

s≤ tk. Devemos escolher ψ de modo que |x(t)| ≤ 1 para t ≥ tk e ψ(tk)−
∫ tk

tk−r1

g(s)ψ(s)ds≥ 1
2

δ0.

Segue de (16) e (17) que x(t) = (Ax)(t)+(Bx)(t) para n≥ tk. Observe que

|x(tn)−
∫ tn

tn−r1(tn)
g(s)x(s)ds| ≥ 1

2
δ0e
−
∫ tn

tk
g(u)du−

∫ tn

tk
e−

∫ tn
s g(u)du

ω(s)ds (28)

=
1
2

δ0e
−
∫ tn

tk
g(u)du− e−

∫ tn
0 g(u)du

∫ tn

tk
e
∫ s

0 g(u)du
ω(s)ds

= e
−
∫ tn

tk
g(u)du

(
1
2

δ0− e−
∫ tk

0 g(u)du
∫ tn

tk
e
∫ s

0 g(u)du
ω(s)ds

)
≥ e
−
∫ tn

tk
g(u)du

(
1
2

δ0−N
∫ tn

tk
e
∫ s

0 g(u)du
ω(s)ds

)
≥ e
−
∫ tn

tk
g(u)du

(
1
2

δ0−
1
4

δ0

)
=

1
4

δ0e
−
∫ tn

tk
g(u)du ≥ 1

4
δ0e−2J > 0.

Por outro lado, como a solução x(t) de (1) é tal que x(t) = x(t, tk,ψ)→ 0 quando t→∞, visto
que tn− r1(tn)→ ∞ quando n→ ∞ e (12) é válida, temos que

x(tn)−
∫ tn

tn−r1(tn)
g(s)x(s)ds→ 0 quando n→ ∞,

o que contradiz (28). Portanto, a condição (26) é necessária para que (1) possua uma solução
x(t,0,ψ)→ 0 quando t→ ∞, o que completa a prova.

�

Para o caso especial em que b(t) = 0, obtemos o seguinte corolário.
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Corolário 12 Seja r1(t) diferenciável. Suponha que exista uma constante α ∈ (0,1) e uma
função g ∈C(R+,R), tal que para t ≥ 0 tem-se

liminf
t→∞

∫ t

0
g(s)ds >−∞ (29)

e ∫ t

t−r1(t)
g(u)du+

∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)dug(s)

∫ s

s−r1(s)
g(u)duds (30)

+
∫ t

0
e−

∫ t
s g(u)du|g(s− r1(s))(1− r′1(s))−a(s)|ds≤ α.

Se ψ é uma função inicial contı́nua com norma suficientemente pequena, então (2) possui
uma solução x(t,0,ψ)→ 0 quando t→ ∞ se, e somente se,∫ t

0
g(s)ds→ ∞ quando t→ ∞. (31)

Agora, se r1(t) = r1 ∈ R e g(t) = a(t + r1), então obtemos o próximo resultado.

Corolário 13 Suponha que (4), (10) e (23) são satisfeitas e assuma que∫ t

0
e−

∫ t
s a(u+r1)dub(s)ds→ 0 quando t→ ∞. (32)

Se ψ é uma função inicial contı́nua com norma suficientemente pequena, então (2) possui

uma solução x(t,0,ψ), tal que x(t,0,ψ)→ 0 quando t→ ∞ se, e somente se,
∫

∞

0
a(s)ds = ∞.

Observação 14 A condição (9) implica (32); disto seque que o Corolário 13 generaliza o Teo-
rema 7.

5 Exemplo
Considere a seguinte equação escalar

x′(t) =− 1
t +0.75

x(t−0.25)+
1

6.3052t +1
x1/3(t− r2(t)), (33)

onde r2 ∈C(R+, [0,γ]), com γ > 0.

Claramente, sup
t≥0

∣∣∣∣∣ 1
6.3052t+1

1
(t+0.25)+0.75

∣∣∣∣∣ = sup
t≥0

t +1
6.3052t +1

= 1, já que a função t ≥ 0 7→ t+1
6.3052t+1 é

decrescente. Daı́ segue que a condição (3) não é satisfeita. Então, o Teorema 6 e o Teorema
7 falham para a equação 33. Por outro lado, é fácil verificar que as condições (4) e (10) são
satisfeitas para a(t) = 1

t+0.75 e b(t) = t+1
6.3052t+1 . Ademais, dado t ≥ 0, temos:

•
∫ t

t−r1

a(u+ r1)du =
∫ t

t−0.25

1
s+1

ds = ln(t +1)− ln(t +0.75)≤− ln(0.75),
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•
∫ t

0
e−

∫ t
s a(u+r1)dua(s+ r1)

∫ s

s−r1

a(u+ r1)duds =
∫ t

0
e−

∫ t
s

1
u+1 du 1

s+1

∫ s

s−0.25

1
u+1

duds

≤− ln(0.75)

e

•
∫ t

0
e−

∫ t
s a(u+r1)dub(s)ds =

∫ t

0
eln( s+1

t+1 )
1

6.3052s+1
ds =

1
t +1

∫ t

0

s+1
6.3052s+1

ds

=
1

1+ t

(∫ t

0

s
6.3052s+1

ds+
∫ t

0

1
6.3052s+1

ds
)

=
0.1586t

t +1
+

1−1/6.3052
6.3052

× ln(t +0.1586)− ln(0.1586)
t +1

→ 0, t→ ∞.

Tomando

f (t) =
ln(t +0.1586)− ln(0.1586)

t +1
, t ∈ [0,∞),

temos f ′(t) =
1

(t +1)2

(
t +1

t +0.1586
− (ln(t +0.1586)− ln(0.1586))

)
e f ′(0.8414) = 0, de onde

podemos concluir que f assume seu valor máximo em 0.8414, a saber f (0.8414) = 1.
Portanto, ∫ t

0
e−

∫ t
s

1
u+1 du

∣∣∣∣ 1
6.3052s+1

∣∣∣∣ds≤ 0.1586+0.1335 = 0.2921.

Defina α = −2ln0.75+ 0.2921 ≈ 0.8681 < 1. Pelo Corolário 13, a equação 33 possui uma
solução x(t,0,ψ), tal que x(t,0,ψ)→ 0 quando t → ∞, desde que a norma de ψ seja suficiente-
mente pequena.
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