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Analise de estabilidade e limitacao de uma classe
de equacoes diferenciais com retardamento via
teorema do ponto fixo de Krasnoselskii

Stability and boundedness analysis of a class of differential
equations with delay via the Krasnoselskii fixed point theorem

Resumo

Em vista da dificuldade em determinar funcionais de Lyapunov
para o estudo de estabilidade e limitacao de solugdes de equagdes
diferenciais funcionais com retardamento (EDFRs), Burton e co-
laboradores, por volta dos anos 2000, comegaram os estudos so-
bre estabilidade e limitacdo de solu¢des de EDFRs usando a te-
oria de ponto fixo. Em comparacio a teoria desenvolvida por
Aleksandr Lyapunov, as condicdes exigidas sdo mais realistas,
0 que viabiliza a aplicacido das equacOes. Neste trabalho, estu-
daremos estabilidade e limitagdo de solucdes de EDFRs do tipo
X (1) = —a(t)x(t — r1) +b(1)x"3(t — r2(¢)), usando o Teorema do
Ponto Fixo de Krasnoselskii.

Palavras-chave: Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii.
Equacdo Diferencial Funcional com Retardamento. Estabilidade.
Limitacgdo.

Abstract

In view of the difficulty in determining Lyapunov functionals
for the stability and boundedness study of solutions of retarded
functional differential equations (RFDEs), Burton et al., by the
2000s, established some studies on stability and boundedness of
solutions of RFDEs using the fixed-point theory. Compared to
the theory developed by Aleksandr Lyapunov, the required con-
ditions are more realistic, which makes it possible the applica-
tions of the equations. In this work, we will study the stabi-
lity and boundedness of solutions of RFDEs of the type x/(¢) =
—a(t)x(t — )+ b(1)x'/3(t — ry(1)), using the Krasnoselskii’s Fi-
xed Point Theorem.

Keywords: Krasnoselskii’s Fixed Point Theorem. Retarded
Functional Differential Equations. Stability. Boundedness.



1 Introducao

Funcdes e funcionais de Lyapunov t€ém sido usados com sucesso para obter estabilidade e
limitacdo de equacgdes diferenciais funcionais com retardamento. No entanto, existem vdrias
dificuldades encontradas no estudo da estabilidade por meio do método direto de Lyapunov.
Recentemente, Burton e seus colaboradores aplicaram a teoria do ponto fixo para investigar a
estabilidade e limitacdo de equacdes diferenciais e mostraram que algumas dessas dificuldades
desaparecem quando se aplica tal teoria, conforme se pode constatar nos trabalhos [1], [2], [3],
[4], [5], [6], [71, [8], [9], [10], [11], [12], [13], [14], por exemplo.

Neste trabalho, inspirados em [11] e [15], adotamos o Teorema do Ponto Fixo de Krasnosels-
kii para estudar a estabilidade e limitacdo da equagao

X (t) = —a(t)x(t —r () +b(O)x 31— (1)), (1)

onde a,b € C(RT,R),ri(t) € C(RT,R™), comt —ri(t) — oo quando t — o, e r, € C(R™,[0,7]),
com ¥ > 0.
Primeiramente exibimos resultados de estabilidade e limitacdo para um caso especial da
equacao (1), a saber
X (t) = —a(t)x(t —r) +b(0)x" 3t — ry (1)), 2)

em que r; > 0 é uma constante € a € C(R™,(0,0)). Os resultados obtidos para a equagdo (1)
generalizam os obtidos para a equacgao (2).

Este artigo foi escrito com o intuito de divulgar a possibilidade de aplicacio da teoria de ponto
fixo ao estudo de estabilidade e limitagdao de solugdes de equagdes diferenciais funcionais com
retardamento. E de grande valia informar que este trabalho nio possui resultados inéditos, possui
apenas uma anélise mais detalhada de resultados ja existentes na literatura.

2 Definicoes e resultados preliminares

Definicdo 1 Um conjunto L em um espaco métrico (S, p) é compacto se toda sequéncia {x, }n,en C
L possuir uma subsequéncia convergente, com limite em L.

Definicdo 2 Seja U um intervalo de R e considere { f, }nen uma sequéncia de fungées f, : U —
R4, com d € N. Denote por | - | qualquer norma sobre R®. Dizemos que

1. {fu}tnen € uniformemente limitada em U se existir uma constante M > 0 tal que | f,,(t)| <M
para todon € Netodot € U.

2. {futnen € equicontinua em U se para todo € > 0 existir & > 0, tal que
th eU, |t —t| <8 =|fu(t1) — fu(r)| <&,
para todo n € N.

Teorema 3 (Teorema de Ascoli- Arzela) Se {f,},cn € uma sequéncia uniformemente limitada
e equicontinua de fungdes reais no intervalo [a,b], entdo existe uma subsequéncia de { f, }nen
que converge uniformemente em |a,b] para uma fungdo continua.
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Uma prova do Teorema de Ascoli-Arzela pode ser encontrada em [16], pdgina 165.

Sejam r > 0 e h: [—r,00) — [1,00) uma fungdo crescente e continua, tal que h(—r) =1 ¢
h(s) — oo quando s — . Considere (S,]||;) o espaco de Banach das func¢des continuas ¢ :
[—r0) — R, em que

t
00| _ .,
h(t)
e (M,|-|n) o espaco métrico completo das fungdes ¢ € S tais que [@(7)| < 1 para —r <t < oo e
(1) = w(t) em [—r,0].

Através do Teorema 3, podemos provar o proximo resultado.

|9|n = sup

t>—r

Lemad4 Em (S,|-|n), 0 conjunto L= {f € M||f|n < Ki,|f(u) — f(v)| < Kzlu—v|} é compacto.

O préximo teorema € a ferramenta principal para a obtencao dos resultados de estabilidade e
limitacdo para as equacdes (1) e (2).

Teorema 5 (Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii ([17], pagina 31)) Seja M um subcon-
Jjunto fechado convexo e ndo vazio de um espaco de Banach (S, || -||). Suponha que A e B sejam
aplicagcoes de M em S, tais que:

(a) Ax+ By € S para quaisquer x,y € M);
(b) A é continua e AM estd contida em um conjunto compacto;

(c) B é uma contracdo com constante o < 1.

Nessas condigoes, existe um tinico'y € M tal que Ay + By = y.

3 Resultados iniciais

Para a equacdo (2), temos o seguinte resultado sobre limitagdo.

Teorema 6 Suponha que existam constantes 0 < B < 1 e K > 0 satisfazendo

b(1)
sup | ———| < 3)
e, para |ty —t| < 1,
(5]
/ a(u+ry)du| < K|t — 1], 4)
N
enquanto parat > 0,
t

2sup a(u+ry)du+p <1. 5)

t>0J1—r

Se Y é uma fungdo inicial continua com norma suficientemente pequena, entdo existird uma
solugdo x(t,0,y) de (2) em R com |x(1,0,y)| < 1.
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Demonstracio: Seja v : [—r,0] — R uma fungéo inicial continua com |y| = sup |y(7)| <
re[—ry,0]
¥, em que ¥ é uma constante positiva menor do que 1, a ser determinada. Seja h : [—r,0) —
[1,00) uma fungéo crescente e continua, tal que h(—r) = 1 e h(s) — oo quando s — o0, e o < 1
uma constante tal que

t a(s+ry)h(s)

2 ds < . 6

SO ©

Por (5), para tal funcao h, tem-se
t t
5 a(s+ry)h(s) ds <2 a(s+ry)h(t) ds< 1.
1—r h(t) 1—r h(t)
Seja (S, |- |») o espago de Banach das fungdes continuas ¢ : [—r,e0) — R, com
(1) ’
=sup || <o
W)lh tZ—pr h(t)

e considere (M, |-|,) o espago métrico completo das fun¢des ¢ € S tais que |¢(z)| < | para
—r<t<ooe¢(t)=y(t) em [—r0].

Escrevendo (2) como

d

X (t) = —a(t+r)x(t) + ” {/ttrl a(s+r )x(s)ds] +u(0)x' Pt —ra(1)),

usando a férmula da variacdo dos parametros e integracao por partes, obtém-se

d N
x(t) = xpe” Joats+r ds+/ alutn)d {%/ a(u+r)x(u)du+b(s)x' 3 (s—ra(s)) | ds
s§—r
d N
= xge~ Joalstn ds+/ alutn)d / a(u+ry)x(u)duds
dS S—rp

+/ alutn d”b( )x l/3(s—r2(s))ds,

que equivale a

" t t 0
x(t) = xpe~ Joalstrds 4. a(u+ry)x(u)du— e_foa(“+'1)d”/ a(u-+ry)x(u)du
t—ry —r
t . s
—/ a(u+r))e b “(””‘)d”/ a(u+ry)x(u)duds
sS—n
+/ a(u+r dub( ) I/S(S—FQ(S))CZS,
onde x(1) = y(r) em [—r,0] e y(0) = xp.
Definamos as aplicagdes A,B : M — M por
! t
(A0)() [ & Bt )13 (s — ry(s))ds )
0
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t

. 0
a(u+r1)¢(u)du—efoa(””l)d”/ a(u+ry)o(u)du (8)

-]

(B0)(r) = nge” et [

t—r

t . s
—/ a(u—l—rl)e_j*a(””)d”/ a(u+ry)¢(u)duds,
0 s—ry

para ¢ € M.
Mostraremos que ¢, € M implica A¢ +Bn € M. Seja || - || a norma do supremo em [—r, )
de ¢ € S, se ¢ € limitada. Assim,

(49)())+ (BN)(©)] < [[wlle Bt Epn| [ a(u-+ri)du

t—ry

»t 0 t
e ety [ ausrdutnlsup [ atut dut |y]'op

>0 Ji—r|

0 t

a(u+r1)du> +2sup a(u+ry)du+p

t>0 Ji—r]

< e Beimis (14

-]

<1,

para || y|| suficientemente pequeno.
Agora, mostraremos que AM estd contido num conjunto compacto em (S, |- ;). Pelo Lema 4,
€ suficiente mostrar que AM € equicontinua. Com efeito,se 9 € M e 0 <t <1, <t + 1, entdo

(A9)(11) — (A9)(12)] <
/ot2b<s>ef52a<u+rl>d"¢1/3(s—rz<s>>ds

3]

. b(s)e—ﬂla(u+r1)du¢l/3(s_r2(s))ds

<

0

/" b(s)e - [a alwtri)dug /3 (g ())ds

_,_/ll awtr)du _ ,— [ alutry) du} 013 (s — ra(s))ds

< [ ploe Ftwsmbngs [ ) o= 6ot _ g tusni] g g
I

Sﬁt a(s+rp) ds—i—’ — Ji? alutr)du ffo a(u+ry)du Otllb(s)|ef(‘fa(u+r1)duds

— BK|tr — 1| + B |e Jo” alurri)du _ o= o' aluri)du [f a(u+r)— 1}

< BK|tr—t1|+ B —le a(utry)du 1’

15}
< BKls | +B| [ alu-+r)du
N

SZﬁK‘tz—tl‘,

por (4).
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Agora vamos mostrar que B : M — M € uma contracdo, isto é, existe o < 1 tal que
|(Bo1) — (B®)|n < o|@1 — ¢2|1, para @1, ¢, € M. De fato, para todo ¢ > 0, temos

(Bo1)(t) — (B (1)) _ [ |91 (1) — @2 (u)|
1 h(t) 2 S/t—rla(u+rl) 1 h(t)2 a
(

+%/Ota S—f—l"]) fv (u+r1) /Ssrla(l/l—f—l’])ld)l(u)—¢2(u)|duds

! h f h
Sf;g t_rla(S—}—rl)%dSWl—¢2|h+|¢1—¢2|h§glg l_rla(u—}—rl)%du
— o) — ’ h(u)
= | d’zlhgg Hla(u+r1)h(t) du
§a|¢l—¢2|h7

t
em que o = sup a(u+ry)du < 1, por (5).

t>0 Jt—r]
Por fim, mostremos que A € continua. Seja € > 0. Devemos encontrar 8 > 0 de forma que

Com efeito, como x'/3 & uniformemente continua em [—1, 1], entdo dado € > 0e T > 0 fixado

com4/h(T) < €, existe 0 > 0 tal que |x; —xp| < 8h(T) implica |xi/3 —x;/3| < &/2. Entiio, para
|o(1) —m(t)| < 8h(t) et > T, temos

|A¢(r)h;f§m(t)| < h(lt) /Of b(s)e b Awtrdu g 1/3 (g po () — 3 (s — ro(s))|ds

t t .
=) (7) { 1b(s )|e_fsa(u+r1)du|¢1/3(s—r2(s))—771/3(S—r2(S))|dS+2/ [b(s)]e Js alictrdu gy
T

h(t
ﬁ j a(u+ry)du 2[3
< {— a(s+ry)e ds+—h(T)

Desta maneira, as condicdes do Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii sao satisfeitas e

existe um ponto fixo em M da aplicacdo A + B, ou seja, existe uma solugdo x(z,0, y) de (2) em R
com [x(7,0,y)| < L.

OJ
Para o proximo resultado de estabilidade, admitiremos que existe 8 < 1 tal que
b(t b(t
sup b <B e b0 — 0 quando t — oo. 9)
ola(t+r) a(t+ry)
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(o)

Teorema 7 Suponha satisfeitas as condicoes (4), (5) e (9) e assuma que / a(s)ds = co. Se Yy
0

€ uma fungdo inicial continua com norma suficientemente pequena, entdo a equacdo (2) possui
uma solugdo x(t,0,y), tal que x(t,0,¥) — 0 quando t — oo.

Demonstracao: Todos os cdlculos na demonstracdo do teorema anterior sdo satisfeitas para

h(t) = 1 quando | - |;, é substituida pela norma do supremo || - ||. Defina g : [0,00) — (0, 1] por
! it b(s)
£ = + fxa(u-i-rl)du—d )
g(1) /0 a(s+ry)e At s

E possivel verificar que g(f) — 0 quando t — oo, modificando a demonstracio de que a

convolugdo de uma funcio L! [a(s +ry)e” Jsatutrde| com uma funcdo tendendo a zero [a(l;gle )}
tende a zero.

Vamos adicionar a M a seguinte condi¢ao:
¢ €M = ¢(t) — 0 quando t — oo.

Sejam A e B as aplicagdes definidas em (7) e (8), respectivamente. Entdo, A¢(¢) < g(t) e B¢ (t) —
0 quando t — oo.

Conforme vimos na demonstragao do Teorema 6, temos que AM € equicontinuo e AM esta
contido num conjunto compacto. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii, existe y € M
com Ay + By =y. Como y € M, segue que y(¢) — 0, quando ¢ — o, e a prova estd completa.

OJ

4 Principais resultados

Vamos agora obter resultados de limitacao e estabilidade para a equacao (1), que generalizam
os resultados apresentados na se¢@o anterior.

Teorema 8 Seja ry(t) diferencidvel e suponha que existam constantes positivas o < 1,K| e K> e
uma fungdo g € C(R*,R™) tal que, para |ty —t1| < 1, tem-se

15)
/ () |du| < Ky |t —11] (10)
n
e
15}
/ g(u)du| < K>|tr —t1], (11)
|
enquanto que para ¢t > 0 tem-se
t t " s
/ g(u)du +/ e b g(”)d”g(s)/ g(u)duds—+ (12)
t—r(t) 0 s—ri(s)

+/Ote—fifg(”)"”{|g(s—r1(s>)(1 —r1(9)) —a(s)|+b(s)]} < a.
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Se v € uma funcdo inicial continua com norma suficientemente pequena, entdo existe uma
solugdo x(7,0,y) de (1) em R com |x(z,0,y)| < 1.
Demonstracao: Seja y : [—r,0] — R uma fung¢@o inicial continua com|y| = sup |y(t)| <
te[—r0]
¥, onde W é uma constante positiva menor do que 1, a ser determinada. Seja /i : [—r,0) — [1,0)
uma fungdo estritamente crescente e continua com h(—r) = 1, h(s) — oo quando s — oo, tal que

— t —ri(s) h(t)

/,Z g<u>%d“+/oteﬂg(“)"”g<s> / o)™ s y (13)
[ e ttigs—nsnin - Ae) —a@ A < ag

Seja (S,]-|n) o espaco de Banach das func¢des continuas ¢ : [—r,e0) — R, tais que |@|, =
t

sup %‘ <o, e (M,|-|;) o espago métrico das funcdes ¢ € S tais que |@(r)| < 1 parat € [—r, )

t>—r

e ¢(t) = y(t) em [-r,0].

Multiplicando ambos os lados de (1) por elos(s)ds ¢ integrando de 0 a ¢, obtemos

t t t 1 t
x(t) = xge~ Jog(s)ds +/ ¢ s 8dug (\x(s)ds — / el 8y (Sx(s—ri(s))ds  (15)
0 0
4 t
—l—/ e~ Iy 8Wdup ()13 (s — ry(s))ds.
0

Note que

/Ozeffg(u)d”g(s)x(s)ds — /0’ o~ Js glw)du g (/sirsg(u)x(u)du) ds
+ /O’effg(u)dug(s —r1(s))x(s —r1(s))(1 =7} (s))ds.

Usando a integracao por partes em (15), temos
" . 0 t
x(t) = xge Jo8()ds _ o= Jogu)du / g(u)x(u)du+ g(u)x(u)du
7’"1(0) tfrl(t)

_ /Ore_,;j:gu)dug(s) /ssrl(s)g(u)x(u)duds
+ /0 e sy (5))(1 — F(5)) — a5 — 71 (5))ds
+ /Ot e~ Lty (5313 (s — 1y (s))ds,

onde x(1) = y(t) em [—r,0] e Yy (0) = xo.
Definamos as aplicacdes A,B : M — M por

(A9)(t) = / e L8 ()13 (5 o (5))ds (16)

0
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't 1 0 t
(Bo)(t) = er—jOg(s)ds - e_fog(”)d”/ o g(u)x(u)du+ ( )g(u)x(u)du (17)
—r t—rit

—/left (w)dug () /Sirl(s)g(u)x(u)duds
+/ [8(s = r1(s))(1 = r1(s)) — a(s)]x(s — 1 (s))ds,
para ¢ € M.

Agora mostraremos que se ¢,1 € M entdo A¢ + Bn € M. Considere || - || a norma do supremo
em [—r,00) de ¢ € S, se ¢ for limitada. Observe que

(40)() + (B) ()| < [ wle s (1+ [ et einl [ gtoa as
I /”,@g( (i) duds 19)
Sl [ e g s (1)1~ 5)) sl 20
Hlgl V[ e Fstwieip(s)jas @
0
) 0
< e B0 (14 [ gty +a< 1, @

desde que ||y|| seja suficientemente pequeno.

Na sequéncia mostraremos que AM é equicontinuo. Se ¢ e M e 0 <t <fpcomt, —t; <1,
entao

|(A9)(22) — (A9)(11)] =

15 it 14 .t
| e )0 R s — ry())ds— [ e F ()1 5~ ry(s)ds)
0 0
t 1 t 1
- ’/ Lo B (5)p 1 s ry(s))dst [ e BN (5)013 (5~ ra(s)ds
0 31

1 t
_/olefSIg(u)dub(s)¢l/3(s—rZ(S))dS
? o B2 slwdup ) p1/3
/e Js b(s)¢ /7 (s—ra(s)ds

I

</ du|b(
1 t
_/2 2 d”d( b(v |dv) ds+/ el Ib(s)|ds

t s
ey d”d( b(v |dv)ds+] - I} s | [ efistodegpis)as
0

_ —fs g(u )dud ( ]b(v)|dv> ds+ ‘e*fozg(u)du —e (;lg(u)du e (;1 g(u)du /’1 effstlg(u)du‘b(sﬂds
n 0

1

<

+

t t !
/ I (ef-fzg(”)d” o g(u)du) b(s)9'3 (s — ra(s))ds
0

- fg u)du

|b(s)|ds

o It gwdu _ = [! gw)du
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15 I P ‘
< /2 |b(s)|du (1 +/2 e—fszg(u)dug(s)ds) +o ‘e—.ﬁfg(u)du 1
| f

5} 15}
§2/|M@Mwﬂ%/g@ﬂu§@&+uKMn—QL
5] 1

Sendo assim, pelo Lema 4, concluimos que AM estd contido num conjunto compacto em
(S5 ]+ 1n)-

Agora, vamos mostrar que B ¢ uma contracdo com constante & < 1. Com efeito, dadas ¢; e
¢, em M, temos

(BoN) — (Bo)(1)] _ [ 101() — b (u)
ho) < B

+$ /o e~ gdug(s) /S:l(s)g(u)ml(u) — 92(u)|duds

+ﬁ/Ote—ﬂgW“rg(s—r1<s>><1 —h(5)) —als)]|91 (s — ri(s)) — da(s — ra(s))Ids

t uMu te*-fst(”)”s ' u@us
: {/trl(t)g( )h(t)d +/o el )/srl(wg( )h(r)d ¢

e Begls - ()1 - ri(9) — )" A s o - e

< o1 — o).

Por dltimo, vamos mostrar que A é continua. Tome € > 0 e ¢ € M. Como x'/3 & uni-

formemente continua em [—1 1], entdo para T > 0 com 4/h(T) < &, existe § > 0 tal que
|x1 —x2| < Oh(T) implica |xi —x;/3| < €/2. Assim, para |¢ (1) —n(t)| < 6h(T) e parat > T,
tem-se

A)(0) —(AMDO] _ 1 (' st
) = h(t)/o st |p(s)| 913 (s = ra(s) = n' (s = ra(s)) ds

1 r .

< g e o101 s~ (o) (sl las-+2 [ o)l Fevas
1 e (T t

< —< = — J; g(u)du

—h(z){z/o ¢ \b(S)IdS+2a}

“io G S RS2 thm T2 T2 TeE

As condig¢oes do Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii estdo satisfeitas e, por conseguinte,
existe um ponto fixo em M da aplicacdo A + B, ou seja, existe uma solucdo x(¢,0, y) de (1) em
R, tal que |x(z,0,y)| < 1.

0J

Tomando r(¢) = r|, em que r; é uma constante real e g(t) = a(r + r;), obtém-se o seguinte
resultado.
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Corolario 9 Suponha que (4) e (10) sejam satisfeitas e a condi¢do (12) substituida pela seguinte
condigdo:

1 N
[ atutn) du+/ et ) [ afut ) duds+/ alwsn)dulp(5)|ds < a.
t—r S=r
! 1 (23)

Se W é uma funcdo continua inicial com norma suficientemente pequena, entdo existe uma
solugdo x(1,0,y) de (2) em R™ com |x(t,0,y)| < 1.
Observacao 10 Note que
B)+@=(10) e B)+(5)=(23).

Dat, podemos afirmar que o Coroldrio 9 generaliza o Teorema 6.

Teorema 11 Suponha que as condicoes (10), (11) e (12) estejam satisfeitas e assuma que

/ ~Jisdup(5)ds — 0 quando t — oo (24)
0
¢ t
liminf | g(s)ds > —oo. (25)
[—yoo 0

Se v é uma fungdo inicial continua com norma suficientemente pequena, entdo (1) tem uma
solugdo x(t,0,y), tal que x(t,0,y) — 0 quando t — oo se, e somente se,

t
/0 g(s)ds — oo quando t — oo. (26)

Demonstracao: Suponhamos que (26) seja valido e considere

't
N = sup{e~ Jos(s)dsy, (27)
>0
Todos os célculos na demonstragéo do teorema anterior seguem para h(t) = 1 quando |- |, é
trocada pela norma do supremo || - ||. Adicionemos a M a seguinte condi¢ao:

¢ €M = ¢(t) — 0 quando t — oo.

Por (24) é possivel notar que se ¢ € M entdo (A¢)(¢t) — 0 quando t — oco. Além disso, é claro
que (B9)(t) — 0 quando t — . Logo A9 +Bn € M, se ¢, € M.

Como AM ¢é equicontinuo (veja a demonstracao do Teorema 8), A aplica M em um conjunto
compacto de M. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii, existe x € M tal que Ax+ Bx = x.
Como x € M, x(t) — 0 quando ¢t — oo.

Reciprocamente, suponha que (26) ndo ocorra. Entdo, por (25), existe uma sequéncia {¢,},
1, — oo com n — oo, tal que

In

lim | g(u)du=1, paraalguml € R.

n—eo J(
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In
Podemos escolher uma constante J € R*, tal que —J < / g(s)ds < J para n > 1. Para
0

simplificar os cdlculos, defina

N

o(s) = |g(s —r1(s))(1 =71 (s)) —als)|+ |b(s)| +g(S)/ g(u)du, Vs > 0.

s—r1(s)

4 n
Por (12), tem-se / e s g(”)d”a)(s)ds < a, de onde segue que
0

" e stdugy(5) g5 < el et < o7
0

A sequéncia { o els (“)d”a)(s)ds} ¢ limitada, entdo admite subsequéncia convergente. Va-

mos assumir que lgn “elis (W)du gy (s)ds = 1, para algum p € R*, e escolher k € Z* suficiente-
n—o0 0

mente grande de modo que /ln efgg(”)d“(o(s)ds < % paran >k, onde & >0 e 280Ke’ + o < 1.

Agora vamos considerar Zl{ solugdo x(¢) = x(t,t, y) de (1) com y(r;) = & e |y(s)| < & para
s < tz. Devemos escolher y de modo que |x(¢)| < 1 parat >ty e y(t;) — /tk g(s)y(s)ds > %60.
Segue de (16) e (17) que x(t) = (Ax)(t) + (Bx)(t) para n > ;. Observe que

t;—rl

In 1 — [ g(u)du In in
x(t,) — g(s)x(s)ds| > —opge % — e s w(s)ds (28)
d 50 ft g(u)d g(u)du d 28
ta—r1(tn) 2 It
_ %506 z%g(”)d”_e—jé”g(u)du /t,, ejgg(u)duw(s)ds
%
_ e_.t%n g(ll)du (%60 _effotzg(u)du tn efgg(u)dua)(s)ds)
%
— (" g(u)du In s
>e % g(u)d <%5()—N efog(u)duw(s)ds)
%
— [Mn 1 1
> t= g(l/t)dl/t _ _
>e % (250 2 )
Lo —frewdu 1o oy
= 4506 k Z 15()8 > 0

Por outro lado, como a solugdo x(¢) de (1) é tal que x(t) = x(¢,#;, ¥) — 0 quando ¢ — oo, visto
que t, — r1(t,) — o0 quando n — oo e (12) é vilida, temos que

tn
x(ty) — / g(s)x(s)ds — 0 quando n — oo,
t,

n—r1 (tn)

o que contradiz (28). Portanto, a condi¢do (26) é necessaria para que (1) possua uma solugao
x(t,0, ) — 0 quando t — oo, 0 que completa a prova.

O

Para o caso especial em que b(z) = 0, obtemos o seguinte coroldrio.
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Corolario 12 Seja ry(t) diferencidvel. Suponha que exista uma constante o € (0,1) e uma
fungdo g € C(R*,R), tal que parat > 0 tem-se

t

htrgglf A g(s)ds > —oo (29)
e
1 o s
/ ()g(u)du—l—/ e Js g(u)dug(s)/ ( )g(u)duds (30)
t—rt s—ri(s

+ [ e Bswagls—n (5) (1= A (5) —als)lds < o

Se v é uma fungdo inicial continua com norma suficientemente pequena, entdo (2) possui
uma solugdo x(t,0,y) — 0 quando t — oo se, e somente se,

/O[g(s)ds — oo quando t — . (€2))
Agora, se r1(t) =r; € Re g(t) = a(t+ry), entdo obtemos o préximo resultado.
Corolario 13 Suponha que (4), (10) e (23) sdo satisfeitas e assuma que
/Ot e_-ﬁ“(””‘)d”b(s)ds — 0 quando t — oo. (32)

Se y é uma fungdo inicial continua com norma suficientemente pequena, entdo (2) possui
o0

uma solugdo x(t,0,y), tal que x(t,0,y) — 0 quando t — oo se, e somente se, | a(s)ds = oo.
0

Observacao 14 A condicdo (9) implica (32); disto seque que o Coroldrio 13 generaliza o Teo-
rema 7.

S Exemplo
Considere a seguinte equagdo escalar
1
(1) = — t—0.25)+ ———x3(t—ry(t 33
)=~ )t a5z 1 TR0 53
onde r, € C(R™,[0,7]), com y>0.
630521 t+1 : . ES

Claramente, sup =sup————
t>0 (11025)70.75 >0 6.3052r +1

decrescente. Dai segue que a condi¢do (3) ndo € satisfeita. Entdo, o Teorema 6 e o Teorema
7 falham para a equagéo 33. Por outro lado, € facil verificar que as condicoes (4) e (10) sdo

satisfeitas para a(t) = ; +0 - € b(t) = #21[“ Ademais, dado t > 0, temos:

=1, ja que a funglo 1 > 0 — g55577 €

t t 1
0/ a(u+r1)du:/ ds =In(t+1) —In(r 4+ 0.75) < —1In(0.75),
1—r 1—025 5+ 1
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1 : S t ot 1 s 1
o/ e—fsa(qurl)d“a(s—i—m)/ a(u+r1)duds:/ e duds
0 s—r1]
S —

0 s+1Js—025u+1
In(0.75)

€

by - 1 1 s+l
— [{alutr)dup o) g :/ me) L g d
./oe (s)ds = | e 52 1% = 11 Jo 630525 11

1 /r S s /r o
— —Aas
147\ Jo 630525 +1°° 7" Jy 630525+ 1
0.1586t  1—1/63052  In(t+0.1586) — In(0.1586)

0, t — oo.
+1 63052~ P iz
Tomando In(t +0.1586) — In(0.1586)
n(zr+0. — In(0.
fle) = o te0.),

1 r+1
"(t) = —(1 A —1In(0.1 ’(0.8414) = 0, de ond
temos f"(t) (T2 <t+0.1586 (In(r+0.1586) —In(0 586))) e f/(0.8414) = 0, de onde

podemos concluir que f assume seu valor maximo em 0.8414, a saber f(0.8414) = 1.

Portanto,
/t -
e Js utl _—
0 6.3052s + 1

Defina & = —21In0.75+0.2921 ~ 0.8681 < 1. Pelo Corolario 13, a equacao 33 possui uma
solugdo x(¢,0, y), tal que x(¢,0, ) — 0 quando ¢t — oo, desde que a norma de Y seja suficiente-
mente pequena.

ds <0.1586+0.1335 = 0.2921.
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