-

Revista Eletronica
Paulista de Matematica

ISSN 2316-9664
Volume 11, dez. 2017

Arlane Vieira
Universidade Federal do
Maranhio

arlane @ufma.br

Lauro Mandela

aluno do curso Interdisciplinar
em Ciéncia e Tecnologia da
Universidade Federal do
Maranhao

lauromandela@ gmail.com

Pedro Fernandes

aluno do curso Interdisciplinar
em Ciéncia e Tecnologia da
Universidade Federal do
Maranhao
pedroca_fsj@hotmail.com

Vinicius Moura

aluno do curso Interdisciplinar
em Ciéncia e Tecnologia da
Universidade Federal do
Maranhio

silva.v.m @hotmail.com

Geometria plana, cadeia de Markov e caos

Plane geometry, Markov chain and chaos

Resumo

Consideramos o problema de inversdes geométricas em circulos.
Dados p discos fechados Dy,D,,...,D, disjuntos no plano com-
plexo, sua unido, denotada por X, € um espaco métrico compacto,
na métrica induzida, e as correspondentes inversdes induzem um
sistema dindmico estocdstico em X, modelado por uma cadeia de
Markov. Neste artigo, estudamos sua dinamica topoldgica e pro-
vamos que o conjunto limite das drbitas € um conjunto de Cantor
invariante no qual a dindmica € cadtica, no sentido de Devaney, e
a entropia topoldgica é igual a log(p — 1) para p > 2.
Palavras-chave: Inversdes. Orbitas periddicas. Cadeia de Mar-
kov. Entropia. Caos.

Abstract

We consider the problem of geometric inversions on circles. Gi-
ven p disjoint closed disks Dy,D;,...,D, of the complex plane,
their union, denoted by X, is a compact metric space, with respect
to the induced metric, and the corresponding inversions induce a
stochastic dynamical system on X, modeled by a Markov chain.
In this paper, we study its topological dynamics and we prove that
the limit set of orbits is an invariant Cantor set in which the dy-
namics is chaotic, in the sense of Devaney, and the topological
entropy is equal to log(p — 1) for p > 2.

Keywords: Inversions. Periodic orbits. Markov Chain. Entropy.
Chaos.



1 Introducao

Seja I um circulo no plano complexo com centro em zg € raio r > 0. A inversdo em 1" € a

fungdo Ir: C — C definida por

r2

Ir(2) =20+ =——, (1)
Z— 20

onde C := CU {oo} € a esfera de Riemann. Por defini¢do, I permuta as duas componentes de
@\F e fixa cada ponto de I' (para mais detalhes, veja [1, p. 124]). Além disso, a imagem do
centro zg por It € o ponto e. Uma abordagem geométrica desta funcao serd apresentada no inicio
da Secdo 2 deste artigo.

Fixemos um numero inteiro p > 3. Para cada j = 1,2,..., p, denotaremos por D; o disco
fechado D(c;,r;) com centro em c¢j € C e raio r; > 0. A menos que seja dito o contrério, supo-
remos que D; N Dy = 0 se j # k. Seja X = U;D;. Entdo, X € um subespaco métrico compacto e
completo de C, com a métrica induzida.

Para I'j := dDj, escreveremos I; ao invés de Ir; para simplificar a notagdo. Em [2, 3], D.
Look considerou a funcao racional

7@ = (1) + - +1p(2))

e descreveu alguns aspectos da dindmica de z — f(Z) em C, e a estrutura topoldgica do conjunto
de Julia desta fung¢do holomorfa (sobre dindmica complexa, consulte [4]).
Como as inversdes I; sdo isomorfismos da esfera de Riemann, a colegdo z — [ j(Z), com

1 < j < p, gera um subgrupo de automorfismos conformes de C (um grupo fuchsiano). Existe
uma vasta literatura sobre a dinamica de tais grupos (veja [5], por exemplo, e as referéncias
nela contidas). A fungdo I; € chamada de anti-automorfismo da esfera de Riemann e, como
observamos acima, € a composi¢do da conjugag¢do complexa z — z com um automorfismo de
C. Uma diferenca topoldgica importante entre as fungdes z — 1;(Z) e z+> I;(z) € que a primeira
preserva orientagdo enquanto que a segunda inverte orientagao.

Neste artigo consideramos a dindmica estocdstica induzida por I, .. ., I, no subconjunto com-
pacto X, definida da seguinte forma. Uma drbita em X € uma sequéncia (z;) onde zj 41 = Is,., (),
coms; € {1,2,...,p} e sj # sjy1 para cada j > 1. Em particular, se z; € Dy entdo zj;| ¢ Dj.
Com essa definicdo, dado um ponto inicial zg € X temos

<j :ISJ'OISJ',1 o"'OISQOIsl (ZO); ]Z L.

Denotaremos por O(X) o conjunto de todas as érbitas em X. Assim, a cada orbita (z;) asso-
ciamos uma sequéncia

(sj) €L, = {1,2,...,p}N7

que serd chamada itinerdrio da orbita (z;). Isto nos permitira introduzir uma dindmica simbdlica
em X, associada as Orbitas em X. A partir da teoria geral desse tido de sistema dindmico, obte-
remos uma descricdo completa da dinamica topoldgica das orbitas em X. Mais especificamente,
os principais resultados deste artigo sdo os seguintes:

Teorema 1. Se (z,) e (wy,) tém o mesmo itinerdrio entdo ®({z,)) = @({(wy)).
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O conjunto @-limite de uma sequéncia (z,), denotado por ®((z,)), é o conjunto de todos
os pontos de acumulagdo dessa sequéncia. Em outras palavras, z € ®((z,)) se, e somente se,
existe uma subsequéncia (n) tal que z,, — z quando k — co. O principal argumento na prova do
Teorema 1 € a contragdo de I; no exterior do seu disco de inversao.

Teorema 2. Seja (s,) um itinerdrio periddico de periodo k > 1. Entdo existe uma unica drbita
periddica em O(X) de periodo k com itinerdrio (sp).

Teorema 3. Dado p > 2, o nimero de drbitas periddicas de periodon > 1 em O(X) é igual a

(P=1)"+(=1)"(p—1)

Em razdo do Teorema 1, podemos nos restringir ao estudo da dindmica nas classes (de equi-
valéncia) das 6rbitas com o mesmo itinerdrio. Denotaremos esse quociente por O(X)/~.

Teorema 4. Seja A = (a;;) a matriz quadrada de ordem p definida por a;; =1 — &;; para 1 <
i, j < p, onde 0;j é o delta de Kronecker. Entdo, O(X)/~ é homeomorfo a X4 C X,.

Denotaremos por [x,] a classe da 6rbita (x,) em O(X)/~.

Teorema 5. A aplicacdo f: O(X)/~— O(X)/~ definida por f([x,]) = [xu+1] € cadtica, no
sentido de Devaney, e sua entropia topoldgica é igual alog(p —1). Em particular, f tem entropia
topologica positiva se, e somente se, p > 3.

Pode-se verificar que o levantamento (x,) — (x,+1) de f ao espago O(X) pela aplicagdo
quociente, € uniformemente continua e, portanto, f é continua. De fato, com a métrica em O(X)
definida por (8) (secdo 6), temos

M < 2p(<xn>7 <yn>)

(s}, i) = 2p () b)) = 2 <

para quaisquer (x,), (y,) € O(X). Isto prova que este levantamento é de Lipschitz, de onde segue-
se a conclusdo.
A 6rbita de um elemento [x,,] € O(X)/~ por f é o conjunto definido por

O (b)) := {f/([xal)5 j > 0}

Em particular, o Teorema 5 mostra que a dindmica topoldgica induzida pelas inversdes em
O(X)/~ é tao complicada quanto aquela induzida por f.

O texto estd organizado da seguinte forma. Na Se¢do 2, apresentamos a defini¢do geométrica
de inversdes em circulos e provamos o Teorema 1. Na Se¢do 3 definimos itinerarios periddicos e
Orbitas periddicas, para entdo demonstrar o Teorema 2, como uma consequéncia do Teorema do
Ponto Fixo de Brouwer e do Teorema 1. Na Secdo 4, apresentamos o espaco das palavras com p
simbolos e os principais resultados sobre a Cadeia de Markov topoldgica associada a matriz A, do
Teorema 4. Em particular, provamos que o4 € cadtica, no sentido de Devaney, e calculamos sua
entropia topoldgica. Na Sec¢do 5, usando recorréncias lineares, calculamos o numero de orbitas
periddicas em O(X) de um dado periodo, e provamos o Teorema 3. Na Secdo 6, demonstramos
o Teorema 4. A prova do Teorema 5 ¢ apresentada na Secao 7.
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2 Inversoes geométricas

Seja I a fronteira do disco de centro O e raio r > 0 no plano complexo. Dado qualquer ponto
P no exterior do disco limitado por I', existe um unico circulo com didametro OP. Sejam A € B
a interse¢do desse circulo com I'. O ponto P’ é definido como interse¢io do segmento AB com
OP, e é chamado inverso de P em relacdo I' (figura 1). Pelas relagdes métricas no tridngulo

Figura 1: Inversdo geométrica

retingulo OAP, temos que OA%2 = OP'- OP. A inversdo geométrica em I é a fungio I definida
por Ir(P) = P’, que em notag@o de varidveis complexas é dada por (1). Em particular, a inversio
geométrica € uma funcao racional antiholomorfa de grau 1 na esfera de Riemann.

Dado um disco D := D(c,r) com centro em ¢ e raio r > 0, seja C := dD.

Lema 6. Seja D1 := D(cy,ry) tal que D1 ND = 0. Se D, := Ic(Dy) entdo D; é o disco com centro
em

r.2

¢y =c+——(c1—c¢ 2
e raio
r2r1

3)

rnpi=——————7=
1 —c[>—ri

Demonstracdo. E um resultado cldssico em inversdes em circulos que a imagem de qualquer
circulo que ndo passa pelo centro do circulo de inversdao também é um circulo. Sejam z ¢ D e
w:=1Ic(z). Entiow € D e

lz—c|-lw—c| =7 (4)
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Considere agora os pontos a € b em d D1, pertencentes a reta que passa por ¢ € ¢y, Com ¢ entre a
e b. Como |b—cy| = |c; —a| = ry, temos

b:c1+rlﬂ e a:cl—rlﬂ. 5)
lc1 — ¢ lc1 — ¢
Sejam a’' = I¢(a) e b’ = Ic(b). De (4) segue-se que
la—c|-|d —c| =1
Como
(e1=¢) |1 ==
a—c=(ci—c) |l ———
1 ‘Cl —C’ )
pela relagdo (5), obtemos |a — ¢| = |c| — ¢| — r; e portanto
2 _ 2 —
Lo bl SR r La-c
la—c| |c1—c] lcy—c|—r1 |e1—c|
Analogamente,
Y r? ca-c
ey —c|+r1 |er—c|
Com isso, o centro de D; é dado por
a+b N r2 ( )
cy = =c+——(c1—c).
2 2 lcr—c|2—r? !
e o raio, por
la' — | rr
ry = = .
2 2 lcr—c|2—r?
L
Corolario 7. Nas hipoteses do Lema 6, tem-se
r? 2
drea(Ds) = | ————5—— | drea(Dy). (6)
ler—cP—rf

Demonstragdo do Teorema 1. Suponha que (z,) e (w,) tenham o mesmo itinerdrio (s,). Entdo
Zn,Wn € Dy, para todo n > 1. Como z,41 = I, ,(2,) € wuy1 pertencem a I ., (Dy,) para todo
n > 1, concluimos que

n+1

ZnsWn € Ry =15, 0L, 0---0l,(Dy ), n>2.

Pelo Lema 6, R, € um disco e
Ry =1, (Ry),n>1.

Com a notagdo D;, =: D(c;,,Ts,), € tendo em vista que R,+1 C I, (D, ), segue-se de (6) que

n+1
2 2

-
area(R,.1) < il area(Dsy,)
! |Cs, — Csptt |2 - r%,l v

VIEIRA, A. et al. Geometria plana, cadeia de Markov e caos. C.Q.D.— Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 11, p. 34-47, dez. 2017.
DOI: 10.21167/cqdvol11201723169664avimpfvm3447  Disponivel em: http://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/

38



Como a sequéncia (r,) é limitada, temos

2
2
rsn+1

A :=sup o e PP
n>1 Sn Sn+1 Sn

<1,

de onde segue-se que
area(R,41) < A"area(Dy, ),

e dessa forma diam(R,) — 0 quando n — oo. Portanto, (z,) e (w,) tém o mesmo conjunto @-
limite. []

A demonstracao do Teorema 1 nos permite concluir, ainda, que a distancia (Secao 6) entre
(zn) € (wy) tende a zero exponencialmente quando n — oo. Isto é mais geral que a conclusdo do
Teorema 1.

3 Orbitas periddicas

Dizemos que (x,) € O(X) é uma drbita periédica de periodo k > 1 se x,, = x;,, para todo
n > 1. Da mesma forma, uma sequéncia (s,) € Y., € chamada itinerdrio periddico de periodo k se
Sn = Sy4+x para todo n > 1. Particularmente ndo existem Orbitas periddicas de periodo 1 em O(X)
€ como consequéncia, também nao existem itinerarios periddicos de periodo 1 em X, associados
a alguma Oorbita.

Para provar o Teorema 2, usaremos o seguinte resultado.

Lema 8. Sejam D C C um disco fechado e f : D — D uma fungdo continua. Entdo existe zo € D
tal que f(z0) = 2o.

Demonstracdo. Seja h: D — D um homeomorfismo qualquer, onde D C C é o disco unitério
aberto (com centro na origem e raio 1). Entdo a funcdo g : D — DD definida por g :=ho foh™!
¢ continua. Portanto, pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer (veja em [6, 2.4.23 Theorem]),
existe wo € D tal que g(wg) = wp. Definindo-se zo = h~! (wyp), temos

f(z0) = f(h™ ' (wo)) =" (g(wo)) = h™ " (wo) = z0.
]

Demonstragdo do Teorema 2. Primeiro demonstraremos a existéncia de orbitas periddicas com
um dado itinerdrio periédico. Para tanto, fixemos um itinerdrio (s,) € X, periédico de periodo
k > 1. Entdo, s, = 5,44 para todo n > 1. Por outro lado, como f :=I; ol ol  o---ol ol
¢ continua em Dy, e f(Dy,) C Dy, (veja figura 2), segue-se do Lema 8 que existe x € Dy, tal que

flx) =x.
Considere a sequéncia (x,) € X" definida da seguinte forma: x; := x e, por recorréncia,
xj:=I;(xj-1) para 1 < j < k. Paran >k podemos escrever n =gk +rondeg>lel <r<k.

Com isso, definimos x, = x,. A sequéncia (x,) assim definida é uma 6rbita e

ntk = X(gk+r)+k = Xg+1)k+r = Xr = Xn,
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*f(Dy,) = Iy 0l 0.0l 01(Dy)

Figura 2: f:=I; ol 0l ,o0---olgol,

isto é, (x,) é uma Orbita periddica de periodo k. Isto prova a existéncia de drbitas periddicas.
Quanto a unicidade, suponha que (y,) é um orbita periddica de periodo k com itinerdrio (s,).
Como yy4 = yn para todo n > 1, para provar que (x,) = (y,) ¢ suficiente verificar que x; = y;
para 1 < j <k. Fixemos 1 < j < k. Entdo,

Xj=Xnk+j © Yj=Ynk+j

para todo n > 1. Pelo Teorema 1, como (x,) e (y,) tém o mesmo itinerdrio, X, ; — Yuk+j| — 0
quando n — 0. Logo,

Ix; =yl :r}glgo|xj_)’j| = nlgg|xnk+j_)’nk+j| =0,

e portanto, x; = y;. O

4 Cadeia de Markov Topolégica

A distancia entre dois pontos (r,) e (s,) em X, onde p > 2, é definida por
- |r,, - 5n|
d((ra), (sn)) =Y, T
n=1

Da definigdo, se r; =s; para 1 < j < kentdo d((r,), (s,)) < p~*. Reciprocamente, se d({r,), (s,)) <

—k para algum k > 1 inteiro, entdo r; = s; para 1 < j < k. Em particular, a bola fechada em
pp g j=5;Pp J P p
com centro em (r,,) e raio p~* é o conjunto

B ((ra),1/pk) = {(sn) €Zpsrj=s; paral < j <k}.
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Na literatura, um fechado da forma B ((r,),1/p¥) é chamado cilindro e denota-se por
[r17r27"'7rk] = {<Sn> Ezp;rj =5, para 1 S]Sk}

Com essa métrica, ¥, € um espaco métrico completo, compacto, totalmente desconexo e
perfeito, e portanto, um conjunto de Cantor (veja [7, pp. 46-47]). Considere a aplicagdo deslo-
camento O : X, — X, definida por

o ((rn)) = (rns1) = (r2,r3,++).

Sabe-se que ¢ € uma aplicagdo continua sobrejetora e que existe uma 6Orbita de o densa em X,.
Além disso, se P,(0) é o nimero de 6rbitas periddicas de periodo n de ¢ entdao P,(c) = p". E
ainda, o conjunto das orbitas periddicas de o € denso em X,,.

Seja A = (a;;) a matriz quadrada de ordem p tal que a;; =0 e a;; =1 para 1 <i,j < p com
i # j. A matriz A, associamos o subconjunto

T4 = {(Sn> € Xp;ds,s,,, = 1, paracadan > 1}.

Em outras palavras, a matriz A determina todas as transi¢des admissiveis em uma Orbita.
O conjunto X4 € um subespago métrico compacto de ¥, invariante pelo deslocamento . A
restricdo de o ao subconjunto X4 serd denotada por o4, e é chamada de cadeia de Markov to-
pologica associada a matriz A ou simplesmente, subdeslocamento de tipo finito.

Dizemos que (s,) € X4 € um ponto periddico de periodo k > 1 por G4 se Glff((sn)) = (sp), isto
é, sp = Sy paratodon > 1.

Para fixar notacdo, denotaremos os elementos de A" por agl),
p >3, amatriz A ¢ irredutivel, ou seja, para cada i,j € {1,2,...,p} existe n:=n(i,j) > 1 tal
que ag-l) > (0. De fato, pode-se verificar que al(l-z) =p—1le ag) =p—2paral <i j<pcom
i # j. Note que isto ndo ocorre no caso p = 2. Como p > 2, esse argumento também prova uma
propriedade mais geral: a matriz A" € positiva para todo n > 2, ou seja, todo elemento dessa
matriz € positivo. A conclusdo segue da seguinte afirmacao: qualquer matriz quadrada de ordem
p positiva multiplicada por A resulta em uma matriz positiva.

Como A ¢ irredutivel, sabe-se que o conjunto das drbitas periddicas de o4 € denso em X4
e que oy é fopologicamente transitiva, isto €, existe um ponto em X4 com Orbita densa. Outra
propriedade particularmente importante de A € a transitividade. Uma matriz quadrada € dita
transitiva se alguma de suas poténcias for uma matriz positiva. Isto implica que o conjunto das
orbitas periddicas de o4 € denso em X4 e que o4 € fopologicamente misturadora, isto €, dados
dois abertos ndo-vazios U e V em X4 existe ng > 0 inteiro tal que U N oy (V) # 0 para todo n > ny
(para saber mais, veja [8] ou [9, pp. 50-52]).

Outra consequéncia da transitividade de A € que a entropia topologica de o4 € dada por
hiop(0a) = log(A4), onde A4 € o maior autovalor da matriz A ([9, Proposition 3.2.5])). Por um
resultado de Bowen [10] (veja também [11]),

paral <i,j < pen>0. Para

) 1
htop(0a) = limsup —log £, (0a),

n—oo N

onde P,(04) é o nimero de pontos fixos de o). Pelos Teoremas 2 e 3, obtemos o seguinte
resultado:
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Corolario 9. A entropia topoldgica de o4 é igual alog(p —1).

Como oy € transitiva e o conjunto dos pontos periddicos € denso em X4, segue de um conhe-
cido resultado de Banks et al [12, Theorem], que 64 tem sensibilidade as condicdes iniciais, isto
é, existe 0 > 0 (constante de sensibilidade) tal que, para todo (s,) € X4 e qualquer vizinhanga N
de (s,), existem k > 0 e (r,) € N tais que

d(oh((r),0k((5:))) = .

Em geral, estes sdo os trés ingredientes que definem um sistema dindmico cadtico em um espago
métrico, segundo Devaney [13]. Como consequéncia, esta discussao prova o seguinte resultado:

Teorema 10. A aplicacdo oy : X4 — X4 € cadtica, no sentido de Devaney.

5 O nimero P,(cy)

Dada qualquer matriz quadrada real M de ordem p, denotaremos por L;(M) € R? e C;(M) €
R? a i-ésima linha e a i-ésima coluna da matriz M, respectivamente. Para demonstrar o Teorema
3, serdo necessarios dois resultados preliminares.

Lema 11. Existem duas sequéncias (x,) e (y,) de nimeros reais positivos tais que al(? ) = Xp €
al(?) =ypparal <i,j<pei# j. Emparticular,

X1 =(P=Dyn € yur1 = (P=2)yn+2%n, (7
paran > 1.

Demonstrag¢do. Usaremos indugdo em n para construir as sequéncias (x,) e (y,) com as propri-

l(l.l) =0ea;= alV =1 para 1 <i,j < pei# j, definimos, para

edades acima. Como a;; = a ij

n=1,
x1:=0 e y :=1.
2) _

ij -

(2)

E ainda, ja vimos que q;;

definimos

=p—1lea p—2paral <i j<peiz# j,eassim, paran =2,

xp:=p—1 e yn:=p-—2

Com essa escolha, a identidade (7) esta verificada no caso n = 1. Suponha que x; e y; estejam
definidos para 1 < j < n. Como A"l = A" A temos que

p
al(;lﬂ) =Li(A")-C;(A) = <a£?),...,a§£)) . (aglj),...,agj)) = Z al(:i)agjj)..
m=1

Como x; =0ey; =1, temos

p
057 = Y “EZ)CZS} =(p—Dyy1 +xx1=(p— 1)y,

m=1
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paral <i<pen>1,ecomisso, definimos

Xnt1:= (P = 1)yn

Agora,se 1 <i,j < pei+# jentdo

p
+1

m=1
e dessa forma, definimos
Ynt1:= (P —=2)yn+ Xn.

Com isso concluimos a construgdo de (x,) e (y,) com as propriedades desejadas. O

Lema 12. Sejam (x,) e (y,) duas sequéncias de niimeros reais positivos definidas recursivamente
por
Xnt1:=(P=1yn € Yur1:=(P—2)yn+Xn,

paran > 1, onde x1 =0 e y; = 1. Entdo

Xy = (p_l)"+(_l)”(p—]) ey = (p—l)”—(_l)n

p p

para cadan > 1.

Demonstracdo. Para cadan > 1, sejam

Y, = M = .
<yn) ) (1 P—2)

Entdo, Y, = MY, paracadan > 1, e por indugdo segue-se que Y,, ;| = M"Y}, onde Y| = ((1)) A

matriz M tem dois autovalores reais e distintos —1 e p — 1. Considere a matriz dos autovetores-

coluna de M: . .
(1)
Entao, )
1 (—1/p 1/p 1 1 0
Q _(1/19 (p—l)/p) e O MO= (0 p—l)
Logo,
M — ([(p— D"+ (=1)"p=1Dl/p [(p—1)" "+ (=1)""(p- 1)]/1?)
[(p—1)"+(=1)")/p [(p— 1)+ (=1)"/p
Como Y, | = M"Y}, obtemos
_(p= )M (=) (p -1 _(p=) (1)
Xn+1 = € Ynt1=
p p
para todon > 1. [
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Demonstragdo do Teorema 3. Pelo Teorema 2, € suficiente determinar o nimero P, (0, ) de orbitas
periddicas de o4 de periodo n. Por [9, Corollary 1.9.5],

P,(04) = trago(A") =

] M'u

Pelos Lemas 11 e 12,

m_, _p="+(=D)"(p-1)
i n p

para todo n > 1, e portanto,

Pa(0a) = pxo = (p=1)"+(=1)"(p - ).

6 Orbitas com mesmo itinerario

Em CV consideremos a distancia p definida por

_OO l |xn_yn|
Pt ) = T () ®)

Com a distdncia induzida, X é um espaco métrico compacto e completo [14, pp. 249-250].
Além disso, pode-se verificar que a topologia métrica induzida por p em XY coincide com a
topologia produto [14, p. 247].

Dada uma sequéncia (x,) € X", existe um tnico s, € {1,2,..., p} tal que x, € Dy, , para cada
n > 1. Dessa forma, a aplicagio ¥ : XN — Y, dada por

Y ((xn)) = (sn),
estd bem definida. Nao € dificil verificar que ¥ € sobrejetora, mas ndo € injetora.
Lema 13. A aplicacdo ¥ é continua.

Para demonstrar o Lema 13, serd necessario um resultado geral sobre continuidade em espagos
produto. Dado um espago métrico M, seja T; : MY — M a projegio candnica na j-ésima coor-
denada, definida por 7;((y,)) =y, para cada j > 1.

Lema 14. [14, p. 245] Uma sequéncia (yg,k)> em MY converge para (yn) € MN se, e somente se,
ﬂj(<y1(lk)>) = ygk) — yj quando k — oo, para cada j > 1.
(k)

Demonstracdo do Lema 13. Seja (x, ') uma sequéncia em X N que converge para (xp) € X N E
preciso provar que ‘P((xg,k))) — W¥({x,)) quando k — 0. Se (sg,k)> = ‘P((xglk)» isto é equivalente
a provar que (snk ) — (s,) quando k — . Pelo Lema 14, é suﬁ01ente provar que s; b i

quando k — oo, para todo j > 1. Por absurdo, suponha que hm;H(x,s 7é sj para algum j> 1
(K

Entdo, existe uma subsequéncia (k,,) tal que S; 7é sj para todo m > 1. Em partlcular isto

implica que o gE Dsj para todo m > 1, e como x; € Dy;, segue-se que hmmﬁwx( " # X,

J
e portanto, hmk_mx 7é x;. Novamente pelo Lema 14, temos que limy_,. (xflk)> # (x,), uma

contradicdo. [
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Dizemos que (x,) e (y,) sdo equivalentes em X", e indicamos (x,) ~ (y,), se ¥({x,)) =
Y((yn)). Este € um conhecido exemplo de relagdo de equivaléncia. O conjunto de todas as
classes de equivaléncia serd denotado por X" /~. A aplicacio quociente

o xN— xN/~

€ definida por m((x,)) = [x,] (classe de equivaléncia de (x,)), e com a topologia quociente em
XN /~, m também é continua. A aplicagio ¥ desce ao quociente e induz uma tnica aplicacio
2D, QLR X, bijetora e continua (veja [14, pp. 68-69]) tal que o diagrama abaixo € comutativo,
istoé, ¥ = yor.

xN ¥ Xp
XN/~

Lema 15. A aplicacdo vy é um homeomorfismo.

Demonstragdo. Como y é uma bijegio continua, é suficiente provar que X" /~ é compacto e X,
é Hausdorff ([14, p. 180]). Como X" é compacto e 7 é continua, segue-se que X /~ é compacto.
Por outro lado, X, € Hausdorff porque € um espago métrico. L

Demonstragdo do Teorema 4. Sejam W4 :=¥|o(x) € Wa := ¥|o(x)/~- Segue-se da defini¢do de
O(X) e X4 que W4(O(X)) =Z4, e do Lema 15, que yy : O(X)/~— X4 é um homeomorfismo.
[

7 Caos

Seja f : M — M uma func¢ao continua em um espaco métrico M. Diz-se que f € cadtica (no
sentido de Devaney) se f € topologicamente transitiva, tem Orbita densa e € sensivel as condicdes
iniciais [13].

Demonstracdo do Teorema 5. Como o4 € cadtica, pelo Teorema 10, € suficiente provar que f e
04 sdo topologicamente conjugadas. Para isso, usaremos a notacao introduzida na demonstracao
do Teorema 4. Seja [x,] € O(X)/~ e defina (s,) := Wa([x,]). Como y4 é um homeomorfismo de
O(X)/~emZye

(yaooa 0wy ) (b]) = Wal(swi1)) = bonr] = (b)),

segue-se que o diagrama abaixo é comutativo, e portanto f e 04 sdo topologicamente conjugadas.

0(x)/ ~ L 0(x)/ ~

vfj Jw

YA XA
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8 Conclusao e consideracoes finais

Neste artigo verificamos e descrevemos simbolicamente o atrator topoldgico da dindmica,
como equivalente a um conjunto de Cantor. Provamos ainda que a dindmica neste atrator tem
entropia positiva. Uma propriedade importante e ja esperada € que os resultados ndao dependem
das disposi¢des no plano complexo (apenas que sejam disjuntos), tampouco do raio de cada um
deles. Um aspecto geométrico que abordaremos futuramente é sobre a medida de Hausdorff deste
atrator e o formalismo termodinamico do sistema.
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