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Resumo
Consideramos o problema de inversões geométricas em cı́rculos.
Dados p discos fechados D1,D2, . . . ,Dp disjuntos no plano com-
plexo, sua união, denotada por X , é um espaço métrico compacto,
na métrica induzida, e as correspondentes inversões induzem um
sistema dinâmico estocástico em X , modelado por uma cadeia de
Markov. Neste artigo, estudamos sua dinâmica topológica e pro-
vamos que o conjunto limite das órbitas é um conjunto de Cantor
invariante no qual a dinâmica é caótica, no sentido de Devaney, e
a entropia topológica é igual a log(p−1) para p≥ 2.
Palavras-chave: Inversões. Órbitas periódicas. Cadeia de Mar-
kov. Entropia. Caos.

Abstract
We consider the problem of geometric inversions on circles. Gi-
ven p disjoint closed disks D1,D2, . . . ,Dp of the complex plane,
their union, denoted by X , is a compact metric space, with respect
to the induced metric, and the corresponding inversions induce a
stochastic dynamical system on X , modeled by a Markov chain.
In this paper, we study its topological dynamics and we prove that
the limit set of orbits is an invariant Cantor set in which the dy-
namics is chaotic, in the sense of Devaney, and the topological
entropy is equal to log(p−1) for p≥ 2.
Keywords: Inversions. Periodic orbits. Markov Chain. Entropy.
Chaos.



1 Introdução
Seja Γ um cı́rculo no plano complexo com centro em z0 e raio r > 0. A inversão em Γ é a

função IΓ : Ĉ→ Ĉ definida por

IΓ(z) = z0 +
r2

z− z0
, (1)

onde Ĉ := C∪{∞} é a esfera de Riemann. Por definição, IΓ permuta as duas componentes de
Ĉ\Γ e fixa cada ponto de Γ (para mais detalhes, veja [1, p. 124]). Além disso, a imagem do
centro z0 por IΓ é o ponto ∞. Uma abordagem geométrica desta função será apresentada no inı́cio
da Seção 2 deste artigo.

Fixemos um número inteiro p ≥ 3. Para cada j = 1,2, . . . , p, denotaremos por D j o disco
fechado D(c j,r j) com centro em c j ∈ C e raio r j > 0. A menos que seja dito o contrário, supo-
remos que D j ∩Dk = /0 se j 6= k. Seja X = ∪ jD j. Então, X é um subespaço métrico compacto e
completo de C, com a métrica induzida.

Para Γ j := ∂D j, escreveremos I j ao invés de IΓ j para simplificar a notação. Em [2, 3], D.
Look considerou a função racional

f (z) :=
1
n

(
I1(z)+ · · ·+ Ip(z)

)
e descreveu alguns aspectos da dinâmica de z 7→ f (z) em Ĉ, e a estrutura topológica do conjunto
de Julia desta função holomorfa (sobre dinâmica complexa, consulte [4]).

Como as inversões I j são isomorfismos da esfera de Riemann, a coleção z 7→ I j(z), com
1 ≤ j ≤ p, gera um subgrupo de automorfismos conformes de Ĉ (um grupo fuchsiano). Existe
uma vasta literatura sobre a dinâmica de tais grupos (veja [5], por exemplo, e as referências
nela contidas). A função I j é chamada de anti-automorfismo da esfera de Riemann e, como
observamos acima, é a composição da conjugação complexa z 7→ z com um automorfismo de
Ĉ. Uma diferença topológica importante entre as funções z 7→ I j(z) e z 7→ I j(z) é que a primeira
preserva orientação enquanto que a segunda inverte orientação.

Neste artigo consideramos a dinâmica estocástica induzida por I1, . . . , In no subconjunto com-
pacto X , definida da seguinte forma. Uma órbita em X é uma sequência 〈z j〉 onde z j+1 = Is j+1(z j),
com s j ∈ {1,2, . . . , p} e s j 6= s j+1 para cada j ≥ 1. Em particular, se z j ∈ Ds então z j+1 /∈ Ds.
Com essa definição, dado um ponto inicial z0 ∈ X temos

z j = Is j ◦ Is j−1 ◦ · · · ◦ Is2 ◦ Is1(z0), j ≥ 1.

Denotaremos por O(X) o conjunto de todas as órbitas em X . Assim, a cada órbita 〈z j〉 asso-
ciamos uma sequência

〈s j〉 ∈ Σp := {1,2, . . . , p}N,

que será chamada itinerário da órbita 〈z j〉. Isto nos permitirá introduzir uma dinâmica simbólica
em Σp associada às órbitas em X . A partir da teoria geral desse tido de sistema dinâmico, obte-
remos uma descrição completa da dinâmica topológica das órbitas em X . Mais especificamente,
os principais resultados deste artigo são os seguintes:

Teorema 1. Se 〈zn〉 e 〈wn〉 têm o mesmo itinerário então ω(〈zn〉) = ω(〈wn〉).
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O conjunto ω-limite de uma sequência 〈zn〉, denotado por ω(〈zn〉), é o conjunto de todos
os pontos de acumulação dessa sequência. Em outras palavras, z ∈ ω(〈zn〉) se, e somente se,
existe uma subsequência 〈nk〉 tal que znk → z quando k→ ∞. O principal argumento na prova do
Teorema 1 é a contração de I j no exterior do seu disco de inversão.

Teorema 2. Seja 〈sn〉 um itinerário periódico de perı́odo k > 1. Então existe uma única órbita
periódica em O(X) de perı́odo k com itinerário 〈sn〉.

Teorema 3. Dado p≥ 2, o número de órbitas periódicas de perı́odo n≥ 1 em O(X) é igual a

(p−1)n +(−1)n(p−1)

Em razão do Teorema 1, podemos nos restringir ao estudo da dinâmica nas classes (de equi-
valência) das órbitas com o mesmo itinerário. Denotaremos esse quociente por O(X)/∼.

Teorema 4. Seja A = (ai j) a matriz quadrada de ordem p definida por ai j = 1− δi j para 1 ≤
i, j ≤ p, onde δi j é o delta de Kronecker. Então, O(X)/∼ é homeomorfo a ΣA ⊂ Σp.

Denotaremos por [xn] a classe da órbita 〈xn〉 em O(X)/∼.

Teorema 5. A aplicação f : O(X)/∼−→ O(X)/∼ definida por f ([xn]) = [xn+1] é caótica, no
sentido de Devaney, e sua entropia topológica é igual a log(p−1). Em particular, f tem entropia
topológica positiva se, e somente se, p≥ 3.

Pode-se verificar que o levantamento 〈xn〉 7→ 〈xn+1〉 de f ao espaço O(X) pela aplicação
quociente, é uniformemente contı́nua e, portanto, f é contı́nua. De fato, com a métrica em O(X)
definida por (8) (seção 6), temos

ρ(〈xn+1〉,〈yn+1〉) = 2ρ(〈xn〉,〈yn〉)−
|x1− y1|

1+ |x1− y1|
≤ 2ρ(〈xn〉,〈yn〉)

para quaisquer 〈xn〉,〈yn〉 ∈O(X). Isto prova que este levantamento é de Lipschitz, de onde segue-
se a conclusão.

A órbita de um elemento [xn] ∈ O(X)/∼ por f é o conjunto definido por

O f ([xn]) :=
{

f j([xn]) ; j ≥ 0
}
.

Em particular, o Teorema 5 mostra que a dinâmica topológica induzida pelas inversões em
O(X)/∼ é tão complicada quanto aquela induzida por f .

O texto está organizado da seguinte forma. Na Seção 2, apresentamos a definição geométrica
de inversões em cı́rculos e provamos o Teorema 1. Na Seção 3 definimos itinerários periódicos e
órbitas periódicas, para então demonstrar o Teorema 2, como uma consequência do Teorema do
Ponto Fixo de Brouwer e do Teorema 1. Na Seção 4, apresentamos o espaço das palavras com p
sı́mbolos e os principais resultados sobre a Cadeia de Markov topológica associada à matriz A, do
Teorema 4. Em particular, provamos que σA é caótica, no sentido de Devaney, e calculamos sua
entropia topológica. Na Seção 5, usando recorrências lineares, calculamos o número de órbitas
periódicas em O(X) de um dado perı́odo, e provamos o Teorema 3. Na Seção 6, demonstramos
o Teorema 4. A prova do Teorema 5 é apresentada na Seção 7.
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2 Inversões geométricas
Seja Γ a fronteira do disco de centro O e raio r > 0 no plano complexo. Dado qualquer ponto

P no exterior do disco limitado por Γ, existe um único cı́rculo com diâmetro OP. Sejam A e B
a interseção desse cı́rculo com Γ. O ponto P′ é definido como interseção do segmento AB com
OP, e é chamado inverso de P em relação Γ (figura 1). Pelas relações métricas no triângulo

Figura 1: Inversão geométrica

retângulo OAP, temos que OA2 = OP′ ·OP. A inversão geométrica em Γ é a função IΓ definida
por IΓ(P) = P′, que em notação de variáveis complexas é dada por (1). Em particular, a inversão
geométrica é uma função racional antiholomorfa de grau 1 na esfera de Riemann.

Dado um disco D := D(c,r) com centro em c e raio r > 0, seja C := ∂D.

Lema 6. Seja D1 := D(c1,r1) tal que D1∩D = /0. Se D2 := IC(D1) então D2 é o disco com centro
em

c2 := c+
r2

|c1− c|2− r2
1
(c1− c) (2)

e raio

r2 :=
r2r1

|c1− c|2− r2
1

(3)

Demonstração. É um resultado clássico em inversões em cı́rculos que a imagem de qualquer
cı́rculo que não passa pelo centro do cı́rculo de inversão também é um cı́rculo. Sejam z /∈ D e
w := IC(z). Então w ∈ D e

|z− c| · |w− c|= r2 (4)
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Considere agora os pontos a e b em ∂D1, pertencentes à reta que passa por c e c1, com c1 entre a
e b. Como |b− c1|= |c1−a|= r1, temos

b = c1 + r1
c1− c
|c1− c|

e a = c1− r1
c1− c
|c1− c|

. (5)

Sejam a′ = IC(a) e b′ = IC(b). De (4) segue-se que

|a− c| · |a′− c|= r2.

Como

a− c = (c1− c)
[

1− r1

|c1− c|

]
,

pela relação (5), obtemos |a− c|= |c1− c|− r1 e portanto

a′ = c+
r2

|a− c|
· c1− c
|c1− c|

= c+
r2

|c1− c|− r1
· c1− c
|c1− c|

.

Analogamente,

b′ = c+
r2

|c1− c|+ r1
· c1− c
|c1− c|

.

Com isso, o centro de D2 é dado por

c2 :=
a′+b′

2
= c+

r2

|c1− c|2− r2
1
(c1− c).

e o raio, por

r2 :=
|a′−b′|

2
=

r2r1

|c1− c|2− r2
1
.

Corolário 7. Nas hipóteses do Lema 6, tem-se

área(D2) =

(
r2

|c1− c|2− r2
1

)2

área(D1). (6)

Demonstração do Teorema 1. Suponha que 〈zn〉 e 〈wn〉 tenham o mesmo itinerário 〈sn〉. Então
zn,wn ∈ Dsn para todo n ≥ 1. Como zn+1 = Isn+1(zn) e wn+1 pertencem a Isn+1(Dsn) para todo
n≥ 1, concluı́mos que

zn,wn ∈ Rn := Isn ◦ Isn−1 ◦ · · · ◦ Is2(Ds1), n≥ 2.

Pelo Lema 6, Rn é um disco e
Rn+1 = Isn+1(Rn), n≥ 1.

Com a notação Dsn =: D(csn,rsn), e tendo em vista que Rn+1 ⊂ Isn+1(Dsn), segue-se de (6) que

área(Rn+1)≤

(
r2

sn+1

|csn− csn+1 |2− r2
sn

)2

área(Dsn)
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Como a sequência (rsn) é limitada, temos

λ := sup
n≥1

(
r2

sn+1

|csn− csn+1|2− r2
sn

)2

< 1,

de onde segue-se que
área(Rn+1)≤ λ

nárea(Ds1),

e dessa forma diam(Rn)→ 0 quando n→ ∞. Portanto, 〈zn〉 e 〈wn〉 têm o mesmo conjunto ω-
limite.

A demonstração do Teorema 1 nos permite concluir, ainda, que a distância (Seção 6) entre
〈zn〉 e 〈wn〉 tende a zero exponencialmente quando n→ ∞. Isto é mais geral que a conclusão do
Teorema 1.

3 Órbitas periódicas
Dizemos que 〈xn〉 ∈ O(X) é uma órbita periódica de perı́odo k ≥ 1 se xn = xk+n para todo

n≥ 1. Da mesma forma, uma sequência 〈sn〉 ∈ Σp é chamada itinerário periódico de perı́odo k se
sn = sn+k para todo n≥ 1. Particularmente não existem órbitas periódicas de perı́odo 1 em O(X)
e como consequência, também não existem itinerários periódicos de perı́odo 1 em Σp associados
a alguma órbita.

Para provar o Teorema 2, usaremos o seguinte resultado.

Lema 8. Sejam D⊂ C um disco fechado e f : D→ D uma função contı́nua. Então existe z0 ∈ D
tal que f (z0) = z0.

Demonstração. Seja h : D→ D um homeomorfismo qualquer, onde D ⊂ C é o disco unitário
aberto (com centro na origem e raio 1). Então a função g : D→ D definida por g := h ◦ f ◦ h−1

é contı́nua. Portanto, pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer (veja em [6, 2.4.23 Theorem]),
existe w0 ∈ D tal que g(w0) = w0. Definindo-se z0 = h−1(w0), temos

f (z0) = f (h−1(w0)) = h−1(g(w0)) = h−1(w0) = z0.

Demonstração do Teorema 2. Primeiro demonstraremos a existência de órbitas periódicas com
um dado itinerário periódico. Para tanto, fixemos um itinerário 〈sn〉 ∈ Σp periódico de perı́odo
k > 1. Então, sn = sn+k para todo n ≥ 1. Por outro lado, como f := Is1 ◦ Isk ◦ Isk−1 ◦ · · · ◦ Is3 ◦ Is2

é contı́nua em Ds1 e f (Ds1)⊆ Ds1 (veja figura 2), segue-se do Lema 8 que existe x ∈ Ds1 tal que
f (x) = x.

Considere a sequência 〈xn〉 ∈ XN definida da seguinte forma: x1 := x e, por recorrência,
x j := Is j(x j−1) para 1 < j ≤ k. Para n > k podemos escrever n = qk+ r onde q≥ 1 e 1≤ r ≤ k.
Com isso, definimos xn = xr. A sequência 〈xn〉 assim definida é uma órbita e

xn+k = x(qk+r)+k = x(q+1)k+r = xr = xn,
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Figura 2: f := Is1 ◦ Isk ◦ Isk−1 ◦ · · · ◦ Is3 ◦ Is2

isto é, 〈xn〉 é uma órbita periódica de perı́odo k. Isto prova a existência de órbitas periódicas.
Quanto à unicidade, suponha que 〈yn〉 é um órbita periódica de perı́odo k com itinerário 〈sn〉.
Como yn+k = yn para todo n ≥ 1, para provar que 〈xn〉 = 〈yn〉 é suficiente verificar que x j = y j
para 1≤ j ≤ k. Fixemos 1≤ j ≤ k. Então,

x j = xnk+ j e y j = ynk+ j

para todo n ≥ 1. Pelo Teorema 1, como 〈xn〉 e 〈yn〉 têm o mesmo itinerário, |xnk+ j− ynk+ j| → 0
quando n→ ∞. Logo,

|x j− y j|= lim
n→∞
|x j− y j|= lim

n→∞
|xnk+ j− ynk+ j|= 0,

e portanto, x j = y j.

4 Cadeia de Markov Topológica
A distância entre dois pontos 〈rn〉 e 〈sn〉 em Σp, onde p≥ 2, é definida por

d(〈rn〉,〈sn〉) =
∞

∑
n=1

|rn− sn|
pn .

Da definição, se r j = s j para 1≤ j≤ k então d(〈rn〉,〈sn〉)≤ p−k. Reciprocamente, se d(〈rn〉,〈sn〉)<
p−k para algum k ≥ 1 inteiro, então r j = s j para 1≤ j ≤ k. Em particular, a bola fechada em Σp
com centro em 〈rn〉 e raio p−k é o conjunto

B
(
〈rn〉,1/pk

)
=
{
〈sn〉 ∈ Σp;r j = s j para 1≤ j ≤ k

}
.
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Na literatura, um fechado da forma B
(
〈rn〉,1/pk

)
é chamado cilindro e denota-se por

[r1,r2, . . . ,rk] :=
{
〈sn〉 ∈ Σp;r j = s j para 1≤ j ≤ k

}
.

Com essa métrica, Σp é um espaço métrico completo, compacto, totalmente desconexo e
perfeito, e portanto, um conjunto de Cantor (veja [7, pp. 46-47]). Considere a aplicação deslo-
camento σ : Σp→ Σp definida por

σ(〈rn〉) = 〈rn+1〉= (r2,r3, · · ·).

Sabe-se que σ é uma aplicação contı́nua sobrejetora e que existe uma órbita de σ densa em Σp.
Além disso, se Pn(σ) é o número de órbitas periódicas de perı́odo n de σ então Pn(σ) = pn. E
ainda, o conjunto das órbitas periódicas de σ é denso em Σp.

Seja A = (ai j) a matriz quadrada de ordem p tal que aii = 0 e ai j = 1 para 1 ≤ i, j ≤ p com
i 6= j. À matriz A, associamos o subconjunto

ΣA :=
{
〈sn〉 ∈ Σp;asnsn+1 = 1, para cada n≥ 1

}
.

Em outras palavras, a matriz A determina todas as transições admissı́veis em uma órbita.
O conjunto ΣA é um subespaço métrico compacto de Σp, invariante pelo deslocamento σ . A
restrição de σ ao subconjunto ΣA será denotada por σA, e é chamada de cadeia de Markov to-
pológica associada à matriz A ou simplesmente, subdeslocamento de tipo finito.

Dizemos que 〈sn〉 ∈ ΣA é um ponto periódico de perı́odo k≥ 1 por σA se σ k
A(〈sn〉) = 〈sn〉, isto

é, sn = sn+k para todo n≥ 1.
Para fixar notação, denotaremos os elementos de An por a(n)i j , para 1≤ i, j ≤ p e n ≥ 0. Para

p ≥ 3, a matriz A é irredutı́vel, ou seja, para cada i, j ∈ {1,2, . . . , p} existe n := n(i, j) ≥ 1 tal
que a(n)i j > 0. De fato, pode-se verificar que a(2)ii = p− 1 e a(2)i j = p− 2 para 1 ≤ i, j ≤ p com
i 6= j. Note que isto não ocorre no caso p = 2. Como p > 2, esse argumento também prova uma
propriedade mais geral: a matriz An é positiva para todo n ≥ 2, ou seja, todo elemento dessa
matriz é positivo. A conclusão segue da seguinte afirmação: qualquer matriz quadrada de ordem
p positiva multiplicada por A resulta em uma matriz positiva.

Como A é irredutı́vel, sabe-se que o conjunto das órbitas periódicas de σA é denso em ΣA
e que σA é topologicamente transitiva, isto é, existe um ponto em ΣA com órbita densa. Outra
propriedade particularmente importante de A é a transitividade. Uma matriz quadrada é dita
transitiva se alguma de suas potências for uma matriz positiva. Isto implica que o conjunto das
órbitas periódicas de σA é denso em ΣA e que σA é topologicamente misturadora, isto é, dados
dois abertos não-vazios U e V em ΣA existe n0 ≥ 0 inteiro tal que U ∩σn

A(V ) 6= /0 para todo n≥ n0
(para saber mais, veja [8] ou [9, pp. 50-52]).

Outra consequência da transitividade de A é que a entropia topológica de σA é dada por
htop(σA) = log(λA), onde λA é o maior autovalor da matriz A ([9, Proposition 3.2.5])). Por um
resultado de Bowen [10] (veja também [11]),

htop(σA) = limsup
n→∞

1
n

logPn(σA),

onde Pn(σA) é o número de pontos fixos de σn
A. Pelos Teoremas 2 e 3, obtemos o seguinte

resultado:
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Corolário 9. A entropia topológica de σA é igual a log(p−1).

Como σA é transitiva e o conjunto dos pontos periódicos é denso em ΣA, segue de um conhe-
cido resultado de Banks et al [12, Theorem], que σA tem sensibilidade às condições iniciais, isto
é, existe δ > 0 (constante de sensibilidade) tal que, para todo 〈sn〉 ∈ ΣA e qualquer vizinhança N
de 〈sn〉, existem k ≥ 0 e 〈rn〉 ∈ N tais que

d
(

σ
k
A(〈rn〉),σ k

A(〈sn〉)
)
≥ δ .

Em geral, estes são os três ingredientes que definem um sistema dinâmico caótico em um espaço
métrico, segundo Devaney [13]. Como consequência, esta discussão prova o seguinte resultado:

Teorema 10. A aplicação σA : ΣA→ ΣA é caótica, no sentido de Devaney.

5 O número Pn(σA)

Dada qualquer matriz quadrada real M de ordem p, denotaremos por Li(M) ∈ Rp e Ci(M) ∈
Rp a i-ésima linha e a i-ésima coluna da matriz M, respectivamente. Para demonstrar o Teorema
3, serão necessários dois resultados preliminares.

Lema 11. Existem duas sequências 〈xn〉 e 〈yn〉 de números reais positivos tais que a(n)ii = xn e
a(n)i j = yn para 1≤ i, j ≤ p e i 6= j. Em particular,

xn+1 = (p−1)yn e yn+1 = (p−2)yn + xn, (7)

para n≥ 1.

Demonstração. Usaremos indução em n para construir as sequências 〈xn〉 e 〈yn〉 com as propri-
edades acima. Como aii = a(1)ii = 0 e ai j = a(1)i j = 1 para 1 ≤ i, j ≤ p e i 6= j, definimos, para
n = 1,

x1 := 0 e y1 := 1.

E ainda, já vimos que a(2)ii = p− 1 e a(2)i j = p− 2 para 1 ≤ i, j ≤ p e i 6= j, e assim, para n = 2,
definimos

x2 := p−1 e y2 := p−2.

Com essa escolha, a identidade (7) está verificada no caso n = 1. Suponha que x j e y j estejam
definidos para 1≤ j ≤ n. Como An+1 = An ·A, temos que

a(n+1)
i j = Li(An) ·C j(A) =

(
a(n)i1 , . . . ,a(n)ip

)
·
(

a(1)1 j , . . . ,a
(1)
p j

)
=

p

∑
m=1

a(n)im a(1)m j .

Como x1 = 0 e y1 = 1, temos

a(n+1)
ii =

p

∑
m=1

a(n)im a(1)mi = (p−1)yny1 + xnx1 = (p−1)yn
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para 1≤ i≤ p e n≥ 1, e com isso, definimos

xn+1 := (p−1)yn.

Agora, se 1≤ i, j ≤ p e i 6= j então

a(n+1)
i j =

p

∑
m=1

a(n)im a(1)m j = (p−2)yny1 + xny1 + ynx1 = (p−2)yn + xn,

e dessa forma, definimos
yn+1 := (p−2)yn + xn.

Com isso concluı́mos a construção de 〈xn〉 e 〈yn〉 com as propriedades desejadas.

Lema 12. Sejam 〈xn〉 e 〈yn〉 duas sequências de números reais positivos definidas recursivamente
por

xn+1 := (p−1)yn e yn+1 := (p−2)yn + xn,

para n≥ 1, onde x1 = 0 e y1 = 1. Então

xn =
(p−1)n +(−1)n(p−1)

p
e yn =

(p−1)n− (−1)n

p

para cada n≥ 1.

Demonstração. Para cada n≥ 1, sejam

Yn :=
(

xn
yn

)
e M :=

(
0 p−1
1 p−2

)
.

Então, Yn+1 = MYn para cada n≥ 1, e por indução segue-se que Yn+1 = MnY1, onde Y1 =

(
0
1

)
. A

matriz M tem dois autovalores reais e distintos −1 e p−1. Considere a matriz dos autovetores-
coluna de M:

Q :=
(

1− p 1
1 1

)
Então,

Q−1 =

(
−1/p 1/p
1/p (p−1)/p

)
e Q−1MQ =

(
−1 0
0 p−1

)
.

Logo,

Mn =

(
[(p−1)n +(−1)n(p−1)]/p [(p−1)n+1 +(−1)n+1(p−1)]/p
[(p−1)n +(−1)n+1]/p [(p−1)n+1 +(−1)n]/p

)
Como Yn+1 = MnY1, obtemos

xn+1 =
(p−1)n+1 +(−1)n+1(p−1)

p
e yn+1 =

(p−1)n+1 +(−1)n

p

para todo n≥ 1.
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Demonstração do Teorema 3. Pelo Teorema 2, é suficiente determinar o número Pn(σA) de órbitas
periódicas de σA de perı́odo n. Por [9, Corollary 1.9.5],

Pn(σA) = traço(An) =
p

∑
i=1

a(n)ii .

Pelos Lemas 11 e 12,

a(n)ii = xn =
(p−1)n +(−1)n(p−1)

p
para todo n≥ 1, e portanto,

Pn(σA) = pxn = (p−1)n +(−1)n(p−1).

6 Órbitas com mesmo itinerário
Em CN consideremos a distância ρ definida por

ρ(〈xn〉,〈yn〉) =
∞

∑
n=1

(
1
2n ·

|xn− yn|
1+ |xn− yn|

)
(8)

Com a distância induzida, XN é um espaço métrico compacto e completo [14, pp. 249-250].
Além disso, pode-se verificar que a topologia métrica induzida por ρ em XN coincide com a
topologia produto [14, p. 247].

Dada uma sequência 〈xn〉 ∈ XN, existe um único sn ∈ {1,2, . . . , p} tal que xn ∈Dsn , para cada
n≥ 1. Dessa forma, a aplicação Ψ : XN −→ Σp dada por

Ψ(〈xn〉) = 〈sn〉,

está bem definida. Não é difı́cil verificar que Ψ é sobrejetora, mas não é injetora.

Lema 13. A aplicação Ψ é contı́nua.

Para demonstrar o Lema 13, será necessário um resultado geral sobre continuidade em espaços
produto. Dado um espaço métrico M, seja π j : MN −→M a projeção canônica na j-ésima coor-
denada, definida por π j(〈yn〉) = y j, para cada j ≥ 1.

Lema 14. [14, p. 245] Uma sequência 〈y(k)n 〉 em MN converge para 〈yn〉 ∈MN se, e somente se,
π j(〈y(k)n 〉) = y(k)j → y j quando k→ ∞, para cada j ≥ 1.

Demonstração do Lema 13. Seja 〈x(k)n 〉 uma sequência em XN que converge para 〈xn〉 ∈ XN. É
preciso provar que Ψ(〈x(k)n 〉)→Ψ(〈xn〉) quando k→∞. Se 〈s(k)n 〉 := Ψ(〈x(k)n 〉), isto é equivalente
a provar que 〈s(k)n 〉 → 〈sn〉 quando k → ∞. Pelo Lema 14, é suficiente provar que s(k)j → s j

quando k→ ∞, para todo j ≥ 1. Por absurdo, suponha que limk→∞ s(k)j 6= s j para algum j ≥ 1.

Então, existe uma subsequência 〈km〉 tal que s(km)
j 6= s j para todo m ≥ 1. Em particular, isto

implica que x(km)
j /∈ Ds j para todo m ≥ 1, e como x j ∈ Ds j , segue-se que limm→∞ x(km)

j 6= x j,

e portanto, limk→∞ x(k)j 6= x j. Novamente pelo Lema 14, temos que limk→∞〈x
(k)
n 〉 6= 〈xn〉, uma

contradição.
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Dizemos que 〈xn〉 e 〈yn〉 são equivalentes em XN, e indicamos 〈xn〉 ∼ 〈yn〉, se Ψ(〈xn〉) =
Ψ(〈yn〉). Este é um conhecido exemplo de relação de equivalência. O conjunto de todas as
classes de equivalência será denotado por XN/∼. A aplicação quociente

π : XN −→ XN/∼

é definida por π(〈xn〉) = [xn] (classe de equivalência de 〈xn〉), e com a topologia quociente em
XN/∼, π também é contı́nua. A aplicação Ψ desce ao quociente e induz uma única aplicação
ψ : XN/∼→ Σp bijetora e contı́nua (veja [14, pp. 68-69]) tal que o diagrama abaixo é comutativo,
isto é, Ψ = ψ ◦π .

XN Σp

XN/∼

Ψ

π
ψ

Lema 15. A aplicação ψ é um homeomorfismo.

Demonstração. Como ψ é uma bijeção contı́nua, é suficiente provar que XN/∼ é compacto e Σp
é Hausdorff ([14, p. 180]). Como XN é compacto e π é contı́nua, segue-se que XN/∼ é compacto.
Por outro lado, Σp é Hausdorff porque é um espaço métrico.

Demonstração do Teorema 4. Sejam ΨA := Ψ|O(X) e ψA := ψ|O(X)/∼. Segue-se da definição de
O(X) e ΣA que ΨA(O(X)) = ΣA, e do Lema 15, que ψA : O(X)/∼→ ΣA é um homeomorfismo.

7 Caos
Seja f : M→M uma função contı́nua em um espaço métrico M. Diz-se que f é caótica (no

sentido de Devaney) se f é topologicamente transitiva, tem órbita densa e é sensı́vel às condições
iniciais [13].

Demonstração do Teorema 5. Como σA é caótica, pelo Teorema 10, é suficiente provar que f e
σA são topologicamente conjugadas. Para isso, usaremos a notação introduzida na demonstração
do Teorema 4. Seja [xn] ∈O(X)/∼ e defina 〈sn〉 := ψA([xn]). Como ψA é um homeomorfismo de
O(X)/∼ em ΣA e

(ψA ◦σA ◦ψ
−1
A )([xn]) = ψA(〈sn+1〉) = [xn+1] = f ([xn]),

segue-se que o diagrama abaixo é comutativo, e portanto f e σA são topologicamente conjugadas.

O(X)/∼ O(X)/∼

ΣAΣA

f

ψ

σ

ψ
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8 Conclusão e considerações finais
Neste artigo verificamos e descrevemos simbolicamente o atrator topológico da dinâmica,

como equivalente a um conjunto de Cantor. Provamos ainda que a dinâmica neste atrator tem
entropia positiva. Uma propriedade importante e já esperada é que os resultados não dependem
das disposições no plano complexo (apenas que sejam disjuntos), tampouco do raio de cada um
deles. Um aspecto geométrico que abordaremos futuramente é sobre a medida de Hausdorff deste
atrator e o formalismo termodinâmico do sistema.
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