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Solucao numérica de problemas elipticos nao
lineares via método de diferencas finitas
exponencial de alta ordem

Numerical solution of nonlinear elliptic problems by the
exponential finite difference method of high order

Resumo

Diversos fendmenos fisicos sdo modelados por equacdes dife-
renciais parciais elipticas. Nem sempre essas equacdes admi-
tem solucdo analitica, por isso a importancia de buscar técnicas
de solu¢des numéricas cada vez mais eficientes. O método de
diferengas finitas € uma das técnicas numéricas mais antigas e
populares na solucdo de equagdes diferenciais parciais. Recente-
mente, um novo método de diferengas finitas vem sendo estudado
e aplicado na solugdo de equagdes elipticas lineares e ndo lineares.
Trata-se do método de diferencas finitas exponencial de quarta
ordem. A aplicacdo deste método em equagdes do segundo tipo
faz surgir um sistema nao linear que pode ser resolvido através
de métodos iterativos, por exemplo, o método de Newton. Neste
trabalho, uma equagdo eliptica ndo linear € resolvida através do
método de diferencas finitas exponencial, e os resultados obti-
dos foram discutidos e comparados com resultados analiticos e
numéricos presentes na literatura.

Palavras-chave: Equacgdes ndo lineares. Diferengas finitas expo-
nencial. Métodos numéricos e aplicacdes. Método de Newton.

Abstract

Several physical phenomena are modeled by elliptic partial diffe-
rential equations. These equations do not always admit of an
analytical solution, so the importance of searching for more effici-
ent numerical solutions techniques. The finite difference method
is one of the oldest and most popular numerical techniques in the
solution of partial differential equations. Recently, a new finite
difference method has been studied and applied in the solution
of linear and nonlinear elliptic equations. This is the exponential
finite difference method of the fourth order. The application of
this method to equations of the second type gives rise to a nonli-
near system that can be solved by iterative methods, for example
Newton’s method. In this work, a nonlinear elliptic equation is
solved through the exponential finite difference method, and the
results obtained were discussed and compared with analytical and
numerical results in the literature.

Keywords: Nonlinear equations. Exponential finite difference.
Numerical methods and applications. Newton’s method.



1 Introducao

Problemas de equilibrio sd@o aqueles em que a propriedade de interesse nao depende da evo-
lucao temporal. Na maioria das vezes esses problemas sdo modelados por equagdes diferenciais
parciais elipticas. Esses sistemas também sido conhecidos como estaciondrios, justamente por
permanecerem constantes em relacao ao tempo.

As equacgoOes de Poisson e de Laplace, cujas aplicacdes sao as mais variadas, sio muito co-
nhecidas. Por exemplo, a equacdo de Poisson representa o movimento de um fluido viscoso
incompressivel a baixa velocidade e a equacdo de Laplace € empregada para descrever poten-
cial eletromagnético, dentre outras (FORTUNA, 2012), em que ambas representam fendmenos
lineares. Entretanto a maior parte das equagdes que modelam os fendmenos fisicos sdo caracteri-
zadas pela sua ndo linearidade e lidar com equagdes desse tipo pode significar uma tarefa bastante
complicada.

Essas equagdes podem ser resolvidas através de trés tipos de abordagem: a computacional, a
experimental e a analitica. Embora as duas dltimas tenham suas vantagens, a abordagem compu-
tacional tem se sobressaido, pois ndo impde limitagdes de ordem dimensional, fisica e espacial,
tornando-a mais atrativa. Além disso, técnicas de estabilidade e convergéncia sdo incorporadas
ao processo de solucdo garantindo a validade dos resultados.

A abordagem computacional se realiza através dos métodos numéricos que aproximam com
determinada precisao a solucdo de equacdes diferenciais parciais através do auxilio de computa-
dores. Recentemente, um novo método numérico foi desenvolvido por Pandey (PANDEY, 2013),
chamado de método de diferengas finitas exponencial de quarta ordem e simulado computacional-
mente para equagdes diferenciais parciais elipticas de segunda ordem, com diferentes condicdes
de contorno.

Tratando-se de equacdes nao lineares, o sistema resultante é também nao linear e portanto é
mais conveniente buscar sua solugdo através do método de Newton, que serd tratado mais adiante.
Neste contexto, o objetivo deste trabalho € resolver um problema nao linear através do método
exponencial em diferentes malhas comparando os resultados numéricos com resultados presentes
na literatura, verificando o comportamento e efici€éncia do método na obten¢ao da solugdo.

2 Formulaciao matematica

O dominio de integracdo de uma equacdo diferencial parcial bidimensional € uma regiao £
cuja drea € limitada pela fronteira Q.

9?2 9?2 2?2 du 9
u u u ( u u> 0

a(x)y)ﬁ+b(xay)m+c(xay)ai)]2 =d x7y7u7$7aiy

A Equagio ?? é considerada uma equacdo diferencial parcial eliptica em Q se b —4ac < 0
para todo ponto interior de Q (CUMINATO; MENEGUETTE JUNIOR, 2013).

Uma caracteristica dos problemas modelados por equagdes diferenciais parciais elipticas é
que toda regido  seja imediatamente afetada por qualquer mudanca no valor da varidvel depen-
dente em um ponto do interior do dominio ou até mesmo na fronteira dQ. Isso é equivalente a
dizer que as propriedades fisicas de problemas elipticos propagam-se em todas as dire¢des dentro
do seu dominio e por este motivo suas condi¢des de contorno normalmente siao especificadas ao
longo de toda fronteira.
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As condicdes de contorno usualmente especificam os valores da fungdo ou os valores de sua
derivada normal ao longo do contorno d€2, ou uma mistura de ambos, que sdo, respectivamente,
as condicdes de Dirichlet (1 é conhecida em d€2), de Neumann ( % ¢ conhecida em dQ) e Robin

(au=p % conhecida em dQ). Em particular, considera-se neste trabalho uma regido quadrada
Q={(x,y) :a <x<b;a<y<b} com condigdo de contorno u(x,y) = g(x,y) em dQ.

3 Formulacao numérica

A resolucdo de uma equacao diferencial parcial analiticamente fica restrita a problemas sim-
ples e lineares. Problemas complexos, como € o caso dos ndo lineares, tornam-se dificeis ou até
mesmo impossiveis de se resolver analiticamente por conta da insuficiéncia dos métodos existen-
tes. Enquanto isso, a abordagem computacional é capaz de solucionar equacdes com alto nivel
de complexidade, ndo havendo restricdes a geometrias e processos complicados. E sempre ne-
cessario que haja um cuidado especial na construcao da modelagem, para que de fato, ela seja
uma representacao do fendmeno em questao.

A abordagem computacional € realizada por meio dos métodos numéricos, que calculam
solugcdes aproximadas para o problema através do suporte de computadores. Primeiramente, € ne-
cessario conhecer o dominio do problema, entdo alguns pontos sao selecionados e nesses pontos
aproxima-se a solucio, uma vez que o computador seria incapaz de aplicar as técnicas numéricas
num dominio continuo, contendo infinitos pontos. A esse processo denomina-se discretizagao.

A discretizacdo do dominio deve ser o primeiro passo para solucionar um problema esta-
ciondrio através de uma equacdo eliptica. Para exemplificar o processo, considera-se 2 como
sendo uma regido quadrada, coberta por uma malha, conforme a Figura 1. Supondo o dominio
adotado neste trabalho, entdo um ponto genérico (x;,y;) desta malha é dado por x; = a + ih,
i=12,.,Neyj=a+ jh, j=1,2,..,N, sendo h = (b —a)/N, com N dado pelo nimero de
subintervalos da malha.

=)

(a) Domimo continuo. (b} Domimio discreto.

Figura 1: Discretizagdo do dominio.

O método de diferencas finitas exponencial produz aproximacdes de alta ordem considerando
um espagamento uniforme 4 nas dire¢des x e y. Inicialmente, é preciso considerar os oito pontos
vizinhos (i£1,j), (i,j+1)e (i£1,j+£1), ao ponto (i, j):
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uit1,j = u(x; £ h,yj)

Ui j+1 = M(xi,Yj ih)

Uit1 j+1 = u(x; £h,y;£h)
comi=0,1,...,N, sendo N a quantidade de subintervalos tomados.

Para aproximar a solu¢do analitica da equacao nao linear:

0’u  d%u

ﬁ—i—a—}ﬂ:f(x,y,u), (2)
o método de diferencas finitas exponencial utiliza nove pontos e inicialmente é dado pela seguinte
equacio:

ao (Ui 1,j+im1j+ Ui o1+t j1) + @1 (Uit jo1 Ui o1+ Uit o1 +im1j1) +aoui ;= boh® fi je? "),

3)
onde ag,ay,ay e by sdo constantes e ¢(h) é uma fungdo diferenciavel. A partir dessa equacao,
pode-se ainda, definir a fungdo F (h,u) da seguinte forma:

F(hou) = ao(uiprj+ui—1j+uij+uij1)+
ar (uiy o1 i1 o1+t o1 w1 jo1) +asu j— boh? f; i€ = 0. 4)

Observando a Figura ??, nota-se a disposi¢ao dos pontos envolvidos na expressao de discre-
tizacdo de uma equacao diferencial utilizando o método de diferencas finitas exponencial.

& iy
& iy
& a

yi

Figura 1: Esténcil da aproximagdo pelo método de diferengas finitas exponencial.
A partir da Equacao ?? ocorre o desenvolvimento do método de diferengas finitas exponencial

de alta ordem. Primeiramente, expandindo a fung¢do diferencidvel ¢ (h) em série de Mac Lauren
obtém-se a seguinte expressao (CARREIRA et al., 2017):

2
0(h) = 9(0) +h'(0) + 29" (0) + O(K"). 0
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Agora, aplicando expansao exponencial no termo e?" o resultado sera:

o (h)?
2!
Entdo, o desenvolvimento do método exige que se fagca a substituicdo da Equacdo ?? na
Equacao ??. Esse processo acaba fornecendo a expressao a seguir:

M =149(h)+ +O0(h). (6)

2
" 902 + (14 9(0))9"(0) +O(3).  (7)

S 14 9(0)+ 1007 +1(1 +0(0)9'0) +

Dando continuidade ao processo, é preciso expandir F (h,u) em série de Taylor em torno do
ponto ; ;. Truncando essa expansdo até a quarta ordem, pode-se escrevé-la da seguinte maneira:

Fi,j = a04u,~’j +a14u,~j—|—a2ul~j —bohzfi’je(p(h)
d%u d%u d%u d%u
= +h? 2h? 2h——
+ao< 82 8y> )+a1( 82+ 92 )+
+a E&_i_ﬁi +a ﬁ&_‘_}éi_'_h“ 8414 (8)
"\1zoxt "120y ) TN 6ot T 6oyt T 920y ),
Para simplificar a expressado serd preciso considerar f; j = <‘3—i’2’ + ‘3—1’5) i) e entao:
i,j

2u  92u *u  0%u
2o (2242 7 N2 T 32
Vi <8x2 t ayz) (ax2 " a)’2>(i,j). ”

Usando essas notacdes e substituindo-as na Equacgao ??, tem-se:

h4
(4ao+4ar + ax)u; j + (ag +2ar)h* f; j + 2(a0+2a1)v fi,j+

4 4
a0 —dan) 3 — b (1 +(0) + 30(0)+
2
R(L9(0))6/(0) +2(6/(0) + (1-+0(0))6"(0))) =0 (10)

Analisando os coeficientes de 47, com p = 0,2, 3,4, constrdi-se o seguinte sistema nao linear:

dag+4a;+a, =0

(ao+2a1)fi,j—b0fi.,j(1+¢(O)+%¢(O>2):0 (1)
—bofi,j(1+¢(0))9'(0) =0
7L] —12—13 =

sendo:

1
2'1 = E(ao + 2a1)V2f,-7‘,~,

1 o'
7Lz — 8(a() —4a1) (8)623)/2) (i,)) ’

As = bofi 3 (9/(0) + (14 6(0))9” (0))
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Para resolver o sistema anterior, considera-se ¢(0) =0, ¢'(0) =0 e ag —4a; = 0. Com
simples substitui¢cdes convenientes descobre-se facilmente os valores de ag,a; € by, como segue
a partir de agora:

apg = 4a1,
ay = —20ay,
b() = 6a1.

A substitui¢do de todos esses valores conhecidos na dltima equacdo do sistema nao linear
fornece o valor de ¢”(0):
() = (12)
6fi;
Agora que sdo conhecidos, os valores de ¢(0),¢'(0) e ¢”(0) sdo utilizados na Equagdo ??,
obtendo-se o valor de ¢ (h):

2y2
o) ="t
Jij
Finalmente, sabe-se os valores de todas as constantes que a principio eram desconhecidas e
além disso, uma expressao foi encontrada para a fun¢do ¢. Substituindo os valores de ag,a;, bg
e ¢(h) na Equagdo ??, obtém-se a equacdo do método de diferencas finitas exponencial na sua
forma final:

(13)

n2v2f j
12; ;

(14)
O laplaciano que se encontra no expoente € aproximado por diferencas finitas de segunda
ordem, como visto a seguir:

2
Auigrjuiorj+ui e+ 1) + (i1 oo F i1 jpr Fsier j—1 + o1 j—1) — 20u; j = 6h° fj je

WV fi i = firrj+ fio1j—4fi+ fije1 + fij-1. (15)

Essa expressdo € a discretizacdo da equagdo diferencial utilizando o método de diferencas
finitas, também conhecida pela férmula dos cinco pontos.

Tratando-se de uma equagdo diferencial parcial eliptica ndo linear, a discretizacdo dessa
equacgao pelo método de diferencas finitas exponencial fornecerd um sistema nao linear que de-
verd ser resolvido por um método iterativo. Neste trabalho foi utilizado o método de Newton.

Suponha um sistema de n equagdes ndo lineares a n incégnitas:

f](XI,]CQ,...,Xn) =0
f X14X2y ey Xp =0
2(x1,x2 . ) .
fl’l(xlvxZ?"':xn) =0

Com a defini¢do dos vetores x = [x1,x2,...,x,]7 € f = [f1,f2,.-, fu]|, pode-se escrever o
sistema ndo linear na sua forma compacta:

f(x)=0. (17)
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O método de Newton para aproximar raizes de uma fungao escalar f é dado por:

0 _ f(x®) k>0, (18)
f1(x®)
considerando k a quantidade de iteracdes e portanto sendo x©) uma aproximacao inicial da

solugdo de f.

Para aplicar este método de Newton a resolucdo de um sistema nao linear, substitui-se a pri-
meira derivada da funcdo escalar f pela matriz jacobiana da fungdo vetorial f (QUARTERONI;
SALERI, 2006):

(1)

dx;  dxp ox,

e S E (19)
of of ... o
dxy o0xp oxp

em que o simbolo %, comi, j=1,2,...,nrepresenta a derivada parcial de f; em relagdo a x;.
J

Logo, o método se resume em:

oD = 0 Ax0) (20)

sendo JAx®) = — f(x®)) e x(O) um vetor inicial escolhido previamente de maneira conveniente,
isto €, este vetor deve estar proximo da solug@o analitica para garantir que a solu¢ao do método
iterativo convirja para a solu¢do do sistema.

Neste trabalho, o c6digo computacional e também os testes numéricos foram implementados
utilizando o software Matlab.

4 Resultados numéricos

Para andlise dos resultados provenientes da aplicagdo dos métodos numéricos tratados nas
secOes anteriores, serd utilizada a seguinte equacao eliptica ndo linear:

%u  9%u
W+87))2 = —f(x,y,u), (21)

com f(x,y,1) = Zu(1—u) + 2sen(%) + Z-(1 — x?)2sen?( %) (HU; CHEN, 2007).

A Equagao ?? ¢é definida num dominio quadrado com 0 < x,y < 1 e condi¢ao de contorno do
tipo Dirichlet definido por u(x,y), sendo u a solugdo analitica dada por u(x,y) = (1 —x?)sen(%y).
ApOs a discretizac@o pelo método exponencial, o sistema nao linear resultante serd resolvido pelo
método de Newton, considerando um vetor solugdo inicial x0) = 0,0, ...,O]T.

As solucdes obtidas nas simulacdes referentes a este problema sdo comparadas com a solugao
presente no artigo de Pandey (PANDEY, 2013). Serdo utilizados como comparagdo o erro
maximo absoluto (MAU) e a quantidade de iteragdes realizadas em cada simulacdo. Além disso,
o problema sera simulado em uma malha grossa e uma malha fina, com N =4 e N = 8§, respecti-
vamente.

MAU = max |x¥) —x]. (22)
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Tabela 1: Resultados obtidos por Pandey (PANDEY, 2013).

Malha MAU Iteracoes

Grossa | 2.8193e-05 11
Fina | 1.7285e-06 22

Tabela 2: Resultados obtidos neste trabalho.
Malha MAU Iteracoes | Tempo Computacional

Grossa | 2.8150e-05 4 6.4817s
Fina | 1.8190e-06 4 120.2692s

] i
05 1 05
04 04
04 03
0z 02
(R} o1
" 0z 04 05 [ 1 ,
X

(a) Solucao numeérica. (b) Erro.

Figura 3: Resultados referentes a malha grossa.

] %

(a) Solucdo numeérica. (b) Erro.

Figura 4: Resultados referentes a malha fina.

E possivel notar que as aproximacdes obtidas no presente trabalho e por Pandey (PANDEY,
2013) foram bem semelhantes, mantendo a mesma ordem de erro para cada malha adotada. A
principal diferenca estd na quantidade de iteracdes realizadas em cada teste. Esta ocorréncia pode
estar relacionada com o critério de parada adotado ou mais provavelmente com o vetor solugao
inicial considerado pelo autor. Verifica-se ainda que o tempo computacional gasto nas simulacdes
realizadas no presente estudo foi relativamente pequeno, considerando-se tratar de problemas que
envolvem a resolucdo de sistemas ndo lineares, o que € sempre mais complicado do ponto de vista
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numérico e computacional.

5 Conclusao

O método exponencial € uma nova técnica de diferencas finitas que tem apresentado bons
resultados, e que responde bem ao refinamento da malha, calculando melhores aproximagdes em
malhas mais finas, cujo espacamento foi reduzido. De modo geral, este método apresentou um
bom desempenho em problemas elipticos ndo lineares. Com a aproximacao inicial adotada o
método foi capaz de convergir apos realizar poucas iteragdes. Com base nos resultados gerados
até aqui, as aproximagdes acompanham um erro da ordem de 107> e 107%, o que representa uma
boa aproximacgdo. Isso mostra o quanto este método pode ser considerado competitivo quando
comparado a métodos mais classicos.
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