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Solucoes periodicas dos modelos de
moscas-varejeiras de Nicholson com retardo

Periodic solutions of delayed Nicholson’s blowflies models

Resumo
Neste trabalho, estudaremos as equagdes diferenciais funcionais
com retardo usadas no modelo de moscas-varejeiras de Nichol-
son, onde o retardo é constante. Devido as mudangas no am-
biente, torna-se irreal supormos que o retardo é constante e, por
este motivo, também analisaremos o modelo de moscas-varejeiras
modificado de Nicholson, onde o retardo nao € necessariamente
constante. Dentre os dois modelos, o modelo modificado é consi-
derado o mais préximo do mundo real.
Usando o Teorema da Continuacdo de Mawhin e a Teoria do
Grau Coincidente, obteremos condi¢des suficientes para garan-
tir a existéncia de solugdes periddicas positivas para o modelo de
moscas-varejeiras de Nicholson modificado. Ao considerar o re-
tardo constante, vemos que o primeiro modelo citado € um caso
particular do modelo modificado, o que possibilita a obtencao de
condicoes suficientes para a existéncia de solugdes periddicas po-
sitivas para o primeiro modelo.
Palavras-chave: Solucdo Periddica.  Modelo de Moscas-
varejeiras de Nicholson. Teorema da Continua¢do de Mawhin.

Abstract
In this work, we will study the delayed differential functio-
nal equations used in the periodic Nicholson’s blowflies model,
where the delay is constant. Due to environmental changes, it be-
comes unreal to suppose the delay is constant, because of this rea-
son also, we will analyse the modified periodic Nicholson’s blow-
flies model, where the delay is not necessarily constant. Between
both models, the modified model is considered the nearest to the
real world.
Using the Mawhin’s Continuation Theorem and the Coincidence
Degree Theory, we will obtain sufficient conditions to guarantee
the existence of positive periodic solutions of the modified perio-
dic Nicholson’s blowflies model. Considering the delay constant,
we see that the first model is a particular case of the modified
model, that provides the achievement of sufficient conditions to
existence of positive periodic solutions to the first model.
Keywords: Periodic Solution. Nicholson’s Blowflies Model.
Mawhin’s Continuation Theorem.



1 Introducao

Modelos mais realistas e interessantes de crescimento de uma tnica ou multiplas espécies
devem levar em conta o ambiente e os efeitos do tempo com retardo. A equacao

M (t)=—=8(t)M(t) +R(t)M(t — mw)exp|—a(t)M(t — mo)] (1)

foi introduzida por Nicholson para modelar uma populacido de moscas de laboratdrio, na qual é
assumido que os parametros bioldgicos e ambientais sdo periddicos com um periodo comum.

Na equacio (1), a(t) é uma funcao constante positiva, m é um nimero inteiro positivo, mm é
o retardo, 8(¢) e R(t) sdo fungdes periddicas positivas de periodo @. As fungdes R e § denotam
0 maximo per capita da produgdo didria de ovos e 0 maximo per capita da taxa de mortalidade
didria adulta, respectivamente. Em [1], Saker e Agarwal provaram que a equacdo (1) possui
solu¢cdo w—periddica se

min R(z) > max §(¢). (2)
t€[0,0] t€[0,0]

Com as constantes mudangas no ambiente, torna-se irreal assumir que o retardo € uma cons-
tante e muito menos um multiplo do periodo. Portanto, ao invés de assumirmos que o retardo
¢ uma constante, m®, considerd-lo-emos como func¢des w—periddicas, o e 7. Sendo assim,
estudaremos o seguinte modelo de moscas-varejeiras modificado de Nicholson

M'(t) = =8(t)M(t) + R()M(t — o(t)) exp[—a(t)M (¢ — (1)), (3)
em que
(a) 8,R,0,7:R — [0,0) sdo fungdes continuas e @-periddicas, com ® > 0;
(b) a:R — (0,00) € uma fungdo continua e w-periddica;
() Jo’8(t)dt > 0;
() [o’R(t)dt > 0.

O nosso proposito € obter algumas condi¢des suficientes para garantir a existéncia de solucoes
periddicas positivas da equagdo (3) através do Teorema da Continuacdo de Mawhin e da Teoria
do Grau Coincidente.

Neste artigo exploramos o trabalho [2] de Chen. Aqui, nés acrescentamos a demonstra¢ao
da existéncia de solug¢do periddica para o caso em que o retardo é um multiplo do periodo e
exemplos para concluir o artigo de Chen.

2 Notacoes

Os seguintes simbolos serdo usados na sequéncia.
I. R:=(—o00,00).

2. RT :=(0,00).

3. A-B={x€A;x ¢ B}.

4. |.| denota 0 médulo de um niimero real.
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5. C(A,B) é o espaco vetorial das fung¢des continuas ¢ : A — B.

6. C"(A,B) é o espago vetorial das fungdes n vezes diferencidveis ¢ : A — B tais que
go(”) : A — B € continua.

7. || = max{]x(z)

;1 €[0,0]}.

8. Q denota o fecho do conjunto Q.

9. intQ denota o interior do conjunto €.
10. dQ denota a fronteira do conjunto Q.
11. Ct={p e C(R,RT); o(t + 0) = ¢(¢t), 1 € R}.
12. Ny ={¢p € C"; ¢ = mow, para algum m € N}.
13. My =max{f(t);t € [0, ]}
14. my = min{f(r); 1 € [0, 0]}.

15. f= L [ f(t)at.

3 Existéncia de solucoes periodicas

Vamos considerar a equagdo (3) com as hipéteses (a), (b), (c) e (d) satisfeitas. Uma solugdo
x € C'(R,R) da equacdo (3) serd dita uma solugio w—periddica se x(t + @) = x(¢) para todo
teR.

Para todo € R, vamos assumir que

(H) R> Sexp(2w8) se 6 € CT — Ny,
(Hy) R> & se 6 € N,
Os principais resultados deste trabalho sdo os seguintes teoremas.

Teorema 1. Se a hipdtese (H)) estd satisfeita, entdo a equacdo (3) tem pelo menos uma solu¢do
w-periodica em R.

Teorema 2. Se a hipdtese (H,) estd satisfeita, entdo a equacdo (3) tem pelo menos uma solug¢do
w-periodica em R.

Na sequéncia apresentaremos conceitos importantes para as demonstracdes dos Teoremas 1
e 2.

Sejam X e Z espacos de Banach. Um operador linear L : domL C X — Z € dito operador de
Fredholm se estao satisfeitas as seguintes condicoes:

i) KerL possui dimensao finita (dimKerL < );
i) ImL possui codimensio finita (codimIm L < o0);

iii) ImL é um conjunto fechado (ImL = ImL).
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Quando dimKer L = codimImL, L € dito um operador de Fredholm de indice zero.

Lema 3. Se L for um operador de Fredholm de indice zero, entdo existirdo projecdes continuas
P:X —XeQ:Z— Ztais que

Ker L=ImP e Im L= Ker Q.

Demonstracdo. Seja {vy,...,v,} C KerL uma base para Ker L. Considere os operadores lineares
continuos ¢; : KerL — R tais que ¢;(v;) = &; j,i,j € {1,...,n}, em que

=0 2
Para cada i = 1,...,n, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe um operador linear continuo
®; : X — R que estende ¢;.
Defina P : X — X por Px = i D;(x)v;.
Claramente, o operador P ¢ é?rlla projecao continua e ImP C KerL. Resta-nos mostrar que

Ker L C Im P para concluirmos que Ker L = Im P. Com efeito, tomemos x € Ker L. Entdo, existem

n
o €Ri=1,...,n, tais que x = Zaivi. Para j € {1,...,n}, temos
i=1

n n n
ij(x):@j Zaivi = ZOC,'CDJ'(V,'): ZOC,'(PJ'(W) = ;.
i=1 i=1 i=1

n
Portanto, x = ) ®;(x)v; € ImP.
Mostremols allgora que o operador Q citado acima existe. Como dimCokerL € finita, temos
Z=ImL& N, onde N € um subespaco vetorial fechado de Z com dimensao finita.
Seja {wy,...,w, } C N uma base para N e defina os operadores lineares continuos y; : N — R
tais que y;(w;) = 6; j. Pelo Teorema de Hahn-Banach, para cadai € {1,...n}, existe um operador
linear continuo ¥; : Z — R que estende ;.

n
Defina a projecdo continua Q : Z — Z por Q(z) = Z ¥i(z)w;.
i=1

De forma anéloga ao que foi provado acima, obtemos Im Q = N. Para completarmos a prova,
basta demonstrarmos que Z = KerQ ¢ Im Q.

Primeiramente, note que ImQ NKer Q = {0}, pois como x € KerQ, temos Qx = 0. Por outro
lado, como x € ImQ, existe y € Z tal que Qy = x. Logo,

0=Qr=0Q%=Qy=nr.
Além disso, dado z € Z, temos
z=07—(0Qz—z) € ImQ+KerQ,
ou seja, Z =KerQ & ImQ. O]

Consequentemente, a restricdo Lp do operador L ao conjunto dom LN Ker P € invertivel, com
inversa Kp : ImL — dom LN KerP.
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Denotaremos por Kpg : Z — dom LN Ker P a inversa generalizada de L definida por Kpp =
Kp(I—0). N

Dados Q um subconjunto aberto e limitado de X e um operador N : Q — Z, diremos que N
é um operador L—compacto se QN(Q) é limitado € o operador KpoN é compacto.

Para provarmos os Teoremas 1 e 2, necessitaremos do seguinte Teorema de Continuacdo de
Mawhin, cuja demonstracao pode ser encontrada em [3].

Lema 4 (Teorema de Continua¢do de Mawhin). Sejam X, Z espacos de Banach e  um subcon-
junto aberto e limitado de X. Considere a equagdo

Lx =AN(x),

em que L : domL C X — Z é um operador de Fredholm de indice zero, A € [0,1] ¢ N é um
operador definido em Q com valores em Z.
Sejam P: X — X e Q : Z — Z projegoes continuas tais que ImP = KerL e Ker Q = ImL.
Suponha que o operador N : Q — Z seja L—compacto em Q. Suponha, também, que as
seguintes condicoes sejam satisfeitas:

i) para A € (0,1) e x € dIQNdomL, tem-se Lx # AN(x);
ii) parax € dQNKerL, tem-se QN(x) # 0;
iii) deg (ON,QNKerL,0) # 0.
Nestas condigées, a equacdo Lx = N(x) possuird pelo menos uma solugcdo em QN domL.

Para saber mais a respeito do grau coincidente e suas propriedades, sugerimos que o leitor
consulte a referéncia [3]. Nesta referéncia pode ser encontrada umas das propriedades essenciais
para o nosso trabalho: a Invariancia do Grau por Homotopia.

Visando utilizar o Lema 4 para demonstrar os Teoremas 1 e 2, encontraremos uma equagao
a operadores Lx = Nx, onde L é um operador de Fredholm de indice zero e N é um operador L-
compacto, ambos definidos e tomando valores em espacos adequados de fun¢des, de forma que
da existéncia de solucdo para tal equacdo seja possivel concluir que a equagdo (3) possui pelo
menos uma solucdo w-periddica em R.

Primeiramente, note que quando o € N, a equagdo (3) se reduz a

M'(t) = —8()M(t) + R(t)M(t — mo) exp|—a(t)M(t — 1(1))]. 4)
Entdo uma fungao € solucdo w—periddica de (4) se, e somente se, € solucdo w—periddica de
M'(t) = —8()M(t) + R(t)M(t) exp[—a(t)M(t — t(t))]. (5)

Sejam T = max{o(t);t € [0,0]} e ¢ € C([-7,0],R") com ¢(0) > 0. Assim, como na
demonstracdo de [4, Teorema 2.1], é possivel mostrar que toda solugdo M(¢) da equacdo (3)
satisfaz M(t) > 0 para t > 0. Logo, podemos tomar M(t) = exp[x(¢)] parat > 0 e, portanto, as
equagoes (3) e (5) podem ser reescritas como

X(t) = —6(t) + R(t)explx(t — o (t)) —x(t) — a(t) explx(t — 7(1))]] (6)

X(1) = —8(t) + R(r) exp[—a(t) explx(t — 7(1))]], (7
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respectivamente.
Sejam
Z=X={xe C(R,R); x(t + @) =x(r),t € R}

espagos de Banach com a norma ||.|.
Defina domL = {x € C'(R,R); x(t + @) = x(t),t € R} e

Lx=x', parax¢cdomL.

Claramente domL C X.
Definamos, agora,

Ni(x(1)) = =6(t) + R(t) explx(t — o (1)) = x(1) — a(t) exp[x(r — 7(1))]]

Na(x(1)) = =6(1) + R(z) exp[—a(r) exp[x(r — 7(1))]].

Considere as seguintes proje¢des continuas:

1 [o 1 (o
Px(t) = 5/0 x(t)dt e Qz(t) = 5/0 z(t)dt, paraxe X,z Z, t € R.

Proposicao 5. L é um operador de Fredholm de indice zero.

Demonstragcdo. Faremos a prova deste resultado em trés etapas.

(1) E ficil verificar que ImL = {z € Z; [ z(t)dt = 0}. Vamos, ento, provar que ImL é um
conjunto fechado. Pois bem, se y € ImL, entdo existe uma sequéncia (y,) C ImL tal que

0]
/Oy,,(t)dt:O R R

Como a convergéncia y, —» y € uniforme, temos que

/0 Y ()t — /0 “y@yar,

de onde segue que fowy(t)dt =0ey & ImL. Por conseguinte, o conjunto ImL € fechado.

(I1) Se x € KerL, entdo x’ = 0, ou seja, X'(t) = 0 para qualquer ¢ € R. Deste modo, x(t) = ¢y,
para todo ¢ € R, ou seja, x € uma fun¢do constante. Portanto,

dimKerL =dimR = 1.

(III) Da forma como a proje¢do Q foi definida, vemos que Im Q ~ R. Entdo,

dimImQ =dimR = 1.

Note que ImQNKerQ = {0}. Assim,
Z=ImQ@KerQ. 3)

Vimos em (I) que KerQ = ImL. Dai,
dimKerQ = dimImL. 9)

Das igualdades (8) e (9), obtemos

codimImL =dimImQ = 1.
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De (I), (II) e (IIT), segue que L € um operador de Fredholm de indice zero. L]

Fixe A € (0,1) e considere as equagdes

Lx = AN (x) (10)

) Lx = AN;(x), (11)
que sdo, respectivamente, equivalentes a

X (t) = —A8(t) + AR(t) explx(t — o (t)) — x(t) — a(t) explx(t — 7(¢))]] (12)

¥ (t) = —A8(t) + AR(t) exp[—al(t) expx(t — (¢))]]. (13)

Proposicao 6. Se a condicdo (H1) estd satisfeita, entdo existe uma constante positiva Ag, que
ndo depende de A, tal que se x€ domL satisfaz (12) entdo ||x|| < Ag.

Demonstragcdo. Se x € domL € uma solucao da equacgdo (12), entdo

%X’(t) +6(1) = R(1)exp [x(t — o (t)) —x(1) —a(r) exp[x(t — 7(1))]].
Integrando ambos os membros da equagdo acima em relagdo a ¢t de 0 a @, obtemos
% /O ® ()i + /O “ 8 (1)t = /0 ® R(t)exp [x(t — () — x(¢) — alt) explx(t — (¢))]] .

de onde segue que

0 = / t)expx(t—o(t)) —x(t) —a(t) explx(r — =(¢))]] dt. (14)

Das equacdes (10) e (14) temos

W =2 [ 1-80)+ ROexplx(r - 0(0) ~x(r) — a(t)explats — e(e))] dr <

< /w | = 6(r) +R(r)exp [x(r — o(t)) —x(¢) — a(t) explx(t — (1))]] |dt <
/ £)|dt + / £)exp[x(t — 6 (1)) —x(t) — a(t) explx(t — 7(t))]] |dt =

— o— / 5t dt—i—/ 1) exp [x(t — 0 (1)) — x(t) — a(t) explx(t — 7(1))]] dt = 2008 = a4
Ou seja,

/0 W (1)[dr < au. (15)

Como x € X é continua, existem &, 1 € [0, @] tais que

x(&)=m, e x(n)=M,. (16)

Portanto, B
8 > Rwexp[x(&) —x(n) — Muexplx(n)]],
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de onde segue que

X&) <In (%p (1) + M, exp[xm)n) | a7

Como
() =x(8) < [ (5l

das equacdes (15) e (17) temos

+/ (1)|dt <In (%exp[ (n) —i—Maexp[x(n)]]) + ap, parat € [0, 0.

Em particular,

x(n) <In (%exp [x(n) + M, eXP[X(n)H) + o,

(i (%)) w

[ W s)lds < xt6) —xtm),

de onde segue que

desde que R > Sexp(a).
Como

das equacdes (15) e (18) obtemos

x(t) > x(n) —/Ow ¥ (1)]dt > In (A% {m @i) —oc1D — = AL (19)

Similarmente, temos
1 R
—I—/ |dt <In (— |:ln (:) + (X]}) + oy :=As. (20)
nig o)

Seja Ag > max{|A;[,]|Az|}. Por (19) e (20), concluimos que se x € dom L satisfaz (12) entdo
||x]| < Ap. H

Proposicao 7. Se a condicdo (H2) estd satisfeita, entdo existe uma constante positiva By, que
ndo depende de A, tal que se x& domL satisfaz (13) entdo ||x|| < Bo.

Demonstragdo. Se x € domL € uma solucao da equacgdo (13), entdo

%x'(t) +6(t) = R(t) exp[—a(t) exp[x(t — ©(7))]].

Integrando ambos os membros da equagdo acima em relagcdo a ¢t de 0 a @, temos

- / " (0)dt + / " S(1)di = / ® R(t) expl—a(t) explx(t — (¢))]Jdr,

de onde se obtém
08 = / t)exp|—a(t)explx(t — (¢))]]- (21)
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Das equagdes (11) e (21) temos
W@k = 1= 80)+ R@)expl—a(t)explatc — 70)] dr <
< [71-80)-+ RO expl—alo) expla(t — ()]} dr <
< [P16wlar+ [ IRw)exvl-a(r)explats — 1)) ar =

o /O 5(t)di + /0 R(t) exp|—a(t) explx(t — 7(1))]]dt = 2008 = 0s.

Ou seja,
w
/ X/ (1)|dt < 0. (22)
0
Como x € X é continua, existem &, 7N € [0, @] tais que
x(§) =myex(n) = M,. (23)

Por (21), temos que _
®6 < wRexp[—mgexplx(&)]].

x(G) <In {mialn (%)} , (24)
desde que R > S,

Segue das equagdes (22) e (24) que

) <x(& +/ (1)|dt <In [iln (R)] + 0 := Bs. (25)
mg 1)

Por outro lado, também por (21), temos

Assim,

08 > wRexp|—M,exp|x(n)]].

a=n[Lu(®)] 2

Das equacdes (22) e (26) obtemos

Assim,

@ 1 R
x(t) > x(n) —/ |X/(¢)|dt > 1n {—ln (:)] —ap :=By. (27)

0 M, 19)
Seja By > max{|Bj|,|Bz|}. Por (25) e (27), concluimos que se x € dom L satisfaz (13) entdo
|lx]| < Bo. O

Nas proximas linhas, obteremos dois conjuntos abertos e limitados ,Q, C X tais que 0s
operadores N e N sio L-compactos em Q| e Q,, respectivamente, e as condigdes (i) (ii) e (iii)
do Lema 4 estdo satisfeitas.

Defina

Q) ={xeX;|x]| <A} (28)

Q= (29)
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Proposicio 8. O operador N| é L—compacto em .

Demonstragdo. Se x € Q entdo ||x|| < Age

04 x| = | [ Mitxoya

:%‘_/wé(t)dt—f—/wR(Z)eXp[X(l—G(Z))—X(Z)—a(t)exp[x(t_f(t»]]dt S

/ t)|dt + — / t)exp[x(t —o(r)) —x(t) —a(t) exp[x(r — ©(2))]]| dt <
< M\5| + Mgexp[2Ag + M, exp(Ao)]-

Portanto, o conjunto QN;(Q;) é limitado.
Denotando por Kp : ImL — dom LN Ker P a inversa do operador L restrito a dom LN KerP,

temos
K = ——/ / dsdt+/

Com o auxilio do Teorema de Arzela-Ascoli, é possivel provar que KpoNi = Kp(I — Q)N;
¢ um operador compacto. A prova deste fato foi omitida aqui por ser extensa. Para realiza-
la, basta lembrar do conceito de operador compacto e verificar que as hipéteses do Teorema de
Arzela-Ascoli sdo satisfeitas.

Logo, N; é um operador L—compacto em Q. ]

Proposicdo 9. O operador N> é L—compacto em Q.

Demonstragdo. Se x € Q, entdo ||x|| < By e

0N, (x |—‘—/N2 ))di| =

’— / * 5(r)dr + / " R(t) exp[—a(t) explx(t — T(1))]ldr| <
0 0

_/ t)|dt +— /Ow [R(t) exp[—a(t) explx(t — 7(¢))]]|dt < M\5|+ Mgexp[M,exp(Bo)].

Portanto, o conjunto QN,(Q;) é limitado.
Denotando por Kp : ImL — dom LN Ker P a inversa do operador L restrito a dom LN Ker P,

temos
Ky( = ——/ / dsdt+/

Através do Teorema de Arzela-Ascoli, é possivel mostrar que KpoN> = Kp(I — Q)N, é um
operador compacto. Como na demonstracao da Proposi¢ao 8, omitiremos esta parte da demons-
tracao.

Portanto, N> é um operador L—compacto em Q. ]

Proposicao 10. Se a condicdo (H)) estiver satisfeita, entdo se cumprirdo as condigcdes seguintes:
i) para A € (0,1) e x € Q) NdomL, tem-se Lx # AN (x);
ii) parax € dQiNKerL, tem-se QN|(x) # 0;
iii) deg(QON1,Q1NKerL,0) # 0.

SOUZA, C. S. de; AFONSO, S. M. S. Solucdes periddicas dos modelos de moscas-varejeiras de Nicholson com retardo. C.Q.D.— Revista Eletronica Paulista de
Matematica, Bauru, v. 10, p. 4:18 dez. 2017, Edigéo Ermac,

DOI: 10.21167/cqdvol10ermac201723169664carsssmsa0418 Disponivel em: http://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/

13



Demonstracdo. i) Se Lx = AN;(x), pela Proposi¢do 6, temos
—Ap < —|A1| <A <x(t) <Ay < |Az| < Ap.

Portanto,
||XH <Apg=x€ Q) =int
e, consequentemente, x ¢ dQ; NdomL.
ii) Sejax € dQiNKerL~dQ;NR. Entdo, x é uma fungio constante e, como ||x|| = Ap, temos
x(t) = £Ap paratodo t € R.
Se ON|(x) = 0, teriamos

—&8 +Rexp[—a(t) exp(x)] = 0.

Como exp|—M,exp(x)] < exp|—a(t)exp(x)] < exp|—mgexp(x)], concluirfamos que
In [Lln (5)] <x<lIn [Lln (5)] ,
M, K} mg 1)

—Apg <A <x <Ay <Ayp.

ou seja,

Portanto, x € Q1. Sendo assim, se x € dQ| NKerL, entdo QN (x) # 0.

iii) Considere a homotopia

1—u (@
Hl(x,u):—ux+T/() ON, (x)ds =

=t 80+ R exple — 0(0) —x(1) — a0 exp(i — )]} wE[0,1]
0
Para x € dQ NKerL, temos x = +A. Entdo,

ON1(—Ag) > 0e ON;(Ag) <O0. (30)
De fato, se ON;(Ag) > 0, terfamos

0< —é /0 * 5(r)de + % /0 ® R(t) exp [—alt) exp(Ao)] dt.

ou seja, _
®8 < wRexp[—myexp(Ag)]

1 R
Ap <In [—ln (:)] < Aj,
mg 0

contradizendo a escolha de Ay.

e, portanto,

Analogamente, obtemos QN (—Ag) < 0.
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Entdo, parax € dQ;NKerLe u € [0, 1], da condi¢do (30) temos
L L
xHy(x, 1) = —pux”+ T/ xXON; (x)ds < 0,
0

de onde podemos inferir que 0 ¢ H;((dQ;NKerL) x [0,1]). Usando a propriedade da
invariancia do grau por homotopia, concluimos que

deg (ON;(x),Q;NKerL,0) = deg (—x,Q; NKerL,0) # 0.
O
Proposicao 11. Se a condicdo (H,) estiver satisfeita, entdo se cumprirdo as condi¢cdes seguintes:
i) para A € (0,1) e x € dQyNdomL, tem-se Lx # AN, (x);
ii) parax € dQyNKerL, tem-se QN;(x) # 0;
iii) deg(QN>,QyNKerL,0) #0.
Demonstracdo. i) Se Lx = N»(x), pela Proposi¢do 7, temos
—By < —|Bi| < B <x(t) < By < |By| < By.

Portanto,
||xH < By=x€Qy=1intQ>,
de onde segue que x ¢ dQy NdomL.
ii) Sejax e dQyNKerL~dQ,NR. Entdo, x € uma fungdo constante e, como ||x|| = By, temos
x(t) = £By, para todo t € R.
Se ON,(x) = 0, terfamos

—& +Rexp[—a(t) exp(x)] = 0.

Como exp|—M,exp(x)] < exp[—a(t)exp(x)] < exp[—mgexp(x)], obteriamos
In {Lln (5)] <x<In [Lln (5)] ,
M, K My o

—Bg < B] <x < By < By.

ou seja,

Portanto, x € Q;. Logo, se x € dQ, NKerL, temos que ON;(x) # 0.

iii) Considere a homotopia

l—p (@
Ho(x, 1) :—/.Lx—l—T/O ON» (x)di =

= —px+ 1%‘/“’{—5(:) +R(r)exp[—a(t)exp(x(t — ()]} dt,  pe[0,1].
0
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Para x € dQ, NKerL, temos x = +By. Entdo,

ON>(—Bo) > 0e ON2(By) < 0. (31)

Com efeito, se QN> (—By) < 0, teriamos

0> — /0 ®5(1)dt + /0 " R(t) exp|—a(t) exp(—Bo)]dt,

ou seja, _
®38 > WRexp[—M, exp(—By)],

obtendo

B <1 ! 1 R_ < —B
n|{—In( = —
! M, S 0

o que contradiz a escolha de By.
Similarmente, obtemos QN (By) < 0.
Entdo, parax € dQ;NKerLe u € [0, 1], da condi¢do (31) temos

— ()
xH (x, [t) = —pux® + 1Tu/ XON,(x)ds < 0,
0

de onde podemos concluir que 0 ¢ H((dQ,NKerL) x [0,1]). Usando a propriedade da
invariancia do grau por homotopia, obtemos

deg (ON>(x),Q NKerL,0) = deg (—x,Q,NKerL,0) # 0.
O]

Neste momento, estamos em condi¢des de demonstrar os Teoremas 1 e 2, que sdo os resulta-
dos principais deste trabalho.

Demonstracdo. (do Teorema 1) Suponha que a condi¢do (H) ) esteja satisfeita. Pelas Proposi¢oes
5, 6, 8 e 10, as hipoteses do Lema 4 estdo satisfeitas. Portanto, a equacao (6) tem pelo menos
uma solugdo w—periédica em dom LN Q, a qual denotaremos por y.
Deste modo, M(t) = exp|y; (t)] é uma solugdo w—periddica da equacdo (3) em R.
[

Demonstracdo. (do Teorema 2) Suponhamos que a condic@o (H,) esteja satisfeita. Pelas Proposi¢des
5, 7,9 e 11, as hipéteses do Lema 4 estdo satisfeitas. Portanto, a equacdo (7) tem pelo menos
uma solucdo @w—periédica em domL N5, a qual denotaremos por ;.

Entdo, M(t) = exp[y2(¢)] é uma solugdo w—periddica da equagdo (5) em R e, consequente-
mente, exp[y, ()] é uma solugcdo w— periddica da equagdo (4) em R. O

Observacao 12. Vemos que a equagdo (1) é um caso particular da equagdo (3) com 6 =T =mo,
para algum m € N. A condicdo (2) é muito restritiva, uma vez que

R> min R(r) > max &(r) > 6.
t€[0,0] 1€[0,m]

Portanto, o Teorema 2 estende a condic¢do exigida por Saker e Agarwal.
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4 Exemplos

Exemplo 13. Considere o seguinte modelo de moscas-varejeiras de Nicholson:

M) = —11—0 (1+11—0+$) M(t)+
U o)) 150 o

Na equagao (32), temos que
1 1 1 exp(1,9) 1
(1) 10( +10+locos(t)), (1) 10 < ,9 1Osen()),

o(t) = 1+%|sen(t)\, () = %|cos(t)\ ea)=1

satifazem as hipoteses (a), (b), (c) e (d).
Temos também

§=0,11,R~0,60173,[8] =0,15,R > dexp[27(|5| + )] e 0 ¢ Nyy.
Neste caso, pelo Teorema 1, a equacdo (32) possui pelo menos uma solugdao 2mw—periddica.

Exemplo 14. Considere, agora, o modelo de moscas varejeiras de Nicholson a seguir:
M'(t) = —(1+cos(t))M(t) +exp(2) (1 +sen (t))M(t — 47) exp[—3M(t — 1 — |cos(t)|)]. (33)
Note que as funcoes
O(t) =14-cos(t),R(t) =exp(2)(1 +sen(t)), o(t) =4m, 7(t) = 1 + |cos(t)| ea(t) =3

satifazem as hipoteses (a), (b), (c) e (d).
Ademais, B B
d=1,R=exp(2),R>0d e 0 € Ny.

Portanto, pelo Teorema 2, a equagdo (33) possui pelo menos uma solu¢do 2n—periodica.
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