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Uma demonstracao da conjectura de Chen no
espaco Euclidiano £*

A proof of Chen conjecture in the Euclidean space E*.

Resumo

Seja M? uma superficie compacta bidimensional imersa no m-
espaco Euclidiano E™. A curvatura média total de M/ é definida
como sendo a integral f 2 H?dV, onde H e dV denotam, res-
pectivamente, a curvatura média e o elemento de volume da su-
perficie M?. Um problema interessante é encontrar o melhor li-
mite inferior desta integral em termos dos invariantes geométricos
ou topolégicos de M2. Muitos resultados tem sido obtidos acerca
desse problema. Bang-Yen Chen (1981, p. 515) conjecturou que
se M? é uma superficie bidimensional compacta de género g > 1
imersa no m-espaco Euclidiano £, entdo a integral do quadrado
de sua curvatura média é pelo menos 272. Neste trabalho, de-
monstraremos que essa conjectura € valida no caso do espaco Eu-
clidiano 4-dimensional E*.

Palavras-chave: Conjectura de Chen. Energia de Willmore.
Numeros de Betti.

Abstract

Let M? be a two dimensional compact surface immersed in the
Euclidean m-space E™. The total mean curvature of M? is defi-
ned to be the integral [, , H*dV, where H and dV denote, res-
pectively, the mean curvature and the volume element of the sur-
face M?. An interesting problem is to find the best possible lower
bound of this integral in terms of the geometric or topologic in-
variants of M2. There have been many results obtained on this
problem. Bang-Yen Chen (1981, p. 515) conjectured that if M/>
is a two dimensional compact surface of genus g > 1 immersed
in the Euclidean m-space £™, so the integral of the square of the
mean curvature is at least 27. In this paper we prove this conjec-
ture is true in the case of the Euclidean 4-space F*.

Keywords: Chen conjecture. Willmore’s energy. Betti numbers.



1 Introducao

Na teoria classica de superficies fechadas (compactas e sem bordo) imersas em um espaco
Euclidiano m-dimensional £™, os dois invariantes geométricos bdsicos sdo a curvatura Gaussi-
ana K e a curvatura média /. A curvatura Gaussiana € um conceito intrinseco e sua integral nos
fornece a conhecida féormula de Gauss-Bonnet

K dV = 2mx(M?),
M2
onde dV e x(M 2) denotam, respectivamente, o elemento de volume e a caracteristica de Euler
da superficie M2
Segundo Willmore (1968), para uma 2-superficie M2 imersa em £™, a integral do quadrado
da curvatura média, conhecida como a energia de Willmore, satisfaz

W(M?) = H? > 4x,
M2

onde a igualdade ocorre se, € somente se, M? € uma 2-esfera em um 3-espaco afim. A energia de
Willmore aparece naturalmente em alguns contextos fisicos. Por exemplo, na Biomatemadtica ela
aparece no modelo de Helfrich (1973) como um dos termos que contribuem para a energia das
membranas celulares.

Chen (1979) mostrou que se M? é uma superficie compacta flat imersa em £, entdo

W (M?) > 27°.

Uma extensao desse resultado para o caso m-dimensional (m > 4) foi obtida pelo préprio Chen
em 1981 e, além disso, foi proposta a seguinte conjectura.

Conjectura 1 Toda 2-superficie compacta M? de género g > 1 em E™ satisfaz
W(M?) > 2r°.

O principal objetivo deste trabalho é demonstrar que a conjectura acima € valida para o caso
em que m = 4. Mais precisamente, demonstraremos o seguinte teorema.

Teorema 2 Seja M? uma 2-superficie compacta de género g > 1 imersa no espago Euclidiano
E*. Entao
W(M?) > 27°.

2 Método do referencial movel

Sejam U um aberto do R" e (e, es,...,€,) campos diferencidveis de vetores definidos em
U de tal modo que, para todo g € U, se tenha (e;,e;), = &;;, onde §;; = 0sei # jed;; =1
se? = j,comzi,j = 1,...,n. Un tal conjunto de campo de vetores ¢ chamado um referencial
ortonormal mével em U e sera denotado por {e; }. Doravante, omitiremos os adjetivos ortonormal
e movel, isto €, todos os referenciais serao ortonormais.

A partir do referencial {e;} podemos definir formas diferenciais lineares wy, ... ,w, pela
condi¢do w;(e;) = d;;; em outras palavras, em cada ponto ¢ € U, a base {(w;),} € a base
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dual de {(e;),}. O conjunto das formas diferenciais {w;} € chamado o correferencial associado
ao referencial {e; }.

Cada campo e; € uma aplicagdo diferencidvel e; : U C R" — R". A diferencial (de;), :
R™ — R", em q € U, é uma aplicagao linear. Portanto, para todo v € R"”, podemos escrever

(dei)y(v) = D (wig),(v) €.
J
As expressoes (wij)q(v), acima definidas, dependem linearmente de v e diferenciavelmente de g.

Portanto, (wij)q ¢ uma forma linear em R". Como e; € um campo diferencidvel, entdo w;; € uma
forma diferencidvel linear. Com estes significados em mente, escreveremos

dei = Zwij €; (1)
J

como defini¢ao das formas w;;, que sdo chamadas formas de conexdo do R" no referencial {e; }.
Diferenciando a expressio (e;, e;), = d;;, obtemos
0 = (de;, ej)q + (i, dej)q = wij + wji,
isto €, as formas de conexao w;; sdo antissimétricas nos indices ¢, j.
Teorema 3 (Equagdes de Estrutura do R™) Seja {e;} um referencial em um aberto U C R™

Sejam {w;} o correferencial associado a {e;} e w;; as formas de conexdo de U no referencial e;.
Entdo,

dw; = Zwk N Wi, ()
k
dwij:Zwik/\wkj, /CIL...,TL. (3)
k

Demonstracao: Sejam a; = (1,0,...,0), as = (0,1,0,...,0),...,a, = (0,0,...,0,1) a base
candnicado R" e z; : U — R a fungdo que faz corresponder a cada ponto ¢ = (z1,...,2,) € U
a sua ¢-€sima coordenada. Entdo, dx; € uma forma diferencial em U e, como dxi(aj) = 0ij,
concluimos que {dx;} é o correferencial associado ao referencial {a;}. O referencial dado se
exprime em termos dos a; por

€ = Zﬂzj Qjs 4)
J

onde os j3;; sdo fungdes diferencidveis em U e, para cada ¢ € U, a matriz (5;;(q)) ¢ uma matriz
ortogonal. Como w;(e;) = d;;, temos

W; = ZBU de. (5)
J

Diferenciando (4), obtemos
de; = Zd@ik ap = Z dﬂij Zﬂjk €j.
k k J

Como de; = Y, w;; €;, concluimos que
J

Wij = Z dpix Bjk, (6)
k
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ou seja,

Zwij Bjs = Zdﬁik Bk Bjs = dBis, s=1, ... ,n.
J jk

Por fim, diferenciando exteriormente (5) e usando (7), obtemos

j gik k

que ¢ a primeira equagdo de estrutura (2).
Diferenciando (6) e usando (7), obtemos

dwy = =) dBi AdBj
k

n
= —E E wi B | N E Wis Bsk
k =1 s
== _E wis/\sz
S
E Wik N\ Wiy,
k

que € a segunda equagio de estrutura (3).

(7)

)

De modo inteiramente andlogo ao que foi feito em R"”, podemos definir, mais geralmente,
um referencial ortonormal movel em um aberto U de uma variedade Riemanniana M" qualquer.
Para finalizarmos esta secdo, apresentaremos o importante lema de Cartan e demonstraremos a

existéncia e unicidade das formas de conexao.

Lema 4 (Cartan) Sejam V um espago vetorial de dimensdo n e wy, ...

ywr Vo= Ror <

n, formas lineares de V' linearmente independentes. Suponhamos que existam formas lineares

01,...,0, 'V — R satisfazendo a seguinte condicdo,

i=1

Entao,
91': E ;5 Wy, i,jzl,...,r, A5 = Ajj-
J

Demonstracao: Completemos as formas wy,...,w, em uma base wy, ..., W, Wri1, - -

V* (espaco dual de V') e escrevamos

Qi = ZCLU Wi + Z bil wy.
j=1

l=r+1

Basta agora observarmos que a condi¢do )~ w; A 6; = 0 implica em
i
i=1
T T T n
= Zwi/\Zalj Wy —i—ZwZ/\ Z bil wi
i=1 j=1 i=1

l=r+1

= Z(aij — aji)wi AN W + Z bilwi N\ wy.

i<j i<l

., Wy de

)
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Como os wy ANws, k <s, k,s=1,...,n,sdo linearmente independentes, concluimos que
A5 = Qj; c bil = 0. ||

Lema 5 Sejam M™ uma variedade Riemanniana, ¢ € M"™ e U C M"™ uma vizinhanga de q.
Sejam (ey, ..., e,) um referencial movel em U e wy, ... ,w, o correferencial associado a {e;}.
Suponha que exista em U um conjunto de 1-formas diferenciais w;; satisfazendo as condigoes

Wij = —Wj; € dw]' = E Wi /\wkj.
k

Entdo um tal conjunto é vnico.

Demonstra¢ao: Suponhamos que exista outro conjunto de formas w;; com
(Dij = _(Djz'; dw]' = E Wi A\ @kj.
k

Entdo, > wy, A (W — wk;) = 0 e, pelo lema de Cartan,
k

- o J o, . J _ I
Wkj — Wkj = E :Bkiw“ By, = B
7
Observemos que,

_ _ ] o _ . k
Orj — wrg = > Bl = —(@ —wjx) = — Y Biw,
% i

e, como os w; sdo linearmente independentes, entao Bii = —B]'-“i. Usando as simetrias obtidas,
concluimos que

E_ _pi _ _pi_pi _pi __ pk_ _ pk_
ou seja, Wyj = Wk |

Lema 6 Escolhido um referencial {e;} em um aberto U C M™ de uma variedade Riemanniana
M™", existe em U um conjunto de formas diferenciais w;; que satisfazem

Wi = —Wj; € dw]' = Zwk A Wgj- (10)
k

Demonstracdo: Dado um ponto ¢ € M", o conjunto {w; Awj; i < j, 4,j =1,...,n} forma
uma base para o espago A?(T,M™)* das formas bilineares alternadas de T, M™ x T,M™, onde
T, M™ denota o espaco tangente a /™ em ¢. Assim, podemos escrever

dw;j = Z Ai:iwk A w;; com Aii = —Agk. (11)
k<i
Queremos determinar fungoes C’,ij = —C’;k tais que as formas diferenciais
wej =Y Chiw; (12)
i
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satisfacam (10). Se tais formas existirem, entdo de (10) e (11) teremos

dw; = Z Aiiwk A w; = Zwk A Z C’,ijwi
k i

k<i

= Z( b — Cwy A w;.

k<i

Igualando os coeficientes de termos correspondentes nas equagdes acima, obtemos

A?ﬂi = Clij - ij
Afj = Cijk - ]lk
Zj = Cljci - C]kz
Adicionando membro a membro as igualdades acima, encontraremos a seguinte condi¢ao ne-
cessdria para a existéncia dos C,

i L i
kj — §(Agci+A§j+Akj>' (13)

Entdo, basta definirmos Cj; como em (13) e as formas w;; por (12).

3 Subvariedades em um espaco Euclidiano

Seja f : M™ — E™P uma imersio de uma variedade suave compacta sem bordo n-dimensional
M™ em um espago Euclidiano E"*? de dimensdo n + p.

Ao longo desta se¢do, identificaremos M™ com sua imagem imersa € convencionaremos 0s
seguintes dominios de indices: 1 < i, 5,k <n; 1 < a, B,y <p;n+1<rst<n+p; 1<
A, B,C < n+ p. Além disso, denotaremos por N,M" o espaco normal a M em gq.

Consideremos no fibrado tangente 7'(E™*?) um referencial ortonormal local (e1,. .., €n4p)
com a propriedade que, quando restritos a um aberto U de M™, os vetores (eq, ..., e,) sejam
tangentes a U e os vetores (e,41, . . ., €n+p) S€jam normais a U. Denotemos por (wr, ... s Wntp)

seu respectivo correferencial. Como vimos na Secdo 1, existe uma unica 1-forma de conexao,
(wap), tal que

dwy = E wap Nwp, wap+wpa =0, dwap= E wac N\ wWeB.-
B C

Restringindo estas formas a M", temos w, = 0, para todo r. Assim,

0 = dw, :Zwri/\wi, Vor.

Pelo lema de Cartan, temos

_ T T o __ T - .
Wri = E hijwj, hi; = hj;, Y i, j,r.
J
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A primeira e a segunda forma fundamental sdo, respectivamente, dadas por

I= Z(wi)2 e Il = thjwiwj@.

i VR
O operador de forma A, de M" com relagdo ao vetor normal e € N,M" é o operador auto-
adjunto em 7, M" correspondente a forma quadratica /I, = (/],e). A matriz de A., com relagdo
a base adaptada {er, s enip} € Ly = (B )nxn- ‘ .
Além disso, podemos representar o campo vetor curvatura média £, a curvatura média H e o
comprimento ao quadrado da segunda forma fundamental S da seguinte maneira

§=) He, H=IE, S=) (h),

Z‘?j?T
onde H, = + > hi, para todo r.
7
Denotemos por B, o fibrado normal unitdrio de f(M™) em E"P, isto é,

B, ={(z,v(z)) |z € M" e v(xz) € NyguyM", com (v(z),v(x)) = 1}.

7z

Notemos que B, € localmente um fibrado de esferas (p — 1)-dimensionais sobre f(M™) e é
localmente uma variedade diferencidvel de dimensaon + p — 1.

Existe uma forma diferencidvel do,_; de grau p — 1 em B, tal que, quando restrita a uma
fibra, € o elemento de volume da esfera de vetores normais e unitarios em um ponto x € M",
denotada por S?~1.

Com efeito, podemos pensar em f = e,,,, como vetor posi¢do da esfera S?~'. Assim, das
equacdes (1) e (2) obtemos

p—1 p—1
df = E Wnt+abn+a € d€n+p = E WnipntaCnta;
a=1 a=1

donde segue que,
Wnip,nta = Wnta-

Desse modo, o elemento de volume de S?~! no referencial acima é dado pela (p — 1)-forma

do—pfl =Wpyr1 A A Wn4p—1 = Wntpn+1 JASRRIAN Wn+pntp—1-

Por outro lado, o elemento de volume de M™ pode ser representado pela n-forma dV = wi A- - - A
wy. Como B, é uma variedade diferencidvel (n + p — 1)-dimensional, entdo a (n + p — 1)-forma
dada por

AV Ndop—1 =wi A= ANwp Awppr A A Wpypoi

pode ser considerada como o elemento de volume de B,,.
Em um ponto arbitrdrio (z,e) € B,, denotemos A, = (A;;). Definimos a k-ésima curvatura
média Ki(x,e) em (z,e) por

det(&j + tAZ'j) =1+ Z (Z) Kk(l” e)tk7
k

onde ¢;; € o delta de Kronecker, ¢ ¢ um parametro e

(1) = e
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Quando k = n, a k-ésima curvatura média coincide com a curvatura de Lipschitz-Killing em
(x,e). Chamamos a integral

Kiw)i= [ i)l do,afe),

a k-ésima curvatura absoluta total de M" em x. A k-ésima curvatura absoluta total com relacdo
a f € definida por

1
TA(f) = —— | KidV,

Cn+p_1 Mn
onde ¢, 4,1 denota o volume da esfera unitdria (n 4+ p — 1)-dimensional.
O lema, a seguir, estabelece um limite inferior para T'A,,(f) em termos dos i-ésimos nimeros
de Betti 3;(M™) de M™ (confira a Sec¢do 4 para a defini¢do de 3;(M™)).

Lema 7 Seja f : M™ — E™P uma imersdo de uma variedade fechada em E™*P. Entdo,
TA) = 3 80",
i=0

onde [3;(M™) é o i-ésimo niimero de Betti.

Demonstracao: Vide (CHERN; LASHOF, 1958, p. 5). ]

4 Complexos simpliciais
Dizemos que ag, aq, . . ., a, em R" sdo pontos independentes quando os vetores
ayp — ap,ag — Ag, ..., 0y — Qg

sdo linearmente independentes. Esta defini¢do ndo depende da ordem em que os pontos foram
listados inicialmente, como se vé sem dificuldade.

Exemplo 8 Dois pontos distintos sdo independentes. Trés pontos sdo independentes quando sdo
ndo-colineares e quatro pontos independentes sdo pontos ndo-coplanares. Se {e1,...,e,} é a
base canénica do R", entdo os pontos 0, e, ..., e, sdo independentes. O niimero mdximo de
pontos independentes em R" é n + 1.

Uma combinacdo afim de pontos ag, ay, . . ., a, em R™ é uma expressao do tipo
p=ap-aqt+ay-ar+---+ o a,

com ag + oy + - -+ + «, = 1. Se, além disto, tivermos oy > 0,1 > 0, ..., . > 0, diremos que
p € uma combinagdo convexa dos pontos ag, @y, . . . , ;.

Um conjunto X C R" é convexo se, e somente se, toda combinagdo convexa de elementos
de X ainda pertence a X.

O conjunto de todas as combinacdes convexas de um conjunto arbitrario X C R" € um
conjunto convexo. Ele é chamado a envoltoria convexa de X e esta contido em qualquer conjunto
convexo que contenha X . Neste sentido, a envoltéria convexa de X € o menor conjunto convexo
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contendo X. Podemos descrevé-la como a intersec@o de todos os conjuntos convexos que contém
X.

Sejam ag, aq, . . . , a; pontos independentes em R". O simplexo k-dimensional (ou k-simplexo)

que tem estes pontos como vértices é o conjunto o = (ag, ay, .. ., a;) de todas as combinacdes
k
convexas p = . a;a;, ou seja, é a envoltéria convexa do conjunto {ag, ay, ..., ax}. O ndmero k
i=0

€ chamado a dimensdo do simplexo.

Fixado um subconjunto {ig,%1,...,%;} C {0,1,...,k}, o simplexo (a;,, a;,,...,a;,) é cha-
mado uma face de 0. Em particular, cada vértice de o € uma face de dimensao zero. Para cada
i=0,...,k aface o; = (ap,a1,...,a;,...,a;) chama-se a face oposta ao vértice a;. Se 7 é

uma face de o, escreveremos 7 X 0.
Um poliedro é um subconjunto X' C R”", no qual foi especificada uma colecdo finita de
simplexos de R", chamados os simplexos de K, de modo que as condicdes abaixo sdo satisfeitas:

1. Todo ponto de K pertence a algum simplexo de K (ou seja, K € a reunido dos seus sim-
plexos);

2. Toda face de um simplexo de K € ainda um simplexo de K;

3. Se o e p sdo simplexos de K, entdo o N p é vazio ou € uma face comum a o e p (e portanto
¢ um simplexo de K).

Exemplo 9 O poliedro mais simples é um simplexo, juntamente com suas faces. Em dimensoes
zero, um, dois e trés sdo, respectivamente, um ponto, um segmento de reta, um tridngulo e um
tetraedro.

Consideremos um k-simplexo o, o qual é a envoltéria de um conjunto A de k& + 1 pontos
independentes ay, . .., ay (d > k) em algum espago Euclidiano R?. Neste caso, dizemos que A
gera o simplexo o.

Uma orientacdo de o é induzida por uma ordenac@o de seus vértices, denotada por (ag - - - ax),
como segue: Para qualquer permutacdo 7= de O0,...,k, temos

<a7r(0) e aﬂ(k)> — (_1)Slgn(7r) <a0, e 7ak>’

onde o sign(m) € o nimero de transposicoes de 7 (logo, cada simplexo tem duas orientagdes
distintas). Um simplexo junto com uma escolha especifica de orientacdo é chamado simplexo
orientado.

Um complexo simplicial K é um conjunto finito de simplexos em algum espaco Euclidiano
R™, tal que (i) se o € um simplexo de K e 7 é uma face de o, entdo 7 é um simplexo de K, e (ii)
se o e T sdo simplexos de K, entdo o N 7 é ou vazia ou uma face comum de o e 7. A dimensao
de K € o maximo das dimensdes de seus simplexos. Se d é a dimensdo de K, diremos que K
€ um d-complexo simplicial. A unido de todos os simplexos de K induzidos com a topologia
subespaco de R™ serd denotada por |K|.

O i-esqueleto de K, denotado por K¢, é a unido de todos os simplexos de K de dimensio no
maximo 7. Um subcomplexo L de K é um subconjunto de K que € um complexo simplicial. Uma
triangulagdo de um espaco topoldgico X é um par (K, h), onde K é um complexo simplicial e
h é um homeomorfismo de | K| em X.
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A caracteristica de Euler de um d-complexo simplicial K, denotada por x(K), é o nimero

Z(_l)i&iv

1=0

onde «; € o numero de ¢-simplexos de K.

S Espacos de cadeia e homologia simplicial

Seja K um complexo simplicial. Uma k-cadeia simplicial ¢ uma soma formal do tipo > | ; ;0
sobre os k-simplexos orientados o; em K, com coeficientes a; no corpo Q dos nimeros racionais.
Além disso, por defini¢do, —o = (—1)o é o simplexo obtido de ¢ invertendo-se sua orientagdo.

Com as defini¢es candnicas de adi¢do e multiplicagdo por escalar, o conjunto de todas as
cadeias k-simpliciais forma um espaco vetorial Cy (K, Q), chamado espago vetorial de k-cadeias
simpliciais de K, que é o espaco vetorial livre gerado pelos k-simplexos. A dimensdo desse
espaco vetorial € igual ao nimero de k-simplexos de /. Portanto, a caracteristica de Euler de
um complexo simplicial d-dimensional K pode ser expressada como uma soma alternada das
dimensdes dos espacos de k-cadeias,

d
X(K) =D (1) dimCi(K, Q). (14)
i=0
Seja (v;, -+ - vy, -+ v;, ) um k-simplexo. Usaremos a nota¢do (vj, - - 0;, - - - v;, ) para indicar a
omissao do termo v, .
O operador de bordo 0y, : Ci,(K,Q) — Ci_1(K,Q) é definido como segue. Dado um tinico
k-simplexo o = (vj, - - - v, ), k > 0, pomos

k

Ok = D (=1)" g+ By i),

h=0

e entdo estendemos linearmente 0y, pondo

ak; <Z CLjO'j) = Z ajakaj.
J J

Por consisténcia definimos C_1(K,Q) = 0e Jy : Co(K,Q) — C_1(K,Q) como sendo a
aplicacao nula. O operador de bordo € uma aplicacdo linear entre espacos vetoriais e satisfaz
arelacdo 0y0, 11 = 0.

O espaco vetorial Z;(K,Q) = kerdy é chamado espaco vetorial de k-ciclos simpliciais. O
espaco vetorial By (K, Q) = imdy.; é chamado espago vetorial de k-bordos simpliciais. Como o
bordo de um bordo é 0, By, (K, Q) é um subespaco de Z,.(K, Q).

O espago vetorial quociente

€ 0 k-ésimo espaco vetorial de homologia de K. Dois k-ciclos o e 8 sdo k-homdlogos se a
diferenca entre eles € um k-bordo, isto é, se existe uma (k + 1)—cadeia v tal que o — 5 = O 417-
A classe de homologia de o € Z; (K, Q) é denotada por [].
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Os coeficientes de cadeias simpliciais que consideramos até agora foram os nimeros racio-
nais. Normalmente, esses coeficientes sdo tomados em um anel, como o conjunto dos inteiros.
Neste caso, obtém-se grupos de homologia, em vez de espagos vetoriais de homologia. Assim,
Hy(K,Z) é chamado de k-ésimo grupo de homologia do complexo K.

O k-ésimo niimero de Betti de um complexo simplicial K, denotado por S (K, Q), é a di-
mensao de Hy (K, Q). Em particular,

Br(K,Q) = dimZ,(K,Q) — dimBy(K, Q). (15)

6 Demonstracao do resultado principal

Demonstragio: (Do Teorema 2). O género g e a caracteristica de Euler y(M?) de uma 2-
superficie estdo relacionados pela equagdo x(M?) = 2 — 2g. Como, por hipétese, g > 1, entdo
x(M?) < 0. Da férmula de Gauss-Bonnet, segue que M? tem curvatura Gaussiana K < 0.
Levando-se em conta que “a curvatura escalar normalizada de uma 2-superficie coincide com
sua curvatura Gaussiana”’(HOU, 1998, p. 503) e usando uma desigualdade devida a Chen (1973,
p. 641), obtemos

2 /1
H%zvz%(— K;‘dv>+% K dvV, (16)

M2 C3 J a2 M2

onde c3 denota o volume da esfera unitdria 3-dimensional de £*.
Da identidade x(M?) = So(M?) — 1(M?) + S2(M?), do Lema 7 e de (16), temos

7'('2

M2H2 v > 7[ﬁo(M2)+ﬁl(M2)+/3z(M2>]+%2-[BO(MQ)—&(MQH&(M?)]

= m[Bo(M?) + Bo(M?)]

= 272,

onde usamos na dltima igualdade o fato de que 3y(M?) = Bo(M?) = 1 para toda superficie
bidimensional compacta, conforme Otsuki (1966).
u
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