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Equacoes diferenciais lineares

com
coeficientes constantes e derivacao da equacao
caracteristica

Linear Autonomous equations and Derivation of Polynomial
Characteristics

Resumo

Neste artigo, estudaremos as Equagdes Diferenciais Ordindrias
Lineares com Coeficientes Constantes (EDL-CC) através das pro-
priedades complexas de um Operador Linear apropriado. Inicial-
mente serdo apresentados os conceitos basicos de Algebra Linear
para Equagdes Diferenciais. Na sequéncia, a Exponencial Com-
plexa € explorada com o objetivo de aplicarmos o “Método Ope-
rador” no estudo de EDL-CC homogéneas e nao-homogéneas.
Palavras-chave: Equacido caracteristica, Equacdes Diferenciais
Ordinérias, Derivagao.

Abstract

In this paper, we will study the Linear Ordinary Differential Equa-
tions with Constant Coefficients through Of the complex pro-
perties of an appropriate Linear Operator. The basic concepts
of Linear Algebra for Differential Equations. Next, the Com-
plex Exponential is explored with the objective of applying the “
Operator Method ” in the Linear Ordinary Differential Equations
with Constant Coefficients study Homogeneous and nonhomoge-
neous.

Keywords: Characteristic equation, ordinary differential equati-
ons, Derivation.



1 Introducao

O tdpico Equacgdes Diferenciais Lineares com Coeficientes Constantes € vastamente abordado
na literatura matematica. Sejam a,,a,_1,...,ap € R e x(¢) uma fungio n-vezes diferencidvel em
um intervalo /, e considere ¢(7) uma fungdo definida em I uma Equacdo Diferencial Ordindria
Linear (EDL) é uma equacdo da forma.

d"x d"x dx
anW—f—an_lW—i—---—f—alE—|—a0x:q(t)7tEI. (D)
_ Sejal” (I) o conjunto das fung¢des derivadas de ordem 7 no intervalo /. Definimos o operador
L:C"(I) = C°(I) por:

- d" dr! d
Lx:((lnﬁJran1dtn—1+"'+alz+ao>)a (2)

Notamos que o operador L é uma transformagao linear, ou seja:

-~

L(x+y) = Lx+Ly,

A ~ 3
L(ax) = alx. )
Na busca de solucdes da equagdo (27), consideramos a Equacgdo Diferencial Homogénea:
Lx=0,1 €R. 4)

O conjunto das solucdes da equacdes homogénea, Sy, forma um subespaco vetorial. Sejam
81,82, -..,8, 0s elementos de Sy, entdo o conjunto S| = {s; + X4(0) | 1 <i < n} formam o conjunto
solugdo completa da equagdo onde x,(,) € uma solugdo particular da equag@o (27).

Em conseqiiéncia a solucao completa da equagdo

Lx = y1q1(t) + 12 (t) )

pode ser encontrado por superposicao de solugdes particulares:

2 Polinomio caracteristico
Pela propriedade basica da fun¢do exponencial, obtemos:

dnelt

S =AY, (©)

Teorema 1. Por todo A € C vale a equacdo carateristica:

LM =P(L)eM. 7)

Demonstracdo. De 6 temos que:
LeM = (anl"—kan_ll"*l +o At +a0) M. (8)
O
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Definamos portanto, P(4) o Polindmio Caracteristico onde:

P(?L):anl"—kan,lln_l+---—}—a1/1+a0. 9)

Em consequéncia:

Teorema 2. Para todo A € C temos que:

Liret = f ( p )P@ (A) P9

g=o \ 4

Demonstracdo. Derivando Z(ﬂ’ ¢ em respeito de A e utilizando que L ndo depende de A:

Loy :Z(d_pe(u)) _ar T(eM) =

dAP T dAr
ip()t)elt — Z < p )p(q) (A) 1P~
dAr o\ 4

O

7 e 2, - s . « A . . ~ p o
Corolario 1. Se A € C é uma raiz p-ésima do polindmio caracteristico, as p fungdes @ (1) =
PeM  p < p todas sdo solucdes da equagdo homogénea (4).

Demonstragdo. Por A ser raiz p-ésima, temos: P(A) =P (1) = --- = P(°P~1) (1) = 0. Entio,
por p < p:
LireM =Y ( L >P<’<> (A) P~k = 0.
k=0
[
Corolario 2. Se A € C é uma raiz p-ésima do polindmio caracteristico, temos que:
LiPeM = PP (L) M. (10)
Demonstracdo. Segue diretamente da Teorema 2. ]
Corolario 3. Se A € C é uma raiz p-ésima do polindmio caracteristico, vale por g > 0:
p+q
Lt = ) ( p+a )P(k) (A)PFa—keh (11)
k=p k
Demonstragcdo. Segue diretamente da Teorema 2. ]
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3 O método complexo

Os resultados no Teorema 1 e 2 também tem validade no caso complexa, e ainda sabemos
que:

M = % (cos Bt +isin Br), (12)
onde A = a+if}, ou seja, @ = Re(A) e B = Im(A). Por uma equagédo da forma:
L(e*t) = % (aj cos Bt +aysin Bt) . (13)
consideramos a equacao ’conjugada’:
L(e*t) = e (aj sin Bt — ax cos Bt). (14)

Portanto,

L(eM) = (a) —iap)e!*HP)" (15)

Encontramos uma solugdo particular da equagdo complexa, z,(¢), usando o método estipu-
lado nas seccdes anteriores, resolvendo simultaneamente a equacdo original e a sua equagao
conjugada:

xp(l):Re(Zp(t)) yp(t):Im(zp(t)) (16)

4 A equacao homogénea

Se A é uma raiz (possivelmente complexa) do polindmio carateristico com multiplicidade p,
0 conjunto:

P = {(co-l—clt—l— . —|—cp,1tp_])e’l’ | (cor---sCp—1) € ]Rp} (17)
€ contido no espaco solucional da equacdo homogénea, .#). De fato:
k
7= (18)
i=1
onde os A;, i = 1,...,k sdo os raizes do polindmio carateristico com respectivas multiplica-

dades p;, Zle pi=n

5 A equacao nao homogénea

Consideramos uma equacao, possivelmente complexa, da forma:

Lx=q(1)e™ = Z qit*e. (19)
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Se A é uma raiz p-ésima, supondo uma solucao particular da equagdo (19) da forma:

op(t) =P Y Opt'eM =Y Qu'tPeM, (20)
=0 [=0

Obtemos:

I4p l+p
TP Al — Z ( l_{]—cp )P(k)(k)tlﬂ)_keh _ Z ( l—]tp )P(k)(l)tlﬂ)_keh _
k=0 k=p

/ /
I+p (k+p) I—k At _ [+p (I=k+p) k At
Y (L0 )=y (10 Y gy

Assim:

r [
= I+p (I—k+p) (5 \fk At
Lo,t) =Y O ( )P P (A)ikeM =
P0=Lo Y 1 ko

i I+p ) (UI=k4p) (A vk A N N ( I+p ) (I—k+p) (3 \ AL
P At =Yt P PI(Q)e.
k;m_zkgl(,_ﬂp ar=yeyo(,hf, (A)e

Igualando esta equacao ao lado direito, q(t)e’” , obtemos:
_y [P\ pli—k+p)
qk—;sz(l_Hp P (A). Q1)

O que mostra, que @, (t) é de fato solugdo de equagao (19) - e fornece uma equagio permitindo
encontrar de forma recursiva (substituicdes retro-ativas) as incognitas, ;. Observamos ainda
que: PO (L) =0 pori>n.

Por simplicidade introduzimos:

_ I+p (I—k+p)
O = < l—k—l—p )P (l) (22)

Assim a equacdo (21) se reduz a:
a =Y 0410 (23)
I=k

Substituindo i = r — k:

r r
Gri= Y, 4 Qr= Y, i jQr+0 s iQri.

I=r—i I=r—i—1

Supondo que o, ,—x 7# 0,0btemos por Q,_:
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Qr,i _ lzrfl-fl . . (24)

-vélidopori=0,...,r.

6 Exemplos

Vamos utilizar o método apresentado neste trabalho, para resolver de forma pratica, algumas
equacoes diferenciais.

6.1 Exemplo 1

Consideramos a equagao:

3y _d%

—= —3—=+4y=¢".

dx3 " dx? tay=e
Primeiro encontremos a solucdo da equagdao homogénea correspodente, temos que a equagao

caracteristica é:

P(A) =A% -3A%+4. (25)
Assim, P(A) =0 = A = —1 (raiz simples), ou A = 2 (raiz dupla).
Logo a solu¢do completa da EDO homogénea é:

y(x)=cre "+ cre” + cyxe™ .

Procuremos uma solugéo particular y, = Ae*.
Sabemos que:

Le* = P(A)e™.

Entao, pela Linearidade do Diferencial:

LAe* = ALe" = AP(1)e".

Mas P(1) = 2.
Entao,
LAe" = 2A¢".
Mas queremos que
LA = ¢

Entdo temos que:
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1
20" =" —= A = X
Portanto, uma solucao particular é

1

Vp = Eex.

Entao, pelo teorema da suposicao de solugdes a solugdo completa do sistema ndo homogéneo

[€N

1
y(x) =cre "+ cre” + cyxe + Eex.

6.2 Exemplo 2

Tomemos a seguinte EDO:

ddy _d%
22 37 iy =
s e T
como A = —1 é solugdo de multiplicidade 1 do Polindmio Caracteristico, procuremos uma

solugdo particular da forma y, = Axer.

Mas temos que:

LAxe™ = ALxe™*.

Entao:

ALxe™ = A(P(A)xe™ + P/ (1)e*).

Tomando A = —1, temos que P(1) =0e P/(A) =342 — 64 =3(—1)2—6(—1) =9.
Dai:

ALxe™ = 9Ae™.
Mas queremos que LAxe™, seja igual a e, entdo igualando temos:

1
Qhde P =e = A= 9

Portanto uma solug¢do particular é:

6.3 Exemplo 3

Para finalizar, mostraremos um exemplo no qual a resolucdo através do modelo atual de
resolucgdo seria trabalhoso, porém utilizando o método de derivagdo do Equacdo Caracteristica
os calculos sdo drasticamente reduzidos.
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Suponha que queremos encontrar a solucao geral da seguinte EDO:

d3y d2y

d4
Y TS+14

o 20d_y +25y = ¢* cos2x. (26)

4 ay
dx? dx

Sabemos que:
" cos2x = Re(e!!T20%),
Ainda temos que A = 1+ 2i € raiz dupla, entdo tomemos:
Yp = sze(l+2i)x.
Mas sabemos a propriedade do diferencial, temos:
LAX*e* = A(P"(L) +2xP (1) + Px*(1))e™M).

Mas como,
P(142))=P(1+2i)=0
P"(142i) = 12(1 +2i)* — 24(1 +2i) +28 = —32.
Logo,

ZAXZEAX — —32A€(1+2i)x.

Dai, igualando temos que:

_32Ae(1+2i)x — e(l+2i)x :>A — _i
32
Entao temos que a solucdo da EDO complexa é
_ o x2eH20v x2¢%(cos 2x +isin 2x)
T T T T 32 '
Portanto, a solucdo particular é:
B x%e* cos 2x
T

7 Conclusao

Neste trabalho € apresentado um novo método para resolugdo de equagdes diferenciais linea-
res com coeficientes constantes, ou de outra maneira, equacoes do tipo,

d"x d"x
a4

dx
a"d +ota—+apx=q(t),t €1 (27)

dim—1 dt
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Para isso apresentamos resultados onde o principal é que para todo A € C temos que,

Lirer = f ( p )P@ (A)tP—9eM

q=0 q

Utilizando desse resultado € mostrado alguns exemplos de como pode ser resolvido equacoes
utilizando esse novo método .
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