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Equações diferenciais lineares
com

coeficientes constantes e derivação da equação
caracterı́stica

Linear Autonomous equations and Derivation of Polynomial
Characteristics

Resumo
Neste artigo, estudaremos as Equações Diferenciais Ordinárias
Lineares com Coeficientes Constantes (EDL-CC) através das pro-
priedades complexas de um Operador Linear apropriado. Inicial-
mente serão apresentados os conceitos básicos de Álgebra Linear
para Equações Diferenciais. Na sequência, a Exponencial Com-
plexa é explorada com o objetivo de aplicarmos o “Método Ope-
rador” no estudo de EDL-CC homogêneas e não-homogêneas.
Palavras-chave: Equação caracterı́stica, Equações Diferenciais
Ordinárias, Derivação.

Abstract
In this paper, we will study the Linear Ordinary Differential Equa-
tions with Constant Coefficients through Of the complex pro-
perties of an appropriate Linear Operator. The basic concepts
of Linear Algebra for Differential Equations. Next, the Com-
plex Exponential is explored with the objective of applying the “
Operator Method ” in the Linear Ordinary Differential Equations
with Constant Coefficients study Homogeneous and nonhomoge-
neous.
Keywords: Characteristic equation, ordinary differential equati-
ons, Derivation.



1 Introdução
O tópico Equações Diferenciais Lineares com Coeficientes Constantes é vastamente abordado

na literatura matemática. Sejam an,an−1, . . . ,a0 ∈ R e x(t) uma função n-vezes diferenciável em
um intervalo I, e considere q(t) uma função definida em I uma Equação Diferencial Ordinária
Linear (EDL) é uma equação da forma.

an
dnx
dtn +an−1

dn−1x
dtn−1 + · · ·+a1

dx
dt

+a0x = q(t), t ∈ I. (1)

Seja Cn(I) o conjunto das funções derivadas de ordem n no intervalo I. Definimos o operador
L̂ : Cn (I)→C0 (I) por:

L̂x =
(

an
dn

dtn +an−1
dn−1

dtn−1 + · · ·+a1
d
dt

+a0

)
x. (2)

Notamos que o operador L̂ é uma transformação linear, ou seja:

L̂(x+ y) = L̂x+ L̂y,
L̂(αx) = αL̂x.

(3)

Na busca de soluções da equação (27), consideramos a Equação Diferencial Homogênea:

L̂x = 0, t ∈ R. (4)

O conjunto das soluções da equações homogênea, S0, forma um subespaço vetorial. Sejam
s1,s2, ...,sn os elementos de S0, então o conjunto S1 = {si + xq(t) | 1≤ i≤ n} formam o conjunto
solução completa da equação onde xq(t) é uma solução particular da equação (27).

Em conseqüência a solução completa da equação

L̂x = γ1q1(t)+ γ2q2(t) (5)

pode ser encontrado por superposição de soluções particulares:

2 Polinômio caracterı́stico
Pela propriedade básica da função exponencial, obtemos:

dneλ t

dtn = λ
neλ t , (6)

Teorema 1. Por todo λ ∈ C vale a equação caraterı́stica:

L̂eλ t = P(λ )eλ t . (7)

Demonstração. De 6 temos que:

L̂eλ t =
(
anλ n +an−1λ n−1 + · · ·+a1λ +a0

)
eλ t . (8)
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Definamos portanto, P(λ ) o Polinômio Caracterı́stico onde:

P(λ ) = anλ
n +an−1λ

n−1 + · · ·+a1λ +a0. (9)

Em consequência:

Teorema 2. Para todo λ ∈ C temos que:

L̂t peλ t =
p

∑
q=0

(
p
q

)
P(q) (λ ) t p−qeλ t

Demonstração. Derivando L̂(t pe(λ t)) em respeito de λ e utilizando que L̂ não depende de λ :

L̂(t pe(λ t)) = L̂
(

dp

dλ p e(λ t)
)
=

dp

dλ p L̂(eλ t) =

dp

dλ p P(λ )eλ t =
p

∑
q=0

(
p
q

)
P(q) (λ ) t p−qe(λ t).

Corolário 1. Se λ ∈ C é uma raı́z ρ-ésima do polinômio caracterı́stico, as ρ funções ϕ
p
λ
(t) =

t peλ t , p < ρ todas são soluções da equação homogênea (4).

Demonstração. Por λ ser raı́z ρ-ésima, temos: P(λ ) = P′ (λ ) = · · · = P(ρ−1) (λ ) = 0. Então,
por p < ρ:

L̂t peλ t =
p

∑
k=0

(
p
k

)
P(k) (λ ) t p−keλ t = 0.

Corolário 2. Se λ ∈ C é uma raı́z ρ-ésima do polinômio caracterı́stico, temos que:

L̂tρeλ t = P(ρ) (λ )eλ t . (10)

Demonstração. Segue diretamente da Teorema 2.

Corolário 3. Se λ ∈ C é uma raı́z ρ-ésima do polinômio caracterı́stico, vale por q > 0:

L̂tρ+qeλ t =
ρ+q

∑
k=ρ

(
ρ +q

k

)
P(k) (λ ) tρ+q−keλ t . (11)

Demonstração. Segue diretamente da Teorema 2.
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3 O método complexo
Os resultados no Teorema 1 e 2 também tem validade no caso complexa, e ainda sabemos

que:

eλ t = eαt (cosβ t + isinβ t) , (12)

onde λ = α + iβ , ou seja, α = Re(λ ) e β = Im(λ ). Por uma equação da forma:

L̂(eλ t) = eαt (a1 cosβ t +a2 sinβ t) . (13)

consideramos a equação ’conjugada’:

L̂(eλ t) = eαt (a1 sinβ t−a2 cosβ t) . (14)

Portanto,

L̂(eλ t) = (a1− ia2)e(α+iβ )t . (15)

Encontramos uma solução particular da equação complexa, zp(t), usando o método estipu-
lado nas secções anteriores, resolvendo simultaneamente a equação original e a sua equação
conjugada:

xp(t) = Re(zp(t)) yp(t) = Im(zp(t)) (16)

4 A equação homogênea
Se λ é uma raı́z (possivelmente complexa) do polinômio caraterı́stico com multiplicidade ρ ,

o conjunto:

S
ρ

λ
=
{
(c0 + c1t + . . .+ cρ−1tρ−1)eλ t | (co, . . . ,cρ−1) ∈ Rρ

}
(17)

é contido no espaço solucional da equação homogênea, S0. De fato:

S =
k⋃

i=1

S
ρi

λi
. (18)

onde os λi, i = 1, . . . ,k são os raı́zes do polinômio caraterı́stico com respectivas multiplica-
dades ρi, ∑

k
i=1 ρi = n.

5 A equação não homogênea
Consideramos uma equação, possivelmente complexa, da forma:

L̂x = q(t)eλ t =
r

∑
k=0

qktkeλ t . (19)
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Se λ é uma raı́z ρ-ésima, supondo uma solução particular da equação (19) da forma:

ϕp(t) = tρ
r

∑
l=0

Qlt leλ t =
r

∑
l=0

Qlt l+ρeλ t . (20)

Obtemos:

L̂t l+ρeλ t =
l+ρ

∑
k=0

(
l +ρ

k

)
P(k)(λ )t l+ρ−keλ t =

l+ρ

∑
k=ρ

(
l +ρ

k

)
P(k)(λ )t l+ρ−keλ t =

l

∑
k=0

(
l +ρ

k+ρ

)
P(k+ρ)(λ )t l−keλ t =

l

∑
k=0

(
l +ρ

l− k+ρ

)
P(l−k+ρ)(λ )tkeλ t .

Assim:

L̂ϕp(t) =
r

∑
l=0

Ql

l

∑
k=0

(
l +ρ

l− k+ρ

)
P(l−k+ρ)(λ )tkeλ t =

r

∑
k=0

r

∑
l=k

Ql

(
l +ρ

l− k+ρ

)
P(l−k+ρ)(λ )tkeλ t =

r

∑
k=0

tk
r

∑
l=k

Ql

(
l +ρ

l− k+ρ

)
P(l−k+ρ)(λ )eλ t .

Igualando esta equação ao lado direito, q(t)eλ t , obtemos:

qk =
r

∑
l=k

Ql

(
l +ρ

l− k+ρ

)
P(l−k+ρ)(λ ). (21)

O que mostra, que ϕp(t) é de fato solução de equação (19) - e fornece uma equação permitindo
encontrar de forma recursiva (substituições retro-ativas) as incógnitas, Ql . Observamos ainda
que: P(i)(λ ) = 0 por i > n.

Por simplicidade introduzimos:

αk,l =

(
l +ρ

l− k+ρ

)
P(l−k+ρ)(λ ). (22)

Assim a equação (21) se reduz à:

qk =
r

∑
l=k

αk,lQl. (23)

Substituindo i = r− k:

qr−i =
r

∑
l=r−i

αr−i,lQl =
r

∑
l=r−i−1

αr−i,lQl +αr−i,r−iQr−i.

Supondo que αr−k,r−k 6= 0,obtemos por Qr−k:
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Qr−i =

qr−i−
r

∑
l=r−i−1

αr−i,lQl

αr−i,r−i
. (24)

- válido por i = 0, . . . ,r.

6 Exemplos
Vamos utilizar o método apresentado neste trabalho, para resolver de forma prática, algumas

equações diferenciais.

6.1 Exemplo 1
Consideramos a equação:

d3y
dx3 −3

d2y
dx2 +4y = ex.

Primeiro encontremos a solução da equação homogênea correspodente, temos que a equação
caracteristica é:

P(λ ) = λ
3−3λ

2 +4. (25)

Assim, P(λ ) = 0 =⇒ λ =−1 (raiz simples), ou λ = 2 (raiz dupla).
Logo a solução completa da EDO homogênea é:

y(x) = c1e−x + c2e2x + c3xe2x.

Procuremos uma solução particular yp = Aex.
Sabemos que:

L̂eλx = P(λ )eλx.

Então, pela Linearidade do Diferencial:

L̂Aex = AL̂ex = AP(1)ex.

Mas P(1) = 2.
Então,

L̂Aex = 2Aex.

Mas queremos que

L̂Aex = ex.

Então temos que:
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2Aex = ex =⇒ A =
1
2
.

Portanto, uma solução particular é

yp =
1
2

ex.

Então, pelo teorema da suposição de soluções a solução completa do sistema não homogêneo
é:

y(x) = c1e−x + c2e2x + c3xe3x +
1
2

ex.

6.2 Exemplo 2
Tomemos a seguinte EDO:

d3y
dx3 −3

d2y
dx2 +4y = e−x.

como λ = −1 é solução de multiplicidade 1 do Polinômio Caracterı́stico, procuremos uma
solução particular da forma yp = Axeλx.

Mas temos que:

L̂Axeλx = AL̂xeλx.

Então:

AL̂xeλx = A(P(λ )xeλx +P′(λ )eλx).

Tomando λ =−1, temos que P(λ ) = 0 e P′(λ ) = 3λ 2−6λ = 3(−1)2−6(−1) = 9.
Daı́:

AL̂xeλx = 9Ae−x.

Mas queremos que L̂Axeλx, seja igual à e−x, então igualando temos:

9Ae−x = e−x =⇒ A =
1
9
.

Portanto uma solução particular é:

yp =
1
9

xe−x.

6.3 Exemplo 3
Para finalizar, mostraremos um exemplo no qual a resolução através do modelo atual de

resolução seria trabalhoso, porém utilizando o método de derivação do Equação Caracterı́stica
os cálculos são drasticamente reduzidos.
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Suponha que queremos encontrar a solução geral da seguinte EDO:

d4y
dx4 −4

d3y
dx3 +14

d2y
dx2 −20

dy
dx

+25y = ex cos2x. (26)

Sabemos que:

ex cos2x = Re(e(1+2i)x).

Ainda temos que λ = 1+2i é raiz dupla, então tomemos:

yp = Ax2e(1+2i)x.

Mas sabemos a propriedade do diferencial, temos:

L̂Ax2eλx = A(P′′(λ )+2xP′(λ )+Px2(λ ))eλx).

Mas como,

P′(1+2i) = P(1+2i) = 0

e
P′′(1+2i) = 12(1+2i)2−24(1+2i)+28 =−32.

Logo,

L̂Ax2eλx =−32Ae(1+2i)x.

Daı́, igualando temos que:

−32Ae(1+2i)x = e(1+2i)x =⇒ A =− 1
32

.

Então temos que a solução da EDO complexa é

yp∗ =−
x2e(1+2i)x

32
=−x2ex(cos2x+ isin2x)

32
.

Portanto, a solução particular é:

yp =−
x2ex cos2x

32
.

7 Conclusão
Neste trabalho é apresentado um novo método para resolução de equações diferenciais linea-

res com coeficientes constantes, ou de outra maneira, equações do tipo,

an
dnx
dtn +an−1

dn−1x
dtn−1 + · · ·+a1

dx
dt

+a0x = q(t), t ∈ I. (27)

.

 

SANTOS, R. S.; SMITH, O. P. Equações diferenciais lineares com coeficientes constantes e derivação da equação característica. C.Q.D.– Revista Eletrônica 

Paulista de Matemática, Bauru, v. 9, p. 33-41, jul. 2017.  

DOI: 10.21167/cqdvol9201723169664rssops3341 - Disponível em: http://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/ 

 40 



Para isso apresentamos resultados onde o principal é que para todo λ ∈ C temos que,

L̂t peλ t =
p

∑
q=0

(
p
q

)
P(q) (λ ) t p−qeλ t

Utilizando desse resultado é mostrado alguns exemplos de como pode ser resolvido equações
utilizando esse novo método .
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