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The insolubility of the quintic and the Galois Fundamental
Theorem.

Resumo

Historicamente, a primeira vez que os nimeros foram tratados por
suas propriedades algébricas foi por Evariste Galois (25 Outubro
1811 - 31 Maio 1832), mais especificamente, uma forma rudi-
mentar do que conhecemos hoje como teoria de Grupos. Em sua
teoria, podemos associar a cada grupo de raizes de polindmios
uma estrutura de corpo, o que resolveria o famoso problema da
impossibilidade de uma férmula para se resolver a quintica. No
presente trabalho, usamos o Teorema Fundamental da Teoria de
Galois, que € usado para demonstrar a impossibilidade de se re-
solver a quintica em termos de radicais. Tal fato € feito usando-se
a solubilidade e simplicidade de grupos para uma aplicacdo de
solucdo por radicais para uma quintica em especifico.
Palavras-chave: Quintica. Grupos soltveis. O polindmio geral.
Teoria de Galois. Teorema Fundamental da Teoria de Galois.

Abstract

Historically, the first time the numbers were treated for their alge-
braic properties was by Evariste Galois (25 October 1811 - 31
May 1832), more specifically, a rudimentary form of than we
know today as group theory. In his theory we can associate with
each group of roots of polynomials a structure of field, which
would solve the famous problem of the impossibility of a formula
to solve the quintic. In the present work we use the fundamental
theorem of the Galois Theory, which is used to demonstrate the
impossibility of solving the quantum in terms of radicals. This is
done by using the solubility and simplicity of groups for a radical
solution application to a specific quintic.

Keywords: Quintic. Soluble groups. The general polynomial.
Galois theory. Fundamental Theorem of Galois Theorem.



1 Alguns resultados basicos

Aqui apresentamos alguns resultados bésicos que serdo utilizados ao longo o texto e cujas
demonstracdes podem ser encontradas em Garcia e Lequain (2003), Stewart (2015) e Martin
(2010).

Teorema 1 (Lagrange). A ordem de um subgrupo de um grupo finito é sempre um divisor da
ordem do grupo.

Demonstragcdo. A demonstracao pode ser encontrada em: Garcia e Lequain (2003). ]

Teorema 2. Seja K(@) : K uma extensdo algébrica simples de corpo, e seja W(x) o polinémio

K|x
(w(x))

minimal de & sobre K. Entdo K(a) : K é isomorfo a . O isomorfismo pode ser escolhido

de modo a associar x a Q.

Demonstragdo. Ora, considere a seguinte funcao
K]

W) (
B — () = pla).

K(o)

De modo andlogo a demonstrag¢do do teorema anterior, temos que @ estd bem definida e € um iso-
morfismo. Nota-se que p(a) = 0 se, e somente se, ¥(x)|p(x). Temos ainda que ¢ é a identidade,
quando restrito a K. ]

Corolario 3. Suponha que K(&) : K e K(B) : K sejam extensées simples, tais que o e B te-
nham o mesmo polindmio minimal y(x) € K|[x]. Entdo, estas duas extensées sdo isomorfas, e o
isomorfismo de corpos maiores pode ser entendido como uma func¢do de @ para 3.

. K|x
Demonstracdo. Ora, pelo Teorema (2) temos que ambas as extensdes sdo isomorfas a <‘I’([ ])> ,
X
e que tais isomorfismos @, ¢ associam x a o e x a 3, respectivamente. Assim, ¢¢@~! é um
isomorfismo de K(a) em K(f). E temos o desejado. O

Teorema 4. Suponha que K e L sejam subcorpos de C e que 1 : K —> L é um isomorfismo.
Sejam K(a) e L(B) extensoes algébricas simples de K e L, respectivamente, tais que Wy (x) é
o polinémio minimal de o sobre K, e v (x) é o polindmio minimal de B sobre L. Além disso,
suponha que Wg(x) = 1(Wg(x)). Entdo, existe um isomorfismo Y : K(o) — L(f) tal que Y|x =1

eY(a)=p.
Demonstragdo. A demonstracao pode ser encontrada em: Stewart (2015). L

Proposicao 5. Seja K(a) : K uma extensdo simples. Se esta, é transcendente, entdo [K (o) : K| =
oo, Se a extensdo € algébrica, entdo [K() : K] = dy(x), em que y(x) é o polindmio minimal de
o sobre K e dy(x) é definido como o grau de y(x).

Demonstragcdo. A demonstracao pode ser encontrada em: Stewart (2015). ]

Lema 6. L: K é uma extensdo finita se, e somente se, L é algébrico sobre K e existem o, ..., 0, €
L neN, tais que L=K(ay,...,0,).
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Demonstragcdo. A demonstracao pode ser encontrada em: Stewart (2015). L

Lema 7. Suponha que 1 : K — K’ é um isomorfismo de subcorpos de C. Seja f(x) € K[x] e
Gal(f(x),K) o corpo de decomposicdo para f(x). Considere também L qualquer extensdo de
corpo de K' tal que 1(f(x)) decompée-se linearmente sobre L. Entdo, existe um monomorfismo
Y:Gal(f(x),K) — L, tal que Y|g = 1.

Demonstracdo. Observe o seguinte diagrama

K

Gal(f(x),K)

Y

K/

L

em que Y precisa ser encontrada. A construgdo de Y sera feita por induc@o no grau de f(x). Ora,
tome f(x) € Gal(f(x),K) e obtemos:

f(x) = k(x—=P1)...(x = Bn).
Se yi(x) € o polindmio minimal de ;, sobre K, entdo y(x) é claramente um fator irredutivel
de f(x). Ou seja, t(y(x)) divide 1(f(x)), o qual se decompde sobre L, ou seja,

Uy () = (x—ou)...(x— o),
sobre L, em que ¢,..., @, € L. Como 1(y(x)) é irredutivel sobre K, este é o polindmio minimal
de a; sobre K’. Assim, pelo Teorema (4), existe um isomorfimo

Y:K(B1) — K'(au),
tal que Yi|x =1 e Y1(B1) = a;. Deste modo, Gal(f(x),K) é o corpo de decomposi¢io sobre

K(B1) do polindmio P : % Por indugao, existe um monomorfismo Y : Gal(f(x),K) — L
X =Pl
tal que Y|g(g,) = Y1. Entdo, Y[g = 1. O

Definicao 8. O Grupo de Galois T'(L : K) de uma extensdo L : K é o grupo de todos os K-
automorfismos de L com a composi¢do de fungoes.

Observacao 9. Também é comum denotarmos o Grupo de Galois da extensdo L: K como Gal(L :

Proposicio 10. Sejam M um corpo intermedidrio e H um subgrupo de T'(L : K). Entdo M C M*'
e HC H™,

Demonstracdo. A demonstracdo pode ser encontrada em: Stewart (2015). ]

Teorema 11. Seja 1 : K — K’ um isomorfismo. Seja Gal(f(x),K) o corpo de decomposicdo
de f(x) sobre K, e seja Gal'(1(f(x)),K") o corpo de decomposicao de 1(f(x)) sobre K'. Entdo,
existe um isomorfismo ¥ : Gal(f(x),K) — Gal'(1(f(x)),K’) tal que P|x = 1.

Demonstragdo. Em outras palavras, devemos mostrar que as extensdes Gal(f(x),K) : K e Gal'(1
(f(x)),K’) : K’ sdo isomorfas.
Observa-se o seguinte diagrama
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K Gal(f(x),K)
K’ Gal(1(f(x)),K")

Devemos assim encontrar ¥ de modo que o diagrama acima comute. Ora, pelo Lema (7), sabe-
mos que existe um monomorfismo Y : Gal(f(x),K) — Gal(1(f(x)),K’) tal que Y|g¢ = 1. Temos
claramente que, Y(Gal((f(x)),K) é o corpo de decomposi¢do de 1(f(x)) sobre K’, e estd contido
em Gal(1(f(x)),K’). Como Gal(1(f(x)),K’") é também o corpo de decomposi¢do de 1(f(x))
sobre K’, temos por defini¢do que

Y(Gal(f(x)aK) = Gal(l(f(x))vK/)’

de onde obtemos que 1 € sobrejetora. Ou seja, I' € um isomorfismo e basta tomarmos, ¥ =Y. E
obtemos o desejado. O]

Teorema 12. Uma extensdo de corpo L : K é normal e finita se, e somente se, L é um corpo de
decomposi¢cdo para algum polinémio sobre K.

Demonstracdo. Suponha que L : K seja normal e finita. Ora, pelo Lema (6), L = K(a, ..., 0)
para certos ¢; algébricos sobre K. Seja y;(x) o polindmio minimal de «; sobre K, e y(x) =
vi(x)...y(x). Cada yj(x) é irredutivel sobre K e tem um zero, «; € L. Usando a hipdtese
de que L : K é normal, temos que cada y; decompde-se linearmente sobre L. E, assim, y(x)
decompde-se linearmente sobre L. Como L é gerado por K e pelos zeros de y(x), este € o corpo
de decomposi¢io de y(x) sobre K.

Suponha agora que L seja o corpo de decomposi¢do para algum polindmio g(x) sobre K. A
extensdo L : K € assim, obiviamente, finita. Devemos mostrar ainda que € normal. Para fazermos
isto, precisamos tomar uma polindmio irredutivel f(x) sobre K, com um zero em L, e mostrar
que este se decompde linearmente em L. Consideremos L C M um corpo de decomposi¢do para
f(x)g(x) sobre K. Suponhamos que a; e o, sdo zeros de f(x) em M. Por irredutibilidade, f(x)
€ o polindmio minimal de ¢ e a; sobre K.

Mostremos que

[L(oy): L] = [L(0y) : L].
Consideremos os seguintes subcorpos: K, L, K(a;),L(a;),K(o),L(p) de M tais que,

KCK(oy)CL(oy) CM,
KQK(OQ) QL(OQ) CM.

Claramente, temos K C K(aj) e L C L(¢j), com j=1,2 e K C L C M. Fazendo agora, um
simples calculo dos graus dessas torres. Para j =1 ou 2,

[L(oyj) : L] - [L: K] = [L(ayj) : K] = [L(aj) : K(atj)] - [K(et;) : K]. ()

Pela Proposi¢do (5), [K(oy) : K] = [K(a) : K]. Claramente, L(aj) € o corpo de decomposicdo
de g(x) sobre K(o;), e pelo Coroldrio (3), K(a) é isomorfo a K(0). Assim, pelo Teorema
(11), as extensdes L(c;) : K(ot;) sdo isomorfas para j = 1,2. Ou seja, possuem 0 mesmo grau.
Substituindo em (1) e fazendo os devidos cancelamentos, obtemos
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() : L] = [L(ow) : L.

Agora, precisamos mostrar que L : K é normal. Ora, se o € L, entdo [L(o) : L] = 1, e analoga-
mente, [L(ap): L] =1e oy € L. Logo, L : K é normal. O

Lema 13. Um polinémio f(x) # 0 sobre um corpo K possui um zero com multiplicidade maior
ou igual a 1 em uma corpo de decomposicdo se, e somente se, f(x) e f'(x) possuem um fator
comum de grau maior ou igual a 1.

Demonstrag¢do. Suponha que f(x) possua um zero repetido em uma corpo de decomposigdo L.
Entao sobre L temos,

f(x) = (x— )?g(x), onde « € L. Entio,

f'(x) = (x—a)((x — @)g (x) +2g(x), ou seja,

f(x) e f'(x) possuem (x — o) como fator comum em L[x]. E assim, f(x) e f/(x) possuem um
fator comum em K [x].

Agora suponha que f(x) ndo possua zeros repetidos. Mostraremos por indugdo no grau de
f(x) que f(x) e f/(x) sdo primos entre si. Se d f(x) = 1 entdo, € imediato, que f(x) e f'(x) sdo
primos entre si. Suponha que o resultado valha para todo polindmio com dh(x) < n, e vamos
mostrar que o resultado vale para polindmios de grau n.

De fato, suponha que d f(x) =n com f(x) = (x — a)g(x), em que (x — &) f g(x). Entdo

f(x) = (x— a)g'(x) + g(x).
Ora, se um fator de g(x) divide f(x), entdo também é verdade que ele divide g’(x), ja que ndo
divide (x — @). Mas, por indugdo, g(x) e g’(x) sdo primos entre si. E assim, f(x) e f'(x) sdo
primos entre si. Seguindo o resultado. []

Proposicao 14. Se K ¢ um subcorpo de C, entdo todo polindmio irredutivel sobre K ¢é separdvel.

Demonstracdo. Ora, pelo Lema (13), temos que um polindmio irredutivel f(x) sobre K é se-
pardvel se, e somente se, f(x) e f'(x) tém um fator comum de grau maior ou igual a 1. Como
f(x) é irredutivel, o fator comum entre estes deve ser f(x). Mas, f’(x) tem um grau menor que o
grau de f(x), e o tnico miiltiplo de f(x) de grau menor € 0, ou seja, f'(x) = 0. Portanto, se

f(x)=ap+xa;+...+x"ay,
temos que na, = 0, para todos os inteiros n > (. Para subcorpos de C, isto €, equivalente a a, =0,

paratodon € {1,2,-,n}. Il

Teorema 15 (Dedekind). Seja G um mondide multiplicativo, K um corpo e o1,...,6, : G — K
homomorfismos distintos. Entdo, eles sdo linearmente independentes sobre K, isto é, os tinicos
elementos ay,...,a, € K tais que:

a161(x) + ... + a,0,(x) =0, (2)
parax € Gsaoay =ay=...=a, =0.
Demonstracdo. A demonstracdo pode ser encontrada em: Martin (2010). ]

Lema 16. Se G é um grupo com elementos distintos g1, ...,g, e se g € G entdo as g varidveis de
1 até n dos elementos ggj percorrem todo o grupo G.
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Demonstragcdo. A demonstracdo pode ser encontrada em: Martin (2010). L

Teorema 17. Seja G um subgrupo finito do grupo de automorfismos de um corpo K, e seja Ky o
corpo fixo de G. Entdo K : Ko| = |G]|.

Demonstracdo. A demonstracdo pode ser encontrada em: Stewart (2015). ]

Teorema 18. Suponhamos que L : K seja uma extensdo normal e finita, e que K C M C L. Seja
T um K-monomorfismo de M em L. Entdo, existe um K-automorfismo ¢ de L tal que G|y = 7.

Demonstragdo. Como L : K € uma extensdo normal e finita, o Teorema (12) nos diz que L é
o corpo de decomposi¢do de algum polindmio f(x) sobre K. Portanto, este também é o corpo
de decomposicdo de f(x) sobre M e de 7(f(x)) sobre T(M). Mas, 7|x é a identidade, entdo
7(f(x)) = f(x). Conseguimos o seguinte diagrama:

M L
T o
(M) L

Onde o precisa ser encontrada. Ora, pelo Teorema (11) existe um isomorfismo Y : L — L tal
que Y|y = 7. Deste modo, Y = ¢ que estamos procurando, sendo este um automorfismo de L, e
como O|g = T|k e este é a identidade, onde 6 é um K-automorfismo de L. ]

Proposicao 19. Suponhamos que L : K seja uma extensdo normal e finita e o, B sejam os zeros
em L do polinomio irredutivel p sobre K. Entdo, existe um k-automorfismo o de L tal que,

o(a)=p.

Demonstracdo. Aplicando o Coroldrio (3), temos a existéncia de um isomorfismo 7 : K(¢t) —
K(B), de modo que 7|k € a identidade e 7(a) = . Usando agora o Teorema (18), conseguimos
estender T a um k-automorfismo ¢ de L. []

Teorema 20. Se L : K é uma extensdo finita com grupo de Galois G, tal que K é um corpo fixo
de G, entdo L : K é normal.

Demonstracdo. A demonstracdo pode ser encontrada em: Stewart (2015). ]

2 A Correspondéncia de Galois

Apresentamos aqui o Teorema de Galois, tdo importante para o entendimento do presente
trabalho. Seja L : K uma extensdao com Grupo de Galois G, que consiste de todos os
K-automorfismos de L. Seja .# o conjunto dos corpos intermedidrios, ou seja, o conjunto dos
subcorpos M tais que K C M C L. E seja ¥ o conjunto de todos os subgrupos H de G. Definimos
as seguintes funcoes:

x: F — 9
Tt Y — ZF
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Definidas como segue: Se M € .#, entdo M* é o grupo de todos os M-automorfismos de L. Se
H c 9, entio H' é o corpo fixo de H. Ja observamos, pela Proposi¢do (10) que, M C M*" e
H C H™, ou seja, que * e T sdo inclusdes reversas.

Antes de enunciarmos e provarmos o teorema fundamental, provemos o seguinte Lema.

Lema 21. Suponhamos que L : K é uma extensdo de corpo, M é um corpo intermedidrio, e T é
um K-automorfismo de L. Entdo (t(M))* = tM*t~ 1.

Demonstragdo. A demonstragdo pode ser encontrada em: Stewart (2015). U

Teorema 22 (Teorema Fundamental da Teoria de Galois). Se L : K ¢ uma extensdo normal
finita, com Grupo de Galois G, e se % ,9,*,T sdo definidas como acima, entdo:

i) O Grupo de Galois tem ordem [L : K|;

ii) As fungdes x e T sdo mutuamente inversas, e geram um correspondéncia bijetiva entre .7
eY;

iii) Se M é um corpo intermedidrio, entdo

L:M] = |M¥,
M : K] G ;
M

iv) Um corpo intermedidrio M é uma extensdo normal de K se, e somente se, M* é um sub-
grupo normal de G;

v) Se um corpo intermedidrio M é uma extensdo normal de K, entdo o Grupo de Galois de

M : K é isomorfo ao grupo quociente w

Demonstracdo. A demonstracdo pode ser encontrada em: Stewart (2015). ]

3 Solubilidade e simplicidade de grupos

Com a intensdo de aplicar a Correspondéncia de Galois, precisamos ter em maos alguns
conceitos tedricos da teoria dos grupos. Assumiremos familiaridade com a Teoria Elementar de
Grupos: subgrupos, subgrupos normais, grupos quocientes, conjugados e agora, adicionaremos
os Teoremas Fundamentais do Isomorfismo e o Grupo de Permutagdes.

3.1 Grupo de Permutacao

Definicao 23. Seja X um conjunto qualquer diferente do vazio. Uma permutagdo de X é uma
fungdo bijetora de X em X.

Teorema 24. O conjunto de todas as permutacdes de um conjunto X, com X diferente do vazio,
forma um grupo com a composi¢do de fun¢des com a operacdo de composicdo de fungoes.

Proposicao 25. |S,| = n!.

ZAMPIVA, J. R. B. A insolubilidade da quintica e o teorema fundamental de Galois. C.Q.D.— Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 9, p. 4-31,
jul. 2017. Edigéo Iniciagdo Cientifica.
DOI: 10.21167/cqdvol9ic201723169664jrbz0431 - Disponivel em: http://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/

10



Demonstragdo. Basta observar que existem n! maneiras de se combinar n elementos. L

Observacao 26 (Notacao de ciclos para uma permutacio). Considera-se O o seguinte elemento
de Sg:

Podemos reescrever o como o = (1,5)(2,4,6).

Esta notagdo é feita do seguinte modo: Abrimos parenteses e colocamos o menor elemento.
E, em seguida, o elemento no qual ele é levado, separando os dois por uma virgula, fechamos os
paréntes e entdo o ultimo elemento é levado no primeiro.

No caso de a, 1 é levado em 5, e 5 é levado em 1. Caso um elemento ndo esteja nos
parénteses, isto significa que ele é levado nele mesmo. Abrimos entdo paréntes novamente e
repetimos o processo com o proximo menor elemento da permutagdo.

Exemplo 27. Considere o seguinte elemento de Sy:
B= 1 2 56789
“\5 7 6 1 49 2)°

Reescrevendo B em ciclos, temos: B = (1,5,6)(2,7,4,8,9).

3 4
3 8

Exemplo 28. Os elementos de Sz podem ser reescritos como segue
g (1,2),(2,3), (1,3), (1,2,3) e (1,3,2),
em que € ¢é a identidade.

Definicao 29. Seja k um inteiro positivo. Uma permutacdo do tipo (ajaras...ay), ou seja, uma

] p p ¢ P 3---A ]
permutacdo escrita em apenas um paréntese, é chamada de permutagdo ciclica. E um ciclo com
apenas dois elementos é chamado de transposicdo.

Teorema 30. Todo elemento de S,, é um produto de transposicoes.

Demonstracdo. Dado y € S, e reescrevendo Y em sua notacdo de ciclos, notamos que:

(Argsarys-esar) = (ary,ar,), (Ary,ar, ), ooy (rgsar,),

e obtemos o desejado. [
Teorema 31. As transposicées (1,2),(1,3),...,(1,n) juntas geram S,,.

Demonstracdo. De fato, (a,b) = (1,a)(1,b)(1,a). Sendo a,b € N,,, considere o = (1,a) e B =
(1,b) e y=(1,a). Logo, temos:

yBa(1)=yB(a)=y(a) =1
yBo(a)=yB(1)=y(b) = b
YBa(b)=yB(b)=y(1) = a.
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Logo (a,b) = (1,a)(1,b)(1,a) (Observa-se que 1 vai nele mesmo, ou seja, ele ndo é representado
em (ab)).
Pelo Teorema 30, temos:
(a1aza3...ar)=(a1ax) (arax_1)...(a1a3) (araz).
Escolhendo qualquer transposi¢cdo no segundo termo, temos que ele pode ser escrito da se-
guinte forma: (a,b) = (1,a)(1,b)(1,a). Logo (1,2),(1,3),...,(1,n) geram S,,. O
Teorema 32. As transposicdes (1,2),(2,3),(3,4),...,(n— 1,n) juntas geram S,,.

Demonstragdo. Temos pelo Teorema (31) que (1,2),(1,3),...,(1,n) geram S,,. Consideremos «,

tal que 1 < k < n, temos entdo:
(1,k) = (k— 1,k)(k—2,k—1)...(3,4)(2,3)(1,2)(2,3)(3,4)...(k— 2,k — 1) (k— 1, k). De fato,
notemos que se considerarmos o = (1,2), op = (2,3), a3 = (3,4), ..., %1 = (k— 1,k), temos:

(1,k) = (Qk—1, M—2,-, 03,0, 1, 02, O3,...,0%—2, O_1)(x)=@(x), dai:
O(k)=(0t—1, O—2,...,03, O, Ay, O, OF,...,04_2, 04_1)(k). Ou seja, p(k) =1e ¢(1) =k.
Mostremos que ¢(n) = n, paratodo n € {2,3,...,k—2,k—1}. Considera-se agora:

¢(”)=(ak—1, oo ’a}’l’ an—l’---’ a2’ al’ O‘Z» an—l’ al’h oo ’ak—l)(n)

Logo, n apenas aparecerd em 1 € . Sendo que o, (n) = n+ 1 ndo estd em o,_1. Logo,
0y,—1(n+1) =n+1. Eisso se repetird até que se “encontre”o o, novamente, ou seja, o, (n+1) =
n. Logo, ¢(n) = n. O

Observacao 33. Notemos que pelo Teorema (30) qualquer permutacdo pode ser escrita como
produto de transposicoes, sendo esta quantidade de transposicoes impar ou par.

Considera-se o polinémio

P = P(x1,X2, ...Xn)=(X1 — X2)(X] —X3)..(X] — X2)(X2 — X3)...(Xp—1 — Xp)-

Note que o polindmio P consiste de todos os fatores (x; —xj) coml<i<n,1<j<ne
i <.
Definicao 34. Seja o uma permutacdo de S, e P o polinémio P = P(x1,x, ...x,). Denotamos por
QP todos os fatores (xa(,-) —xa(j)) coml<i<nml<j<nei<]j.

Observacao 35. : Na Definicdo (34), o reordena os fatores de P trocando o sinal de alguns
destes.

Definicao 36. Seja a uma permutacdo de S, e P = P(x1,x,...x,) se &P = P, entdo o € positivo
e seu sinal e +1. Caso P = —P, entdo o é negativo e seu sinal é —1.

Definicao 37. Seja o uma permutacdo de S,. Se o é positivo, entdo o é par. Caso contrdrio, Q.
é impar.

Definicao 38. A, é o conjunto de todas as permutacoes pares de S,,.

!
Teorema 39. |A,| = %
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Demonstragdo. Esta demonstragdo pode ser encontrada em um livro de dlgebra, indicamos Gar-
cia e Lequain (2003). U

Exemplo 40. Expressar cada um dos seguintes elementos de Sg como produto de permutacoes
ciclicas disjuntas e também como produto de transposicoes.

Ora,
a) G 2 i ‘1‘ g g ; 2) =(1734)(26)(58) = (14)(13)(17)(26)(58)
b) (4,5,6,8)(1,2,4,5) = (1,2,5)(4,6,8) = (1,5)(1,2)(4,8)(4,6).
¢) (6,2,4)(2,5,3)(8,7,6)(4,5) = (2,5,6,8,7)(3,4) = (2,7)(2,8)(2,6)(2,5)(3,4).

Algumas destas permutacoes pertencem a Ag?
Sim, apenas b), pois ¢ par.

Proposicao 41. Se k =2n, para algum n € N entdo (ayazas...ay) = (ajax)(a1ar—1) - (a1a3)(a1az),
em que o niimero de transposi¢oes do segundo termo é impar. De modo andlogo, se k =2n—+ 1,
para algum n € N, entdo o niimero de transposicoes do segundo termo é par.

Proposicao 42. Se a, B € S, entdo o sinal de o3 é o produto usual dos sinais de o, e .

Exemplo 43. Seja P = (x1,x2) e @ = (1,2). Discutir o sinal de Q.
Considera-se P=(x1,x;) e a = (1,2), temos entdo:

P=(x1—x2), @P = (xq(1) —Xg2)) = (x2 —x1) = —(x1 —x2) = =P
Portanto, o sinal de o é negativo. Nota-se que:
(L,a) =(2,a)(1,2)(2,a), paran > 2.

Como sabemos, o sinal de (1,2) é —1, ou seja, pouco importa o sinal de (2,a), pois o sinal de
(1,a) serd sempre negativo.

Temos agora que:

(a,b) = (1,a)(1,b)(1,a), e como o sinal de (1,a) e (1,b) sdo negativos, temos que o sinal de
qualquer transposicdo é negativa.

Concluimos que se um elemento de S,, pode ser escrito com um niimero par de transposicoes,
ele terd o valor positivo. Caso seja escrito com um niimero impar, ele terd o valor negativo.

Exemplo 44. Calcular aP = (x1,x3,x3,%x4) quando a = (1,4,3) e quando a = (2,3)(4,1,2).
Ora, quando o = (1,4,3), temos:

P = (1,00, 53,58)= (61 —2) (31 — 3) (x1 — x8) (62 — 3 (x2 — x4 (x3 — x3). Portanto,
P = (xg(1) = Xa(2)) (Fa(1) = Xa3)) Xa(1) = Xa@) Xa@) = Xa3) Xa@) = Xa@) Xa@) = Xa@)):
o que implica em:
o P = (x4 — x2) (x4 — 1) (s — 33 (X2 — 1) (%2 — x3) (X1 —33).
Considera-se agora a=(23)(412), nota-se que (23)(412)=(1234), assim:
o P = (xg(1) = Xa(2)) Fa(1) = *a3)) Ka(1) = Xa@) Xa2) —Xa3) (Ka@) = Xa@) Xa@) = Xa@));
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o que implica em:
oP= (X3 —X4)(X3 —XQ)(X4 —xl)(x4 —XQ)(X4 —xl)(X2 —xl).
Concluimos, assim, que (1,4,3) é par e (1,2,3,4) é impar.

Exemplo 45. Se o, B € S, mostrar que oo™ B~ sempre pertence a A, e que affoc™! pertence
a A, sempre que B é uma permutacdo par.

Se uma permutagdo qualquer pertence a A, temos que tal permutagdo é par, ou seja, temos
que a permutagdo possui o sinal positivo. Deste modo, dividiremos em quatro casos:

1. «a e B pares, ou seja, ambos positivos.
2. o par e B impar, ou seja, positivo e negativo, respectivamente.
3. o impar e B par, ou seja, negativo e positivo, respectivamente.

4. o e B impares, ou seja, ambos negativos.

Sabendo que o sinal de um produto de permutacées é o produto dos sinais das permutagoes,
temos entdo que a3 o ! [3’1 sempre serd positivo em qualquer caso, ou seja, serd sempre par.

Logo, temos que afo~ B~ sempre pertence a A,. E, quando B é par, temos entdo que
afo! serd sempre par, ou seja, sempre pertence a Ap,.

Exemplo 46. Encontrar a ordem da permutacdo oo = (1,7,3,4)(2,6)(5,38).
Observa-se que:

(1,7,3,4)(2,6)(5,8)(1,7,3,4)(2,6)(5,8) = (1,7,3,4)(1,7,3,4) = (1,3)(4,7) = o?;
(1,3)(4,7)(1,7,3,4)(2,6)(5,8) = (1,4,3,7)(2,6)(5,8) = a;
(1,4,3,7)(2,6)(5,8)(1,7,3,4)(2,6)(5,8) = &.

Portanto, concluimos que a ordem de o é quatro.

3.2 Grupos soluveis

Definicao 47. Seja H um subgrupo normal de G. Denotamos H subgrupo normal de G por
H<G.

Definicao 48. Um grupo G é soliivel se este tem uma sequéncia finita de subgrupos,
{e}=GyCGIC..CG, =G, 3)
tais que
i) Gi<Giy, parai=0,1,...n—1;

G.
ii) i+1

— é abeliano parai=0,1,...n—1.

1
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Observacao 49. Claramente, a normalidade ndo é transitiva, ou seja, se G; < Gi+1 < Gi;» ndo,
necessariamente, temos G; <\ Gj.

Exemplo 50. I. Todo grupo abeliano é soliivel.

2. 83 € solivel. De fato, temos que |S3| =2-3, e 0 = (1,2,3) € S3, com |(c)| = 3. Logo,
o quociente de S3 pelo gerado por ¢ possui ordem 2, sendo assim é ciclico. Como todo
grupo ciclico é abeliano, obtemos o resultado.

3. S84 € soliivel. Ora, a sequéncia
{e} <V <A4 <84,

em que A4 € o grupo alternante de ordem 12 e V' é o grupo quarto de Klein, com ¥ =
{e,(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)} e, portanto, um produto direto de dois grupos ciclicos
de ordem 2. Os grupos quocientes sdo:

‘% =Y abeliano de ordem 4;
e
24 73 abeliano de ordem 3;

24 2 abeliano de ordem 2.

Ay

Lema 51 (Segundo e Terceiro Teoremas do Isomorfismo). Sejam G, H e A grupos
i) SeH<1GeACG, entdoHNA<Ae

A _HA

HNA H

A G
ii) Se H<1G, e H CA<G entdo H <A, ﬁ<lﬁe

G/H G
A/H A’
Demonstracdo. Consulte Garcia e Lequain (2003). ]

Teorema 52. Sejam G um grupo, H < G e N < G, assim:
i) Se G é soliivel, entdo H ¢ soliivel;
ii) Se G é soliivel, entdo G/H é soliivel;
iii) Se N e G/N sdo soliiveis entdo G é soliivel.
Demonstragdo. Ora,

i) Seja {e} = Gp C G| C ... € G, = G uma sequéncia de subgrupos normais de G, com
quociente G 1/G; abeliano. Tomemos H; = G;NH. Pela parte i) do Lema (51), temos que
H tem uma sequéncia dada por
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ii)

iii)

{e} =HyCH C..CH =H.

Temos ainda que G; C Gj,1, ou seja, G;N G| = G, dai

Hiiq ~ Gi1NH _ Gir1NH Gi1NH Gi(G,’ﬂH)

H G - = - @
i NH (GiﬂGi+1)ﬂH Giﬂ(Gi+1ﬂH) G;

G,‘(GiﬂH)

G;
i1

G; . H .
€ um subgrupo de C’;—H que € abeliano. Logo o ¢ abeliano paratodoi=0,1,....,n—1,

A ultima parte da equagdo (4) decorre da parte i) do Lema (51). Mas, temos que

l 1
e assim, H é soluvel.

Definimos G; como anteriormente. Entdo, em G/N temos a sequéncia

N_GON<G1Nq qGrN_G
N N N 7 N N

Nota-se que G; C G;y e dai G;G;11 = G;41 (produto de grupos). Temos um quociente
tipico

Gi\N/N
GiN/N

que pela parte i) do Lema (51) € isomorfo a

GiyiN _ Giy1(GiN) &) Giyi (x+) Git1/Gi

~ ~

GN  GN Gi+1N(GiN) (Gi+1N(GiN))/Gi’

(x) e (xx) seguem do item i) e ii) do Lema (51), respectivamente. E, assim, obtemos um

quociente dos grupos abelianos il , assim, abeliano. Logo, G/N ¢ soluivel.
i

Temos, por hipétese, que existem as duas sequéncias

{e} =Np <N <...<N, =N;
N Gy G G G

— = < <...d— ==
N N N N N
com coeficientes abelianos. Considera-se a sequéncia de G dada pela combinagdo delas:

{e} =Ng<IN1 <...<AN, =N =Gy <G <...<G, =G.

N; G; Gii1/N
i+l , que sdo abelianos, ou i+l isomorfo a i1/
N; G; G;/N

Portanto, G € soluvel.

Os quocientes sao também abeliano.

Defini¢ao 53. Um grupo G ¢é simples se seus subgrupos normais sdo apenas {e} e G.
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Teorema 54. Um grupo soliivel é simples se, e somente se, é ciclico e de ordem prima.

Demonstra¢do. Suponha G um grupo soldvel, portanto, G possui uma sequéncia {e} = Gy <
G| <...< G, = G, devemos supor Gi;1 # G;. Assim, G,_1 € um subgrupo normal préprio de
G. Mas G é simples, logo G, = {e} e G,,/G,—1 = G, que é abeliano. Mas, todo subgrupo de
um grupo abeliano € normal, e todo elemento de G gera um subgrupo ciclico. Assim, G deve ser
ciclico com subgrupos proprios nao triviais. Logo, G tem ordem prima.

Agora, se G é ciclico, dado g € G temos que (g) = G, com |G| = p, para p primo. Dai, dado
H < G, temos que |H| < |G| e, pelo Teorema de Lagrange (1) |H||p, ou seja, |H| =1 ou |H| = p.
Ou seja, H = {e} ou H = G. O

Proposicao 55. Se n > 3, entdo os 3-ciclos geram A,,.

Demonstracdo. De fato, tome (lab) = (1a)(1b) e pelo que vimos na Observacao (26), nota-se
que (lab) = (1b)(1a). Como o sinal de uma transposigao é impar, isto é, -1. Dai, segue que o
sinal de (1ab) é +1. Logo, (lab) é par. Como (lab) = (1b)(1a) e as transposi¢des geram Sy,
temos o resultado desejado. L

Teorema 56. Se n > 5, entdo o grupo alternante A, de grau n é simples.

Demonstrag¢do. Suponha que N <A, em que {e} # N. A demonstragio sera feita do seguinte
modo: observamos primeiro que se N contém um 3-ciclo, entdo contém todos os 3-ciclos e como
os 3-ciclos geram A,, temos que N = A,,. Segundo, mostraremos que N deve conter um 3-ciclo.
Dai, teremos como essencial o fato de n > 5.

Suponha, entdo, que N contenha um 3-ciclo. Sem perda de generalidade, suponha que seja
(123). Assim, para qualquer k > 3, o ciclo (32k) é uma permutagdo par, de fato, (32k) = (3k)(32)
e como toda transposicao é impar, temos que a composi¢ao de duas delas € par. Logo,

(32k)~! = (k23)(123)(32k) = (1k2), de fato,
(123)(32k) = (1k3) e (k23)(1k3) = (k21) = (1k2),

que, por fim, pertence a N. Portanto, N contém (1k2)? = (12k), para todo k > 3. Afirmamos que
A, é gerado por todos os 3-ciclos da forma (12k). Se n = 3, temos a afirmagdo verdadeira. Caso,
n > 3, temos que para todos a,b > 2 a permutacdo (lab) = (1b)(la) é par, mesmo argumento,
usado acima para o caso (32k). Portanto, pertence a A, e, assim, A, contém

(1ab) = (12b)(12a)(12b)~!, de fato,
como (126)~! = (b21), temos:
(12a)(b21) = (2ab) e (12b)(12a) = (1ab).

A, é gerado por todos os ciclos (12k), isto mostra que N = A,,.
Mostremos agora que N contém ao menos um 3-ciclo, faremos isso pela andlise de casos:

1. Suponha que N contenha um elemento x = abc..., em que a,b,c, ... sejam ciclos disjuntos
c,

a=(aj...apm),comm > 4.
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Consideremos ¢t = (ajazas). Entdo, N contém t~xt. Como, t comuta com b, c, ... (pois sao
ciclos disjuntos) segue que, t~'xt = (t~'at)bc... = z (digamos), entdo, N contém, zx~! =
(arazap), que é um 3-ciclo.

. Suponhamos, agora, que N contenha um elemento envolvendo ao menos dois 3-ciclos.
Sem perda de generalidade, N contém:

x=(123)(456)y, em que y fixa 1,2,...,6.
Consideremos ¢t = (234). Entao, N contém,
(t~1xt)x~1 = ((342)(123)(456)y(234))y~ 1 (654)(321) = (12436).

Assim, pelo caso anterior, N contém um 3-ciclo.

. Suponhamos que N contenha um elemento de x da forma (ijk)p, em que, p é um produto
de 2-ciclos disjuntos, digamos p = (ab)(cd), de (ijk). Entdo, N contém

x* = ((ijk)p)* = (ijk)p(ijk)p = (ijk)(ijk)pp = (ijk)(ijk) = (kij) = (ijk).

(Nota-se que a inversa de uma transposicio é ela mesma, daf (ab)~! = (ab) e, assim,
(ab)* =e).

. Resta apenas o caso em que todo elemento de N é um produto disjunto de 2-ciclos. (Isto
ocorre, na verdade, apenas quando A, € A4, dado pelo grupo quatro de Klein). Mas, como
n > 5, podemos assumir que N contém,

x = (12)(34)p, em que p fixa 1,2,3,4.

Se considarmos, t = (234), teremos que N contém (¢ ~'xt)x~! = (14)(23) e se u = (145),
N contém, u~ (¢t 'xtx~1)u = (45)(23). Assim, N contém, (45)(23)(14)(23) = (145), con-
tradizendo o fato de termos assumido que todo elemento de N é um produto de 2-ciclos
disjuntos.

Portanto, se n > 5 entdo A,, € simples. ]

Galois provou que A5 € o menor grupo simples ndo-abeliano.

Corolario 57. O grupo simétrico S,, de grau n é ndo soliivel para n > 5.

Demonstragdo. Se S, fosse solivel e A, < §,, entdo A, seria solivel. Como A, é simples pelo

. n! . ,
Teorema (56) e, portanto, de ordem prima. Mas, |A,| = 5 e ndo € primo se n > 5, o que é um

absurdo. Portanto, S;, ndo € solivel se n > 5. ]
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3.3 Teorema de Cauchy

Definicao 58. Elementos a e b de um grupo G sdo conjugados em G, se existe g € G tal que,
-1
a=gbg .

Temos que a conjugacdo €, claramente, uma relacdo de equivaléncia e isso nos dd uma
particao do conjunto G. Logo, se Cy,...,C, sdo as classes de equivaléncia da conjugacdo, te-
mos que:

|G| = {e}+|Ca| + ...+ |Cy|, que é a equag@o de classes para G.

Defini¢ao 59. Se G é um grupo e x € G, entdo o centralizador Cg(x) de x em G é o conjunto de
todos os g € G para os quais gx = xg.

Proposicao 60. Seja G um grupo e x € G, entdo Cg(x) < G.

Demonstracdo. e € Cg(x), pois, ex = xe, para todo x € G. Assim, Cg(x) # &. Tomemos agora,
21,82 € Cg(x). Dai g1x =xg| e gox = xg», Ou seja, glngl =xe gzxggl =x, daf gzxggl = glngl
e assim, xgglgl = ggzglx. Portanto, gglgl € Cg(x). Il

Lema 61. Se G é um grupo e x € G, entdo o niimero de elementos na classes de conjugacdo de
x é o indice de Cg(x) em G.

1 1

Demonstracdo. A seguinte equacio g~ 'xg = h~lxh é vilida se, e somente se, hg~'x = xhg~!, ou
seja, hg~! € Cg(x), isto é, h e g estdo na mesma classe lateral de Cg(x) em G. O niimero destas
classes laterais € o indice de C;(x) em G, donde segue o resultado do lema. []

Corolario 62. O niimero de elementos em uma classe de conjugacdo de um grupo finito G divide
a ordem do grupo G.

Defini¢ao 63. O centro Z(G) de um grupo G é o conjunto de todos os elementos de G, tais que
xg=gx, Vg eG.

Exemplo 64. O centro de G é um subgrupo normal de G. Muitos grupos tém um centro trivial,
por exemplo, Z(S3) = {e}. Nota-se, porém, que se G é abeliano, temos dai que Z(G) = G.

Lema 65. Se A é um grupo finito abeliano cuja ordem é divisivel por um primo p, entdo A tem
um elemento de ordem p.

Demonstrag¢do. Usaremos indugdo em |A|. Se |A| é primo, temos que 6 resultado € trivial, ou
seja, existe g € A tal que |(g)| divide |A| e, assim, (g) = A. Caso contrério, considera-se M < A
com M C A cuja ordem m é méximal. Se p|m podemos usar a indugéo, suponha entdo que p 1 m.
Seja b € A\ M e seja B um subgrupo ciclico gerado porb, ou seja, B = (b). Entdo, MB < A
sendo que MB é maior que M e pela maximalidade de M temos que MB = A, usando a parte i)
do Teorema (51), temos

_ M8
|IMB| = , e dai,
\M N B

r
se |B| = r temos que p|r,mas B ¢ ciclico. Ou seja, o elemento b» tem ordem p, o que demonstra
o lema. [
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Definicao 66. Seja p um primo. Um grupo finito G é um p-grupo se sua ordem é uma poténcia
de p.
Teorema 67. Se G # {e} é um p-grupo, entdo G possui um centro ndo trivial.
Demonstracdo. Suponha |G| = p”" e como sabemos G pode ser particionado pela conjugagio,
como |G| < oo, suponha

Gl ={e} +[CI[+[Co| +... + ]G, (5)
dai temos:

P ={e} +ICi|+ |G|+ ... +]C.
Como cada |C;|||G| temos que |C;| = p™, para algum n; > 0. Assim, p divide o lado direito da
equacdo (5). Entdo, pelo menos p — 1 valores de |C;| sdo iguais a 1. Mas, se x pertence a uma
classe de conjugacido com, pelo menos, um elemento, entio g~ 'xg = x, Vg € G, ou seja, xg = gx.
Assim, x € Z(G). Logo, Z(G) # 0. O
Lema 68. Se G é um p-grupo de ordem p", entdo G possui uma série de subgrupos normais

{e} =Gy C G, C G, C ... C G, =G, tal que,

Demonstragdo. Faremos por indugdo sobre n. Se n = 0, é claro, o resultado segue. Caso
contrdrio, seja Z = Z(G) # {e}. Pelo Teorema (67), como Z é um grupo abeliano de ordem
p"" possui um elemento de ordem p. O subgrupo ciclico K gerado por um elemento possui ordem

pe K<G,sendo K C Z. Agora, G/K é um p-grupo de ordem p"~! e, por indugio, temos uma
série de subgrupos normais

K/K=G/KCGy/KC..CG,/K,onde |G;/K|=p".

Gi| = p', para todo i =0,1,....n.

Mas, entdo |G;| = p' e G; < G, se tivermos que Gy = {e}, entdo o resultado segue. O
Corolario 69. Todo p-grupo finito é solivel.

Demonstracdo. O quociente G;;1/G; das séries usados no Lema (68), sdo de ordem p. Logo,
ciclicos e, portanto, abelianos. E o resultado segue. L

Definicao 70. Se G é um grupo finito de ordem p®r, em que p é primo e mdc(p,r) = 1, entdo um
Sylow p-subgrupo, ou ainda, p-subgrupo de Sylow de G é um subgrupo de G de ordem p“.

Teorema 71 (Teorema de Sylow). Seja G um grupo finito de ordem p®r em que p é primo e ndo
divide r. Entdo:

i) G possui pelo menos um subgrupo de ordem p“;
ii) Todos os p-subgrupos de Sylow de mesma ordem sdo conjugados entre si;
iii) Qualquer p-subgrupo de G estd contido em um p-subgrupo de ordem p®;

iv) O niimero de subgrupos de G de ordem py é congruente a 1 modulo p.
Demonstragdo. Consultar Garcia e Lequain (2003). U

Teorema 72 (Teorema de Cauchy). Se um primo p divide a ordem de um grupo G, entdo G
possui um elemento de ordem p.

Demonstracdo. O Teorema de Sylow (Teorema (71)) nos garante que 3 H < G com |H| = p* se
|G| = p%*r com mdc(p,r) = 1. Pelo Lema (68) H tem um subgrupo L normal de ordem p. Dai,
qualquer elemento desse subgrupo L possui ordem p, claro, tal elemento ndo € a identidade. O
que termina a Demonstracao. [
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4 Solucao por radicais

O objetivo desta secdo € usar a correspondéncia de Galois para encontrar uma condi¢do que
deve ser satisfeita por qualquer equagdo polinomial para que esta seja soluvel por radicais, diga-
mos: O Grupo de Galois associado deve ser um grupo soluvel. Nés, entdo, construiremos uma
equagdo polinomial quintica cujo Grupo de Galois ndo seja solivel, 0 que mostra que a equagao
quintica ndo € soluvel por radicais.

Uma condicdo suficiente para que uma equacao seja soldvel por radicais é que o Grupo de
Galois associado a equagao seja também soluvel, tal resultado serd melhor discutido na proxima
secao.

4.1 Extensoes por Radicais

Precisamos ter cuidado na formalizacdo da ideia de solubilidade por radicais. Comecaremos do
ponto de vista de extensdes de corpos.

Informalmente, uma extensdo por radical € obtida por uma sequéncia de adjuncdes de raizes
n-ésimas, para varios n. Por exemplo, a expressao a seguir € radical:

V114 T+v3 +2\/§ 11/ 14 V. (6)

Para encontrarmos uma extensdo de (Q que contenha este elemento, deveremos adicionar,
gradualmente, os elementos

azm,ﬁ=\/§,7:5(7;ﬁ) = VheE=TT0.

O que nos sugere a seguinte defini¢do:

Definicao 73. Uma extensdo L : K é radical se L=K(a,...,0y,), em que para cada j=1,...,m
existe um inteiro nj, tal que

o € K(ot,..., ) (j>2).

Os elementos a; formam uma sequéncia radical para L : K. O grau radical do radical o € n;.
Por exemplo, a expressdo em (6) estd contida em uma extenséo radical da forma Q(o, 8,7, 6,&)

deQ,emque a®=11,B3>=3,7 = 7+B) ,83=4e&t=1+34.

Claramente, qualquer extensao radlcal estd contida em alguma extensao radical. E razoavel
pensarmos que: Um polindmio deve ser considerado soluvel por radicais se todos os seus zeros
sdo expressoes radicais sobre o corpo base.

Definicao 74. Seja f(x) um polinémio sobre um subcorpo K de C, e seja Gal(f(x),K) o corpo
de decomposicdo de f(x) sobre K. Dizemos que f(x) é soliivel por radicais se existe um corpo
M, que contém Gal(f(x),K), tal que M : K é uma extensdo radical.

Note que ndo exigimos que a extensao ao corpo de decomposicido Gal(f(x),K) seja expresso
por radicais, mas € esperado que tudo expresso pelo mesmos radicais esteja dentro do corpo de
decomposicao. Se M : K é radical L € um corpo intermedidrio, entdo L : K ndo precisa ser radical.
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Nota-se também que requeremos que todos os zeros de f(x) sejam expressos por radicais. E
possivel que alguns zeros sejam expressos por radicais, enquanto outros nao. Ora, simplesmente
tomemos o produto de dois polindmios, um soldvel por radicais e outro ndo. Todavia, se um
polindmio irredutivel f(x) tem um zero expresso por radicais, entdo todos os zeros devem ser
expressos, por um argumento baseado no Corolério (3).

Lema 75. Se L : K é uma extensdo radical em C e M é fecho normal de L : K, entdo M : K ¢é
radical.

Demonstragdo. Seja L =K (o, ...,0,) com o' € K(a,...,0_1). Lembrando que por hipétese
L : K é uma extensdo radical, seja y;(x) o polindmio minimal de ¢; sobre K. Entdo, LC M é o
r

corpo de decomposi¢do de H y;(x). Para todo zero f3;; de y;(x) em M, pelo Coroldrio (3), existe
i=1

um isomorfismo o : K(o;) — K(f;;). Assim, temos pela Proposigdo (19) que o estende a um
K-automorfismo 7 : M — M. Como ¢; € radical sobre K, entdo f3; j também €. Portanto, M : K
é radical. ]

Lema 76. Seja K um subcorpo de C e seja L o corpo de decomposicdo para x? — 1 sobre K, com
p primo. Entdo, o Grupo de Galois de L : K é abeliano.

Demonstracdo. Ora, a derivada de x” — 1 é, claramente, px”~!, que é primo com x” — 1. Logo,
pelo Lema (13), o polindmio ndo tem zeros multiplos em L. Claramente, seus zeros formam um
subgrupo multiplicativo, este grupo possui ordem prima p, € como os zeros sao distintos, ele é
ciclico. Seja & um gerador deste grupo. Entdo, L = K(§) e qualquer K-automorfismo de L é
determinado por seu efeito em . Além disso, K-automorfismos permutam os zeros de x” — 1.
Portanto, qualquer K-automorfismo de L é da forma

o E— &/

e € unicamente determinado por esta condi¢do. Mas, entdo o;; e o;@; levam, ambos, & em éij .
Portanto, o Grupo de Galois € abeliano. L

Lema 77. Seja K um subcorpo de C em que x" — 1 se decompde linearmente. Sejam a € K e L
um corpo de decomposicdo para xX* — a sobre K. Entdo, o Grupo de Galois de L : K é abeliano.

Demonstracdo. Seja o um zero qualquer de x* —a. Como x” — 1 se decompde linearmente
em K, o zero de x" —a é Ea, onde & é um zero de X" — 1 em K. Como L = K(a), qualquer
K-automorfismo de L é determinado por seu efeito em ¢. Dados dois K-automorfismos

P:a—Clae?P:a—na,coméeneK,
entao,
P¥(a)=¢(na=néa =¥P(a).

E, como anteriormente, o Grupo de Galois € abeliano. ]

Lema 78. Se existe uma torre finita de subcorpos, podemos refinar (se for necessdrio aumentar
o comprimento) de modo a fazermos todos os nj primos.

Demonstragdo. Para j fixado, escreve-se nj = py...px com p; primos. Seja f; = Ot}7 1Pl Entdo

BP1+1

i1 € K;(B) e oresto segue facilmente. O
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Lema 79. Se K é um subcorpo de C e L : K é normal e radical, entdo I'(L : K) é soliivel.

Demonstrag¢do. Suponha que L = K(«ay,...,a,) com oc;lj € K(ay,...,aj—1). Pelo Lema (78),
devemos assumir que 7; € primo para todo j. Em particular, existe um primo p tal que oc‘f7 €Kk.

Provaremos o resultado por induc¢do em 7, usando a hipotese adicional de que todos os 7 sdo
primos. O caso n = 0 € trivial, donde comeca a inducao.

Se a; € K, entdo L =K(,...,a,) e I'(L : K) é soluvel por indugéo.

Podemos assumir que o ¢ K. Seja y(x) o polindmio minimal de o sobre K. Como L: K é
normal, y(x) se decompde linearmente em L, pois K C C, e y(x) ndo tem zeros repetidos em L.
Como ; ¢ K, o grau de y(x) é no minimo 2. Seja B um zero em y/(x) diferente de ¢, e con-

o
sideremos & = Fl Entdo, {7 = 1 e & # 1. Portanto, & tem ordem p no grupo multiplicativo de

L, como os elementos 1,E,E2, ..., EP~! sdo raizes p-ésimas distintas da unidade em L. Portanto,
xP — 1 se decompde linearmente em L.

Seja M C L o corpo de decomposi¢do de x” — 1 sobre K, isto é, M = K(&). Consideremos
a cadeia de subcorpos K C M C M(a;) C L. Podemos ilustrar o resto da demonstragdo pelo
seguinte diagrama:

L
I'(L: M(ay)) Soluvel por indugio
M(a)
['(M(ay) : M) Abeliano pelo Lema (77)
M
['(M : K) Abeliano pelo Lema (76)
K

Observa-se que L : K ¢ finita e normal e, portanto, também o € L : M. Assim, o Teorema (22)
seaplicaalL:KealL: M.

Como x” — 1 se decompode linearmente em M e Otf’ € M, ademonstracdo do Lema (77) implica
que M(a) é um corpo de decomposigdo para x” — o] sobre M. Portanto, M(a;) : M é normal,
e pelo Lema (77) I'(M(oy) : M) é abeliano. Apliquemos o Teorema de Galois (22) a L : M para
deduzirmos que

T(M(0y) : M) = %

Agora, L= M(oy)(0p,...,04), € entdo L : M(coy) é um extensdo normal radical. Por inducio,
I'(L: M(oyq)) é solivel. Portanto, pelo item iii) do Teorema (52), I'(L : M) é solivel.
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Como M é o corpo de decomposi¢do para x” — 1 sobre K, a extensdo M : K € normal. Pelo
Lema (76), temos que ['(M : K) é abeliano. Agora, o Teorema de Galois (22) aplicado a L : K
garante que

I'L: K
I'M:K)= g
I['(L:M)
Por fim, o Teorema de Galois (22), mostra-nos que I'(L : K) é soldvel, completando a inducéo.
[]

Teorema 80. Se K é um subcorpo de C e K C L C M, com M : K uma extensdo radical, entdo o
Grupo de Galois de L : K é soliivel.

Demonstragdo. Seja Ky um corpo fixo de I'(L : K) e N : M o fecho normal de M : Ky. Entdo,
KCKyCLCMCN. Como M : Ky € radical o Lema (75) implica que N : Ky é uma extensao
normal radical, de onde, pelo Lema (79), I'(N : Ky) € solivel.

Apartir do Teorema (20), conseguimos que a extensao L : Ky é normal. E assim, pelo Teorema
de Galois (22)

['(N : K
(L : Ko) = T(V: Ko
I'(N:L)
Obtemos, dai que I'(L : Kp) é solivel. Mas, I'(L : K) =T'(L: Ky). E, portanto, I'(L : K) é
soluvel. [

Definicao 81. Seja f(x) um polindmio sobre K, com corpo de decomposi¢do Gal(f(x),K) sobre
K. O Grupo de Galois de f(x) sobre K é o grupo Gal(Gal(f(x),K) : K).

Observacao 82. Seja G o Grupo de Galois de um polinémio f(x) sobre K, e seja o grau de f(x)
igual an. Se a € Gal(f(x),K) é um zero de f(x), entdo f(o) = 0. Logo, para todo g € G temos
f(g(a)) =g(f(a))=0.

Portanto, cada elemento g € G induz uma permutagdo g' do conjunto de raizes de f(x) em
Gal(f(x),K). Segue g+— g é um monomorfismo de grupo de G no grupo de S, de todas as
permutagées de zeros de f(x).

Podemos, assim, reescrever o Teorema (80), como segue:

Teorema 83. Seja f(x) um polindmio sobre um subcorpo K de C. Se f(x) é soliivel por radicais,
entdo o Grupo de Galois de f(x) sobre K é soliivel.

Lema 84. Sejam p um primo e f(x) um polindmio irredutivel de grau p sobre Q. Suponhamos
que f(x) tenha precisamente dois zeros ndo reais em C. Entdo, o grupo de Galois de f(x) sobre
Q é isomorfo ao grupo simétrico S),.

Demonstragdo. O Teorema Fundamental da Algebra nos garante que I'(f(x),Q) C C. Seja G
o Grupo de Galois de f(x) sobre Q, considerado como grupo de permutagio nos zeros de f(x).
Estes, sdo distintos pela Proposi¢do (14). Logo, G € isomorfo a um subgrupo de S,. Quando
construimos o corpo de decomposi¢do de f(x), primeiro adicionamos um elemento de grau p,
entdo [Gal(f(x) : C) : Q] é divisivel por p. Pelo Teorema de Galois, p divide a ordem de G. Pelo
Teorema de Cauchy (72), G tem um elemento de ordem p. Mas, os tnicos elementos de S, de
ordem p sao os p-ciclos. Portanto, G contém os p-ciclos.
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Como conjuga¢do dos complexos é um Q-automorfismo de C, temos a indu¢do de um Q-
automorfismo de Gal(f(x),C). Isto, deixa p — 2 zeros reais de f(x) fixados enquanto transpde
0s zeros nao reais. Assim, G contém um 2-ciclo.

Devemos assumir que G contém o 2-ciclo (12) e o p-ciclo (1,2,..., p) e estes geram todo o
conjunto S,. O que demonstra o resultado. ]

Teorema 85. O polinémio x° —6x+ 3 € Q[x] é ndo solivel por radicais.

Demonstragdo. Ora, f(x) = x° — 6x+ 3 é irredutivel por Eisenstein para p = 3. 5 é primo e pelo
Lema (84) o Grupo de Galois de f(x) sobre Q € S5 e ja sabemos, pelo Corolario (57), que S,, para
n > 5 é ndo solivel. Assim, pelo Teorema (83), f(x) = 0 € ndo soldvel por radicais.

Mostremos que f(x) tem exatamente trés zeros reais, cada um de multiplicidade 1. Ora,

f(=2)=—17, f(—1) =8, £(0) =3, f(1) = —2e f(2) =23.

Assim, pelo Teorema de Rolle (Consultar um livro de Calculo) os zeros de f(x) sdo separados

6
pelos zeros de f(x). Além disso, f'(x) = 5x* — 6, que tem como zeros £ 3

Temos que f(x) e f/(x) sdo primos entre si, entdo f(x) ndo tem zeros repetidos (segue também
por irredutibilidade) e, entdo, f(x) tem no méaximo trés zeros reais. Mas, f(x) certamente tem no
minimo 3 zeros reais, ja que uma funcdo continua definida nos reais nao muda de sinal, exceto se
passar pelo zero (eixo x). Portanto, f(x) tem precisamente 3 zeros reais, e o resultado segue. []

5 O polinomio geral

O chamado polindmio “geral”’é na verdade um polindmio muito especial. E um polindmio
cujos coeficientes nao satisfaz algumas relacdes algébricas. Esta propriedade faz com que seja
mais fécil de trabalhar do que, digamos, polindmios sobre (Q; e, em particular, € mais facil de
calcular o seu Grupo de Galois. Como resultado, podemos mostrar que nem todo polindmio
quintico € soltvel por radicais sem assumir a teoria do grupo. Efetivamente isso implica que nao
existe uma férmula geral através do qual todas as equacdes de quinto grau podem ser resolvidas
em termos de radicais. Uma vez que este ndo, a priori, exclui a possibilidade de que podem
existir solucdes por radicais de todos os polindmios de quinto grau que nao podem ser reunidos
sob uma férmula geral.

Verifica-se que o Grupo de Galois do polindomio geral de grau n € todo o grupo simétrico S,,.
Isto mostra imediatamente a insolubilidade da quintica geral. O conhecimento da estrutura de S,
S3, 84 pode ser utilizado para encontrar métodos de resolug¢ao da equacdo quadrética, cubica, ou
qudrtica.

5.1 Graus transcendentes

Até o presente momento nao trabalhamos com as extensdes transcendentes, ao invés disso assu-
mimos a finitude das extensdes como foco central da teoria. Considereramos agora esta classe
maior de extensoes.

Definicao 86. Um extensdo L : K é finitamente gerada se L = K(Qy, ..., 0,), em que n é finito.

Notemos que ¢; podem ser algébricos ou transcendentes sobre K.
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Definicao 87. Se t1,...,t, sdo elementos transcendentes sobre um corpo K, todos em alguma
extensdo L de K, entdo eles sdo independentes se hd um polinémio ndo trivial p sobre K (em n
indeterminadas) tal que p(t,....t,) =0 em L.

Lema 88. Se L: K ¢ finitamente gerada, entdo existe um corpo intermedidrio M tal que
i) M=K(ay,...,o), em que os o; sdo elementos transcendentes e independentes sobre K;
ii) L: M é uma extensdo finita.

Demonstracdo. Sabemos que L = K(fy,...,B,), pois L : K é corpo finitamente gerado. Se todos
os 3j sdo algébricos sobre K, entdo L : K ¢ finita pela generalizagdo do Lema (6) e, devemos
considerar M = K. Ora, caso contrario, algum dos f; € transcendente sobre K. Chamemos este
de a;. Se L: K(ay) ndo é finita, existe algum f trancendente sobre K (¢ ), chamemos o mesmo
de 0. Continuamos esse processo, de tal modo que L : M € finita. Logo, por construgdo, os «;
sdo elementos transcendentes sobre K. O]

Lema 89. Com a mesma notagdo do Lema (88) item i). Se existir outro corpo intermedidrio de
N =K(Bu,...,Bs), tal que By, ..., Bs sdo elementos transcendentes independentes sobre K e L : N
seja finita, devemos ter s = r.

Demonstracdo. Ora, como [L : K] é finito, temos pelo Lema (88) que f; é algébrico sobre M.
Portanto, existe uma equacdo polinomial p(f,0q,...,a,) = 0. Assim, algum ¢, sem perda de
generalidade, digamos o aparece na equagdo. Entdo, a; é algébrico sobre K(f1,00,...,0)
L:K(Bi,0,...,ap) ¢é finita. Indutivamente, conseguimos substituir &; por B, e deste modo,
L:K(Bi,...,Br) é finita. Se s > r, temos que B, deve ser algébrico sobre K(fi, ..., 3;), 0 que
¢ uma contradi¢ao. Portanto, r < s. Analogamente, conseguimos que s < r. E assim, temos que
S=r. 0

Exemplo 90. Consideremos K(t,o,u) : K, em que, t é transcendente sobre K, ol =teué
transcendente sobre K(t,a). Assim, M = K(t,u), em que t e u sdo elementos transcendentes
independentes sobre K e portanto, K(t,0t,u) = M(Q) : M é finita. Deste modo, vemos que o grau
de transcendéncia é 2.

Proposicao 91. Uma extensdo finitamente gerada L : K tem grau de transcendéncia r se, e so-
mente se, existe um corpo intermedidrio M tal que L é uma extensdo finita de M e M : K é
isomorfa a K(ty,...,t;) : K.

Demonstragdo. Suponhamos que L : K seja finitamente gerada. Assim, pelo Lema (88), temos
que existe M, um corpo intermediério, ou seja, K C M C L, e elementos ?1, .., transcendentes e
independentes, tais que M = K (ty,..,7) e L : M ¢ finita. Neste caso, r é o grau de transcendéncia
de L:K.

Suponhamos, agora, que L : K € finitamente gerada, M € corpo intermediario de L e K, L :
M seja uma extensdo finita e M : K € isomorfa a K(t,...,7,) : K. Assim, consideremos ¢ o
isomorfismo de M em K(ty,...,t,). Logo, K(Bi,...,B-) C M. Seja B € M\ K(B4,...,Br), logo,
existe o« = @(fB) € K(11,...,1,). Se a é algébrico, entdo o € K e B € K, 0 que é absurdo.

Portanto, o é transcendente, ou seja, existe um polindmio ndo constante, tal que o = p(t1, ...,1,).
Assim, B = (¢~ 'p)(Bi,....B,) € K(Bi,..., B,). Portanto, M = K(By, ..., B,) e pelo Lema (89), r é
o grau de transcendéncia de L : K. L
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5.2 Polinomios simétricos

Seja K um corpo e suponha que o polindmio de K|[x], f(x) = x" —s;x" ! 45001 — .4 (=1)"s,,
se fatore na extensdo L : K. Expandindo o lado direito acima e comparando com os coeficientes
de f(x), obtemos as relagcdes de Girard:

s1 = n+...+r

s2 = rn+..+r-1rm
§3 = rinr3+..+r_2rm—1rs
Spn = Iir...rp

As fungdes s; = s;(r1,...,r,) sdo invariantes por qualquer permutacdo das raizes:
Sj= Sj(l’l, ...,I’n> = Sj(ra(l)u '"7ro(n)) com O € §,.
Por exemplo: t = r% + ...+ 72, dai

t=(r1+..dr)?=2(rr+ ...+ r )= s% —259.

Definicao 92. Seja f € K|x|, tal que K é um corpo com raizes ry,...,r,, e os coeficientes s; sdo

yeeey J
polindémios nas varidveis ry,...,ry. Os polindbmios s;j sdo chamados de polinomios simétricos
elementares.

Definicao 93. Um polinomio g € F(ry,..,ry| é simétrico em ry,..,r, se for fixo por a¢do, ou seja,
0g =g onde, 0g(r1,..,7n) = &(r(1),-To(n))> Para todo ¢ € Sy.

Teorema 94. Todo polinémio simétrico em ry,...,r, pode ser expresso como um polinémio nos
polindmios simétricos elementares si,...,s,. Além disso, um polindomio simétrico em ry,...,1y,
com coeficientes inteiros pode ser expresso como um polinomio em sy, ...,s,, com coeficientes
inteiros.

Demonstragdo. Vamos definir o grau do mondmio r|'r5...rjr como sendo a n-upla (iy,...,in).
Introduzindo a ordem lexicografica (iy,...,iy) > (J1,..-, jn) S€ 0 primeiro elemento nao nulo (caso
exista na sequéncia iy — ji,i — j2,...,in — ju for positiva) definimos o grau de um polindmio nao
nulo f como o maximo dos graus dos seus mondmios. Serd denotado por df.

Seja f um polindmio simétrico e Ar|'ry...r'» o seu mondmio de maior grau. Como f é
simétrico, todos os mondmios obtidos desse mondmio de maior grau, pela permutacdo das
variaveis, sao mondmios de f, de modo que, necessariamente, iy > iy > ... > i,. Tomando

e
fi=As] TG s st
Obtemos que f; € simétrico e
8f1 = (il — i2)8s1 4. +i,ds, = (il,iz, ...,in),
ou seja: O polindmio f — f € simétrico, com d(f — f1) < d f. Repetimos o processo com f — fj
no lugar de f e, em um numero finito de passos chegaos ao polindmio nulo. ]

Exemplo 95. Tomar o polinémio f = rir3 + r3r3 +r3r3 cujo grau é o f = (2,2,0). Entdo, fi =

s(l)s%sg, ou seja, fi = (rir+rir3+ r2r3)2 e podemos calcular

f—fi=2(rrnrs+rr+rn rzrg).
Vemos que d(f — f1) = (2,1,1). Tomamos f> = 2S1S(2)S3 = 2s153 e, claramente, f — fi = f>. Logo,
f=fi+f, ouseja, f=s35+2s1s3.
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5.3 O polinomio geral

Seja K um corpo qualquer e sejam ¢, ...,1, elementos transcendentes sobre K. O grupo simétrico
S, pode atuar como um grupo de K-automorfismos de K(71,...,1,), definindo o(z;) = Is(i)» Para
o € §,. Podemos extender assim qualquer expressao racional @ pela definicao:

G(q)(tl , ...,l‘n)) = q)(to(l)a “'7t6(n))’
deste modo temos que ¢ extendido € um K-automorfismo.

Exemplo 96. Tomemos S, e 6 = (1,2,4) onde 6 € S4. Temos dai 6(t;) =1, 6(t2) =11, 6(13) =13

Y21 ~
eo(ty) =t. Ese D(t),tr,13,14) = T 12 entdo
5 5
171y 51
1 2
o(P(t],12,13,14)) = O = .

Claramente elementos distintos de S, originam K-automorfismos distintos.

Teorema 97. Sejam F o corpo fixo de S,, K um corpo qualquer e ty,...,t, os elementos trans-
cendentes de K. Entdo, F = K(s1,...,s,), para s, = sy(t1,...,t;), sGo os polindmios elementares
SIMétricos.

Demonstracdo. Afirmacao:
[K(t1y..stn) s K(51,...,80)] < nl.
Por inducdo em n, consideremos a exntesdo dupla
K(s1y.ees80) CK(S1,s8n,10) CK(t1,.000tn)-

Agora, f(1,) =0, em que,

f(t) =t"—s1t" 1 .4 (=1)"s,, e tal que,

[K(S1,.esSnstn) : K(81,..0y80)] < 1.

Se considerarmos s’1 yeees s;_l o polindmio elementar simétrico em 1, ...,#,_1 € definirmos S6 =1,

entdo s; = zfns’jJrl +5, e, portanto, K(s1,...,5n,1n) = K(tn, 5}, .5, _1)-
Por indugao
(K (11, stn t K(S15 ey Snotn) = [K(ta) (t1, - tn—1) : K(t2) (8], .0, 80 ] < (n—1)!

n

e, assim, pela Lei da Torre (generalizado), o passo de inducao segue.
Agora, K(s1,..,s,) € claramente o corpo fixo F de S,,. Pelo Teorema (17), obtemos [K (1, ...,t, :
F| =S,| = n! e, assim obtemos, F = K(sy,...,5,). O

Corolario 98. Todo polindémio simétrico em ty,...,t, sobre K pode ser escrito como uma ex-
pressdo racional em s1,...,Sy.

Demonstragdo. Polindbmios simétricos estao no corpo fixo de F. L

Lema 99. Com a notacdo acima, sy, ...,s, sdo elementos transcendentes independentes sobre K.
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Demonstracdo. Como K(ty,...,t,) é uma extensdo finita de K(sy,...,s,) temos que ambos pos-
suem o mesmo grau de transcendéncia, digamos n. Portanto, os s; sdo independentes, pois, caso
contrdrio, [K(sy,...,5, : K] < n, o que é absurdo. O

Definicao 100. Seja K um corpo e sejam sy, ...,s, elementos transcendentes sobre K. O po-
linomio geral de grau n sobre K é o polinémio

" — 51" 4 501" 72 — L+ (—1)"s,, sobre o corpo K (s, ..., sn).
Enunciaremos a seguir dois Teoremas, mas que ndo provaremos:

Teorema 101. Sejam K um corpo qualquer, g um polinémio geral de grau n sobre K (na verdade
sobre K(s1,..,5,)) e L o corpo de decomposi¢do de g sobre K(sy,...,s,). Entdo, os zeros ty,...,t,
de g em L sdo elementos independentes transcendentes sobre K, e o Grupo de Galois de L :
K(s1,...,8,) € isomorfo ao grupo Sy,.

Teorema 102. Se K é um corpo de caracteristica zero e n > 5, entdo a polinomial geral de grau
n sobre K (na verdade sobre K (s1,...,s,)) € ndo soliivel por radicais.

5.4 Extensoes ciclicas

Definicao 103. Consideremos L : K uma extensdo normal e finita com Grupo de Galois G. A
norma de um elemento a € L é N(a) = 11(a)12(a)...T,(a), em que 11,7y, ..., T, sdo elementos de
G.

Temos que N(a) pertence ao corpo fixo de G pelo Lema (16), e, se a extensdo é também
separavel, temos que N(a) € K.

Teorema 104 (Teorema 90 de Hilbert). Seja L : K uma extensdao normal finita com Grupo de

Galois ciclico G, gerado por um elemento t. Entdo, a € L tem norma 1 se, e somente se, a = ﬂ’
T

para algum b € L, em que b # 0.

b
Demonstragdo. Consideremos |G| =n. Se a = ) e b # 0, entdo
b t(b) T*(b) " '(b)
©(b) ©(b) ©(b) ~ 7(b)
Reciprocamente, suponhamos que N(a) = 1. Consideremos ¢ € L, e definamos

N(a) = at(a)t*(a)...7" " (a) =

=1,jaque, 7" =e.

d() = q
di = (at(a))z(c)

d; - [at(a)...t/(a)]T/(c), para0 < j <n—1.

Entdo, d,_| = N(a)v:”_l(c) = ‘L'”_l(c). E mais, dj1 = at(d;), para 0 < j < n—2. Definamos
b=dy+d;+...+d,_1, afirmamos que podemos podemos escolher ¢ de modo a tornarmos b # 0.
Suponhamos por absurdo, que ndo consigamos isto, ou seja, b = 0 para todas as escolhas de c.
Assim, parac € L,

2070(c) + M T(c) + ... + Ay 1T () = 0, em que A; = at(a)...t/(a), pertece a L.
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Logo os 7/ automorfismos distintos sio linearmente dependentes sobre L, contrariando o Teo-
rema (15). Assim, podemos escolher c tal que b # 0. Deste modo,

©(b) = 1(do)+...+7(dpr-1)

1

= ; (d]—{—...—l-dn_l)—f—fn(C)
1 b

= _ (dl—‘l—..."_dnfl):_-
a a

b
Portanto, a = ——, como afirmamos. ]

(b)

Teorema 105. Suponhamos que L : K seja uma extensdo normal finita cujo Grupo de Galois, G,
é ciclico de ordem p, gerado por T. Assumamos que a caracteristica de K é 0 ou, primo com
p, e que tP? — 1 se decompde linearmente sobre K. Entdo, L : K(a), em que & é um zero de um
polinomio irredutivel tP — a sobre K para algum a € K.

Demonstragdo. Os p zeros de t” — 1 de um grupo H, grupos este que € ciclico, pois, possuem

ordem prima. Sabemos que um grupo ciclico consiste de poténcias de um elemento. Assim, 0s

zeros de t? — 1 sdo poténcias de algum 8 € K, em que, B? = 1. Logo, N(f) =B...5 =1, uma
a

vez que, B € K, e, portanto, 72() = . Pelo Teorema (104), temos que 3 = W, para algum
o € L. Assim,
(o) = B lat?(a) = B2a...t/ () = B/, e a = o é fixado por G.

Logo, estd em K. Agora, como K(a) é o corpo de decomposicdo para t” — a sobre K, entdo
K-automorfismos e, T, ..., 77~! mapeiam o em elementos distintos. Entdo eles sdo os p distintos
K-automorfismos de K(a). Pelo Teorema Fundamental da Teoria de Galois (Teorema (22)), o
grupo de [K(a) : K] > p. Mas, [L: K] = |G| = p, entdo L = K().

Portanto, t” — a é o polindmio minimal de & sobre K, caso contrério, deveriamos ter [K(ct) :
K] < p. Sendo um polindmio minimal, t” — a € irredutivel sobre K. O]

Teorema 106. Se K é um corpo de caracteristica zero, e L : K é uma extensdo normal finita com
Grupo de Galois solivel G, entdo existe uma extensdo R de L tal que R : K ¢é radical.

Demonstracdo. Todas as extensdes sdo separdveis ja que K tem caracteristica 0. Usaremos
inducdo em |G|. O resultado é claro quando |G| = 1. Se |G| # 1, tomamos o subgrupo nor-
mal maximal H de G. Este existe, ji que G ¢é finito. Portanto, G/H é simples, e como H é
maximal, temos que este é também soltvel pelo item ii) do Teorema (52). Agora, pelo Teorema
(54), G/H é ciclico e de ordem prima p.

Seja N o corpo de decomposicao de t” — 1 sobre L. Entdo, N : K € normal, e pelo Teorema
(12), L é um corpo de decomposicao sobre K para algum polindomio f. Assim, N € o corpo de
decomposigdo sobre L de (r” — 1) f, o que implica que N : K é normal pelo Teorema (12).

Pelo Lema (77), o Grupo de Galois de N : L é abeliano e pelo Teorema Fundamental (Teorema
(22)), I'(L : K) é isomorfo a % Assim, pelo Teorema (52) I'(N : K) é soldvel. Seja M
o subcorpo de N gerado por K e os zeros de t” — 1. Entdo, N : M € normal. Agora, M : K é
claramente radical, e como L C N, temos que o resultado desejado providenciard um extensao R
de N, tal que, R : M € radical.
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Afirmamos que, o Grupo de Galois de N : M € isomorfo a um subgrupo de G. Mapeamos
qualquer M-automorfismo 7 de N por t|L. Como L : K é normal, 7|L é um K-automorfismo de
L, e existe um homomorfismo de grupos @ : I'(N : M) — I'(L: K).

Se 7 € Ker(®), entdo 7 fixa todos os elementos de M e L, o que gera N. Portanto, T = e,
e assim, ® é um monomorfismo, o que implica que I'(N : M) é isomorfo a um subgrupo J de
I'(L:K).

Se J = ®(I'(N : M)) é um subgrupo préprio de G, entdo por indugdo, existe uma extensao
R de N, tal que R : M ¢ radical. A ftnica possibilidade restante € que J = G. Entdo, podemos
encontrar um subgrupo I <{\I'(N : M) de indice p, digamos, I = &~ (H). Consideremos o corpo
fixo de /7. Entdo, [P : M] = p, pelo Teorema Fundamental (Teorema (22)), P : M é normal, e
ainda pelo Teorema, ¥ — 1 se decompde linearmente em M. Pelo Teorema (105), P = M(a),
em que o’ =a € M. Mas, N : P é uma extensdo normal com Grupo de Galois solivel de ordem
menor do que |G|, e entdo, por indugdo, existe uma extensdo R de N tal que R : P é radical. Ora,
R : M é radical e o resultado estd provado. [

E para finalizar:

Teorema 107. Sobre um corpo de caracteristica zero, um polindmio é soliivel por radicais se, e
somente se, este tem Grupo de Galois soliivel.

Demonstracdo. Segue do Teorema (106) e do Teorema (83). O
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