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calculus

Resumo
A teoria do cálculo fracionário tem se tornado uma importante
ferramenta para descrever a dinâmica de sistemas complexos
em diversas áreas do conhecimento, como fı́sica, biomatemática,
quı́mica e biologia. Pelo fato de que nem todos os sistemas
de equações diferenciais, de ordem inteira ou fracionária, apre-
sentam solução analı́tica, surge a necessidade de obter métodos
numéricos para aproximar tais soluções. No âmbito de cálculo
de ordem não inteira há poucos algoritmos desenvolvidos, então
apresentamos neste trabalho um método numérico para aproxi-
mar a solução de uma equação de ordem fracionária. Este método
numérico é dado por meio de diferenças finitas não clássico.
Como aplicação para o método proposto é apresentada a solução
numérica para a equação logı́stica fracionária e para o modelo
de Brusselator fracionário. Esses resultados obtidos através de
simulação estão de acordo com os teóricos obtidos através da
análise de estabilidade encontrados na literatura.
Palavras-chave: Cálculo Fracionário, Método Numérico,
Equação Logı́stica, Modelo de Brusselator.

Abstract
The theory of fractional calculus has become an important tool
to describe the dynamics of complex systems in several areas of
knowledge, such as physics, biomathematics, chemistry and bi-
ology. Due to the fact not all differential equations presents an
analytical solution, the need arises to obtain numerical methods
to approximate this solutions. In the context of fractional cal-
culus, there are a few developed algorithms, then in this paper
we present an numerical method to approximate the solution of
fractional equation. This method is given by nonstandard scheme
finite difference. As application we shown the numerical solution
to fractional logistic equation and to fractional Brusselator model.
This results obtained by simulation prove the theoretical it given
by stability analysis found in the literature.
Keywords: Fractional Calculus, Numerical methods, Logistic
Equation, Brusselator Model.



1 Introdução
Durante as últimas décadas o cálculo fracionário tem se tornado uma importante ferramenta

para descrever a dinâmica de sistemas complexos em diversas áreas do conhecimento.
A utilização de conceitos e técnicas do cálculo de ordem não inteira tem possibilitado impor-

tantes resultados em várias áreas do conhecimento, como controle e robótica, circuitos elétricos,
biomatemática, quı́mica, biologia, processos estocásticos, entre outros (CAMARGO; OLIVEIRA,
2015). Além disso é uma ferramenta importante para refinar a descrição de fenômenos naturais,
em particular aqueles que possuem dependência temporal (PODLUBNY, 1999).

Pelo fato de que nem todos os sistemas de equações diferenciais, de ordem inteira ou fra-
cionária, apresentam solução analı́tica, surge a necessidade de obter métodos numéricos para
aproximar tais soluções.

A essência dos métodos numéricos está na representação discreta (finita) do problema que,
em geral, modelado como contı́nuo (CUMINATO; MENEGUETTE JUNIOR, 2013).

Para os sistemas de ordem inteira, os métodos numéricos mais utilizados para encontrar tais
aproximações são Runge Kutta e diferenças finitas (CUMINATO; MENEGUETTE JUNIOR,
2013; FORTUNA, 2000).

A ideia geral do método de diferenças finitas é a discretização do domı́nio e a substituição
das derivadas presentes na equação diferencial por aproximações envolvendo valores numéricos
da função. Na prática, substitui-se as derivadas pela razão incremental que converge para o valor
da derivada quando o incremento tende a zero (FORTUNA, 2000).

Por outro lado, o método de diferenças finitas não clássico (NSFD) foi introduzido por Mic-
kens e Smith (1990) para encontrar a solução numérica de equações diferenciais ordinárias e par-
ciais, e atualmente tem sido estudado em diversos campos. Esse método consiste na diferenciação
de uma função com um dado conjunto finito de valores da variável dependente em determinados
pontos conhecidos da variável independente. Além disso, tal método diferentemente do clássico,
que utiliza um espaçamento h fixo, leva em conta uma função denominador dependendo de h
e de um conjunto de parâmetros λ , isto é, φ = φ(h,λ ) (MICKENS; SMITH, 1990; ONGUN;
ARSLAN; GARRAPPA, 2013; WANG; LI, 2007).

No âmbito de cálculo de ordem não inteira há poucos algoritmos desenvolvidos. O método
mais utilizado para encontrar numericamente a solução de equações fracionárias é Adam-Bashforth-
Moulton (ABMM) (DEMIRCI; OZALP, 2012; DIETHELM et al, 2005).

Então a proposta desse trabalho é construir um esquema envolvendo diferenças finitas não
clássico, seguindo o esquema proposto por Mickens e Smith (1990) para aproximar a solução de
uma equação de ordem não inteira.

O trabalho está organizado como segue: na seção 1 uma breve introdução ao trabalho; na
seção 2 os principais conceitos de cálculo fracionário; na seção 3 a discretização do método
NSFD; na seção 4 as aplicação para o método numérico; na seção 5 as principais conclusões.

2 Preliminares
Nessa seção será introduzido alguns conceitos da teoria de cálculo fracionário indis-

pensáveis ao desenvolvimento desse trabalho.
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2.1 Cálculo Fracionário
A partir da generalização do conceito de fatorial, feito através da função gama, vamos

introduzir a integral fracionária de Riemann-Liouville.

Definição 1 Sejam f : R→ R uma função integrável e n ∈ N. Definimos as integrais de ordens
um e n, denotadas, respectivamente, por I e In, como

I f (t) =
∫ t

0
f (t1)dt1 e In f (t) =

∫ t

0

∫ t1

0

∫ t2

0
· · ·
∫ tn−1

0
f (tn)dtn dtn−1 . . . dt2 dt1.

Teorema 2 Para f : R→ R integrável temos

In f (t) = φn(t)∗ f (t) =
∫ t

0
φn(t− τ) f (τ)dτ =

∫ t

0

(t− τ)n−1

(n−1)!
f (τ)dτ, (1)

na qual o sı́mbolo ∗ denota a convolução de Laplace e φn(t) a Gel’fand-Shilov, definida para ν 6∈

Z−, como φν(t)=


tν−1

Γ(ν)
se t ≥ 0

0 se t < 0
e Γ(ν) a função Gama definida por Γ(ν)=

∫
∞

0
e−ttν−1dt.

Definição 3 Seja f (t) uma função integrável. Utilizamos a generalização do conceito de fatorial
pela função gama para definir a integral de Riemann-Liouville de ordem α de f (t), denotada por
Iα f (t), como

Iα f (t) = φα(t)∗ f (t) =
∫ t

0

(t− τ)α−1

Γ(α)
f (τ)dτ. (2)

Definição 4 Sejam f (t) uma função diferenciável, m ∈ N e α 6∈ N tais que m−1 < Re(α)< m,
quando α = m, temos a definição usual. A derivada de ordem α no sentido de Caputo é definida
como sendo a integral fracionária de uma derivada de ordem inteira, de forma que a lei dos
expoentes faça sentido. isto é,

Dα f (t) = Im−α Dm f (t) = φm−α ∗Dm f (t). (3)

Segue, como consequência da definição, que Dαtβ = tβ−αΓ(β +1)/Γ(β −α +1), que recupera
o resultado clássico quando α = n e β = m, com n,m ∈ N.

Definição 5 O operador de Grünwald−Letnikov (GL) para derivadas fracionárias é definido
como

Dα
GL f (t) = lim

h→∞
h−α

[k]

∑
j=0

w(α)
j f (t− jh) t ∈ [0, t f ], (4)

em que 0 < α < 1, [k] é a parte inteira de k =
t−a

h
, com a e t sendo os limites reais do operador

Dα , o qual denota a derivada fracionária, h é o espaçamento e w(α)
j é o coeficiente GL definido

como
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w(α)
0 = 1 , w(α)

j =

(
1− 1+α

j

)
w(α)

j−1 , j = 1,2, ... (5)

w(α−1)
0 = 1 , w(α−1)

j =

(
1− α

j

)
w(α−1)

j−1 , j = 1,2, .... (6)

Lema 6 Sejam 0 < α < 1 e w(α)
n , w(α−1)

n os coeficientes do operador GL. Para n = 1,2, ... tem-
se:
i) −1 < w(α)

n < 0;
ii) 0 < w(α−1)

n < 1.

3 Método de diferenças finitas
Nessa seção apresentamos a ideia básica para a discretização através do método de diferenças

finitas para uma equação diferencial. Posteriormente apresentamos o processo de discretização
NSFD para uma equação de ordem inteira e para uma equação de ordem arbitrária.

O método NFSD foi proposto por Mickens e Smith (1990), e atualmente é utilizado em várias
aplicações numéricas (MICKENS; SMITH, 1990; ONGUN; ARSLAN; GARRAPPA, 2013; ZI-
BAEI; NAMJOO, 2015).

3.1 Discretização por diferenças finitas
Considere uma equação diferencial da forma

dy
dt

= f (t,y). (7)

Então podemos escrever a equação (7)

dy
dt

=
y(t +h)− y(t)

h
+O(h) (8)

em que O(h) é o erro de truncamento de ordem h(h > 0). Com isso pelo método de diferenças
finitas temos a seguinte discretização

dy
dt
∼=

y(t +h)− y(t)
h

(9)

como erro de ordem h.

3.2 Discretização NSFD
3.2.1 Equação diferencial

Considere uma equação diferencial da forma
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dy
dt

= f (t,y,λ ) (10)

em que λ é o vetor de parâmetros. O esquema NSFD é construı́do seguindo dois passos:

1. A derivada do lado esquerdo de (10) é substituı́da pela representação discreta na forma

dy
dt
≈ yn− yn−1

φ(h,λ )
(11)

em que yn é uma aproximação de y(tn), h > 0 é o passo de tempo e φ(h,λ ) é a função
denominador (MICKENS; SMITH, 1990);

2. O termo não linear de (10) é dado pela representação discreta não local

F(t,yn,yn−1, ...,λ ). (12)

Com isso, podemos escrever a equação (10) como

yn− yn−1

φ(h,λ )
= F(t,yn,yn−1, ...,λ ). (13)

A derivada discreta do lado esquerdo da equação (13) é uma generalização da representação
clássica discreta que é obtida usando φ(h,λ ) = h. A função denominador φ(h,λ ) é uma função
de h e deve satisfazer a condição de consistência

φ(h,λ ) = h+O(hp) , p > α , h→ 0, (14)

em que O(hp) é o erro de truncamento (CUMINATO; MENEGUETTE JUNIOR, 2013; ONGUN;
ARSLAN; GARRAPPA, 2013).

3.3 Equação diferencial de ordem não inteira
Uma equação de ordem fracionária pode ser discretizada de forma análoga ao apresentado

anteriormente. Entretanto, devem ser levadas em consideração algumas peculiaridades dos sis-
temas de ordem fracionária, como o fato de que o operador de ordem fracionária é um operador
não local, assim a representação discreta das derivadas deve levar em conta a solução no tempo
anterior.

Através do operador GL (4) e do processo descrito na seção anterior, podemos escrever:

Dα
GL f (t)∼=

1
φ(h,λ )

h

∑
j=0

w(α)
j ( f (t− jh)). (15)

Com isso decorre da equação (15) que uma equação de ordem não inteira pode ser discretizada
como segue

1
φ(h,λ )

n

∑
j=0

wα
j (xn− j− y0) = f (tn,xn,xn−1, ...,λ ) , n = 1,2,3, .... (16)
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A condição de consistência (14) não garante a convergência da representação discreta para
derivadas fracionárias em (16). Assim a condição de consistência será

φ(h,λ ) = hα +O(hp) , p > α. (17)

Neste trabalho utilizamos a função denominador (φ(h,µ + 1)) como dada em Mickens e
Smith (1990).

φ(h,µ +1) =
1− e−hα (µ+1)

µ +1
. (18)

Mais informações acerca da função φ podem ser vistas em Mickens e Smith (1990) e Ongum;
Arslan e Garrappa (2013).

4 Aplicações
Nessa seção apresentaremos duas aplicações utilizando o método dada pela equação (16).

Inicialmente apresentamos a solução numérica para a equação Logı́stica de ordem fracionária e
posteriormente para o modelo de Brusselator de ordem não inteira.

4.1 Equação Logı́stica
A equação logı́stica clássica foi proposta por Pierre François Verhulst e pode ser conside-

rada, sem perda de generalidade, como

dy(t)
dt

= k y(t)[1− y(t)], y(t)> 0 (19)

em que k é a constante de proporcionalidade
Fazendo a mudança de variável z(t) = 1/y(t) de modo a converter a equação (19) em uma

equação linear, obtemos
dz(t)

dt
= k(1− z) (20)

que é uma EDO, linear e separável, cuja solução analı́tica é dada por

z(t) = 1+
1
c

e−kt com z(0) = 1+
1
c

(21)

em que c é a constante de integração. Como y(t) = z(t)−1 temos que 1/c = 1/y(0)−1 e conse-
quentemente;

y(t) =
1

1+
[

1
y(0) −1

]
e−kt
· (22)

Destacamos que 0 < y(0)< 1 e que limt→∞ y(t) = 1.
A partir dos resultados apresentados na Seção 2, temos uma generalização via cálculo fra-

cionário para a equação logı́stica. Tomando, sem perda de generalidade 0 < α < 1, obtemos a
equação logı́stica de ordem não inteira
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dαz(t)
dtα

= k (1− z) (23)

cuja solução analı́tica é

z(t) = 1+[z(0)−1]Eα(−ktα) (24)

em que Eα é a função de Mittag Leffer (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015).
Lembrando que, no caso inteiro, y(t) = 1/z(t) podemos escrever

1
z(t)

=
1

1+
[

1
y(0) −1

]
Eα(−ktα)

· (25)

Ao aplicar o limite α → 1 na equação (25), recuperamos o resultado da equação(22).

4.2 Discretização
Para discretizar a equação (23), considere zn a aproximação para z(tn), então substituindo

o lado direito de (23), por z(t)→ z(tn), aplicando a equação (16) e isolando zn, obtemos

zn =
w(α−1)

n z0−∑
n
j=1 w(α)

j zn− j−φ(h)k

1+φ(h)k
(26)

que é a equação logı́stica fracionária discretizada.

4.3 Resultados
A Figura 1 mostra a solução numérica dada pela equação (26) para o modelo Logı́stico de

ordem fracionária dado pela equação (23). Foram utilizados os parâmetros k = 1, h = 0.05,
z(0) = 0.2, t = 50 e α = (0,2;0,4;0,6;0,8;1).

Figura 1: Solução numérica da equação logı́stica fracionária.
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A Figura 1 apresenta a solução numérica da equação logı́stica para diferentes valores de α.
Podemos observar nessa figura que quando α = 1 a solução converge para a capacidade de su-
porte. Podemos notar ainda que para α = 1 a capacidade de suporte é atingida mais rapidamente.

4.4 Modelo de Brusselator
O modelo de Brusselator, que foi proposto por Prigogine e Lefever em 1968, é um sis-

tema de equações diferenciais não lineares, utilizado em reações quı́micas autocalı́ticas (ON-
GUN; ARSLAN; GARRAPPA, 2013). Esse modelo apresenta oscilações que não dependem da
quantidade de reagente presente inicialmente.

Sua versão clássica é dado por
dx(t)

dt
= a− (µ +1)x(t)+ x(t)2y(t)

dy(t)
dt

= µx(t)− x(t)2y(t)
(27)

em que x(t) e y(t) representam, respectivamente, o ativador e o inibidor e a e µ são parâmetros
externos.

De acordo com Podlubny (1999), o modelo de Brusselator de ordem não inteira, 0 < α < 1,
é dado por {

Dαx(t) = a− (µ +1)x(t)+ x(t)2y(t)
Dαy(t) = µx(t)− x(t)2y(t)

(28)

4.5 Discretização
Considere xn e yn aproximações para x(tn) e y(tn). Então substituindo o termo não linear

do lado direito de (28) por

x(t)→ x(tn−1) , x2(t)y(t)→ x(tn)x(tn−1)y(tn−1)

e aplicando a equação (16) no sistema (28), obtemos

{
xn +∑

n
j=1 w(α)

j xn− j−w(α−1)
n x0 = φ(h)[a− (µ +1)xn−1 + xnxn−1yn−1],

yn +∑
n
j=1 w(α)

j yn− j−w(α−1)
n y0 = φ(h)[µxn−1− xnxn−1yn−1].

(29)

Isolando xn e yn, temos

 xn =
w(α−1)

n x0−∑
n
j=1 w(α)

j xn− j +φ(h)[a− (µ +1)xn−1]

1−φ(h)xn−1yn−1

yn = w(α−1)
n y0−∑

n
j=1 w(α)

j yn− j +φ(h)[µxn−1− xnxn−1yn−1]

(30)

que é o sistema de ordem fracionária discretizado.
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4.6 Resultados
Os parâmetros utilizados para realizar a simulação para o modelo de Brusselator foram

a = 1,µ = 3,α = (1;0,7),h = 0,05, t = 4000 e (x0,y0) = (1,1;2,9).

Figura 2: Dinâmica para α = 1. Figura 3: Retrato de fase.

Para o modelo de Brusselator, podemos observar que tanto para o caso fracionário, quando
α = 0,7, quanto para o caso clássico, α = 1, a solução apresenta comportamento oscilatório
instável. Isso pode ser observado nas Figuras 2 e 4.

A partir do retrato de fase apresentado nas Figuras 3 e 5, vemos que as trajetórias convergem
para um ciclo limite. Esses resultados obtidos através da simulação numérica estão de acordo
com os teóricos obtidos por Ongum; Arslan e Garrappa (2013), através do estudo da análise de
estabilidade.

Figura 4: Dinâmica para α = 0,7. Figura 5: Retrato de fase.
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5 Conclusão
Com a crescente ascensão do cálculo fracionário nas mais diversas áres do conhecimento,

este trabalho evidencia a importância de se estudar métodos numéricos para aproximar a solução
de uma equação de ordem não inteira. O estudo de tais métodos ainda é um campo amplo e com
muito potencial a ser explorado pois existem poucos algoritimos desenvolvidos que aproximam
a solução de uma equação de ordem arbitrária.

O método proposto nesse artigo, baseado na discretização por meio de diferenças finitas não
local, foi aplicado para aproximar a solução numérica para a equação logistica fracionária e para
o modelo de Brusselator fracionário.

Para a equação logı́stica, a partir da solução numérica encontrada, observamos que quanto
menor a ordem da derivada mais lenta será a convergência da solução para a capacidade de
suporte. Já solução numérica encontrada para o modelo de Brusselator era esperada, uma vez
que tal solução está de acordo com os resultados obtidos por meio do estudo de estabilidade
encontrados na literatura.

Continuações naturais deste trabalho são as mais diversas possı́veis. Em particular vamos
estudar e implementar outros métodos numéricos com objetivo de analisar qual o mais adequado
na resolução de equações de ordem não inteira.
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