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1 Introducao

Motivados pelos trabalhos dos filosofos pragmaticos William James e Carl S. Peirce, Costa;
Béziau e Bueno (1998) desenvolveram uma teoria da verdade, a qual denominaram de quase-
verdade ou verdade pragmatica.

Nesta tradicdo, a verdade estd inserida e considerada no contexto das ci€ncias empiricas,
quando pode ocorrer que duas teorias que explicam o mesmo fendmeno sejam conflitantes. Se
isto ocorre, a teoria da quase-verdade indica que estas proposicdes contraditorias podem ser am-
bas quase verdadeiras.

Costa; Béziau e Bueno (1998), ao formalizarem a quase verdade, consideraram que as es-
truturas nas quais seriam interpretadas as sentencas da linguagem objeto deveria ser parcial, em
contraste com alguma estrutura total, na qual funda-se a concepcao de verdade de Tarski.

Numa estrutura parcial, a pertinéncia ou nao de uma dada n-upla do dominio ndo precisa
estar sempre definida. As férmulas atdmicas sdo interpretadas por meio de uma relacio parcial
R, a qual é definida como um terna ordenada de conjuntos le (R+,R_,R,). A componente R
representa o conjunto de n-uplas que satisfazem a relacdo R, R_ representa o conjunto de n-uplas
que ndo satisfazem R, e R, representa o conjunto de n-uplas cuja pertinéncia € indeterminada.
Nao sabemos se os elementos de R, satisfazem ou nao a relag@o R.

Diante disso, a relagdo parcial caracteriza o nosso conhecimento parcial do mundo, visto que
nao conhecemos tudo sobre determinada teoria e a componente R, representa a incompletude do
que € sabido num dado momento.

Como desdobramento, Newton da Costa (1999) apresentou uma l6gica modal para formalizar
a sua concepcao de quase-verdade, a qual foi desenvolvida através de dois sistemas axiomaticos
modais, com inter-relacdes entre eles.

Em 2011, Silvestrini prop6s uma nova defini¢do para a quase-verdade via o conceito de
satisfacdo pragmatica e apresentou uma logica paraconsistente de primeira ordem, denotada por
LPT1 e apresentada como um sistema axiomatico, para esta nova no¢ao de verdade pragmaética.

Neste trabalho, tratamos do fragmento proposicional da LPT1, isto €, a Logica da Verdade
Pragmatica (LPT), no inglés Logic of Pragmatic Truth. Contudo, usamos a apresentagdo de
Feitosa e Silvestrini (2016), que traz algumas modifica¢cdes no conjunto de axiomas da LPT.

Iniciamos com a apresentacdo da Ldgica da Verdade Pragmatica conforme os textos men-
cionados. Descrevemos a LPT com o seu conjunto de axiomas e a sua semantica de matrizes
trivalentes.

A seguir, tratamos dos tableaux e apresentamos o método para a l6gica proposicional cldssica.

Os sistemas de tableaux analiticos foram muito bem investigados por Smullyan (1968), ins-
pirados nos métodos finitarios de Gentzen (1935). Tal sistema dedutivo é considerado como um
método de refutacdo, uma vez que para provar a validade de uma férmula, supde-se que a mesma
¢ falsa e, entdo, busca-se uma situagao que corrobora a falsidade da férmula em teste. Se ndo ha
a situacdo de falsidade, entdo conclui-se que a férmula inicial € vélida.

Ademais, o tableau é caracterizado como um algoritmo em forma de 4rvore, que apresenta
uma figura no processo de demonstracgao.

Este caminho caracteriza o método ou arvore de refutacao.

Conforme Smullyan (1968), o tableau € analitico ao admitir o principio das subférmulas. No
desenvolvimento da drvore de demonstragdo de uma férmula, segundo os tableaux, ocorrem a
cada passo apenas subférmulas das férmulas envolvidas. Assim, o procedimento envolve apenas
subformulas da férmula inicial.
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Se ndo conseguimos provar a validade de uma férmula, o tableau indica de modo direto uma
situacdo que faz a férmula ndo vélida, ou seja, apresenta um contra-exemplo.

Dando sequéncia, apresentamos um sistema dedutivo de tableaux analiticos para a LPT. Para
mostrarmos que os tableaux introduzidos sdo caracteristicos de LPT, mostramos que todas as
deducdes possiveis em LPT t€m seus respectivos tableaux fechados no novo sistema. Por outro
lado, verificamos que todas as dedugdes corretas nos tableaux preservam a validade na semantica
matricial de LPT.

2 A légica da verdade pragmatica

Ao formalizar o conceito de verdade pragmatica, Silvestrini (2011) observou que a logica
proposicional subjacente seria uma ldgica paraconsistente. Esta 16gica foi nomeada de logica da
verdade pragmdtica e denotada por LPT.

LPT admite a seguinte semantica trivalente associada com a relagdo (R ,R_,R,): valor 1
para sentencas verdadeiras, valor 0 para sentengas falsas, e valor % para as sentencas indetermi-
nadas.

A linguagem proposicional de LPT é L = (—,A\,—), em que os operadores —, A, — repre-
sentam, respectivamente, as nogdes de negacdo, conjungdo e condicional.

As interpretacdes em matrizes desses operadores sdo as seguintes:

—Jolo 1] |

—poi— ol |
ot | ek | e [ N
_— ol O] =

HHHH
-
ot —| 1|

(el Rl | Nan)
== O [l —

Além desses operadores basicos, temos os seguintes operadores e constantes de LPT:

Disjunciio: @V ¥ =gor —(= A=)

Top: T =aef ¢ — ¢

Botton: L =47 =T

Negagdo classica: ~ @ =g4.r @ — L
Consisténcia: o =g4.r ~ (@ A @)
Bicondicional: @ <+ W =47 (¢ = W) A (Y — @).

As suas interpretacdes sdo dados pelas seguintes tabelas:
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Segue da defini¢do da disjun¢do V e das tabelas de A e V, que valem na LPT as leis de De
Morgan ~(¢ AY) < (@ V y) e ~(Q V) < (2@ A—Y).

A semantica matricial de LPT é:
AMLPT = ({0; %a 1}7_'7/\7_>7 {%7 1})7

com o conjunto de valores designados D = {%, 1} e com a seguinte relagdo de consequéncia
semantica.

Seja Var(LPT) ={p1,p2, 3, ...} 0 conjunto das varidveis proposicionais de LPT. Uma valorago
para LPT é qualquer fungao:

v:Var(LPT) — {0, 3,1},

a qual é estendida de modo tnico para o conjunto For(LPT) segundo os operadores introduzidos
acima.

SeI' C For(LPT), entao v(I') = {v(7y) : y € I'} e aimplicagdo l6gica ou consequéncia semantica
de LPT € definida como segue.

Para TU{¢@} C For(LPT), o conjunto I" implica ¢ quando para toda LPT-valorag@o v, se
v(I') € D, entdo v(@) € D, isto é:

I'ee < v(I') CD=v(p)eD.

Decorre desta defini¢do de valoracio que toda férmula de LPT vélida segundo uma valoragao
v: Var(LPT) — {0, 3,1} é também vilida segundo a restrigdo booleana de v, isto é, segundo
v:Var(LPT) — {0,1} com os significados booleanos dos operadores =, A ¢ —, em que ¢ apa-
gado o valor % Assim, toda férmula LPT-vélida é uma tautologia.

Podemos construir tabelas de verdade de formulas de LPT, que por ser uma légica trivalente,
tem como nimero de linhas algum multiplos de 3. Vejamos alguns exemplos como em (Feitosa
e Silvestrini, 2016):
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(d) Cada férmula ¢ do tipo ¢ A —~¢ A o@ € contraditoria:

| P |cp |0
0 1 110
| 1

51 3 010
110 1 10

Contudo, algumas férmulas tautolégicas bem conhecidas ndo sao LPT-validas. Vejamos al-
gumas delas:
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©) (PA=Q) = .
Tomemos uma valoragdo v tal que v(¢) = % ev(y)=0.Dai,v((pA—@) = y) = (% A %) —

0=1%—0=0.

O —p = (¢ = ).
Tomemos, mais uma vez, uma valoragdo v tal que v(¢) = 3 e v(y) = 0. Daf, v(—¢ — (¢ —

v)=(—(G-0)=4-0=0

@) (¢ = y) = (¥ — o).
Tomemos uma valoragdo v tal que v(¢) = 1 e v(y) = 1. Dai, v((¢ — ¥) = (=Y — —¢)) =

(1=-3)—>G—=0=1-0=0.

Proposicao 2.1 Se v: For(LPT) — {0, %, 1} é uma LPT-valoragdo, entdo:
(i) v(@) €D & v(p) =3 ouv(p) =1,
(ii) v(-=p) e D = v(p) = % ouv(e)=0;
(iii) v(cp) € D = v(p) =0 ou v(ep) = 1.

Demonstragdo: Imediata das tabelas dos operadores de LPT. [

A l6gica LPT de acordo com (Feitosa e Silvestrini, 2016) é dada pelo seguinte sistema
axiomatico:

Esquemas de Axiomas:

(AD) ¢ — (v — 0)

(A2) (¢ = (v —0)) = (9 = ¥) = (¢ — 0))
(A3) (6 = @) = (6 = y) = (0= (9AY)))

(Ad) (pAY) — @

(AS) (pAY) =y

(A6) @ — (¢ V)

(AT y — (o V)

(A8) (¢ — 0) = (W —0) = ((pVy) = 0)))
(A9) oV (¢ — )

(A10) o V-0

(All) =@ — ¢

(A12) 0@ — (@ = (—9 — y))

(A13) mo@ — (@ A—0)

(Al14) o(@ — )

(A15) (c@ Aoy) — o(@ A Y)

(A16) o — o= 0.

Regra de Deducao:

(MP) 9,0 — vy y.
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Feitosa e Silvestrini (2016) demonstram que o sistema dedutivo, acima, da l6gica LPT ¢é
correto e completo segundo a semantica matricial .Zpr.
Portanto, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.2 '@ < T'F @.

3 O método de tableaux analiticos

Os sistemas de tableaux para a Logica Cléssica, proposicional e quantificacional, foram muito
bem investigados e apresentados por Smullyan (1968).

A origem de tal método, entretanto, estd baseada nos trabalhos de Gentzen (1935), quando
da introdugao dos sistemas de provas conhecidos como calculos de sequentes. Tais sistemas
de prova seguem o principio da subférmula, no qual estabelece que se uma férmula tem uma
demonstracao, entdo ela possui uma demonstracdo em que ocorrem apenas subféormulas da férmula
inicial.

Dada esta caracteristica, Smullyan (1968) denominou seus tableaux de analiticos.

O trabalho de Gentzen foi desenvolvido posteriormente por E. W. Beth (1959), que introduziu
o método de tableaux semanticos, os quais também fazem uso do principio da subférmula.

Smullyan (1968) ao introduzir o sistema de tableaux analiticos, buscou estabelecer as relacoes
desse com os métodos originais de Gentzen.

Além desses autores, J. Hintikka (1955) também inspirou Smullyan(1968), de tal modo que
o método dos tableaux analiticos de Smullyan pode ser considerado uma variante dos métodos
de prova de Hintikka.

Uma caracteristica principal deste sistema de prova € que se trata de um método de refutagao,
ou seja, para demonstrarmos que uma férmula ¢ € vdlida, tomamos como primeiro passo supor
que ela nao é valida.

A partir dai aplicamos as regras de expansdo do tableau que, a cada passo, gera como con-
sequéncias apenas subformulas da formula considerada. Como cada férmula € finita, entdo este
procedimento depois de um nimero finito de passos tem que estar exaurido. Nesse ponto pode-
mos fazer a andlise da validade ou nao da férmula inicial.

Iniciamos considerando que ¢ nado € vdlida. Na andlise quando o procedimento estd con-
cluido, se encontramos alguma contradi¢do em cada ramo do tableau, entdo concluimos que nao
ha um caminho ou um ramo que corrobore a suposi¢cdo inicial de nao validade de ¢@. Logo, a
conclusdo € que ¢ é verdadeira.

Caso tal fato ndo ocorra, ou seja, o tableau apresenta algum ramo aberto, isto €, sem al-
guma contradi¢do na expansao da negacdo de @, entdo este mesmo ramo serve como um contra-
exemplo de valoracdo para férmula @, que a faz falsa.

Ademais, o método de tableaux analiticos é caracterizado como um algoritmo e, assim, ¢ um
sistema de decisdo para formulas validas de uma determinada 16gica, do mesmo modo que as
tabelas de verdade sdo para a l6gica proposicional classica. Com a enorme vantagem de ser um
procedimento muito mais breve e econdmico.

A base de todo sistema de tableaux analiticos estd nas regras de expansdo ou regras para a
construcdo dos tableaux, as quais permitem a anélise das férmulas de uma linguagem L.
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A nocdo de expansao € justamente agir sobre uma férmula em questdo de modo a considerar
as suas subformulas na geracdo de um ramo do tableau, como numa arvore.

Empregamos a palavra ‘ramo’ para designar um caminho ou uma possibilidade de analise das
subférmulas da férmula considerada.

Smullyan (1968) apresenta seu desenvolvimento como sendo uma arvore ordenada e diddica,
donde surge naturalmente o termo ‘ramo’.

Ele apresentou seu método de tableaux tanto para a l16gica proposicional classica (LPC), como
para a l6gica de primeira ordem (FOL).

Mostramos, agora, apenas os tableaux para uma légica proposicional classica. Mais deta-
lhes podem ser encontrados em Smullyan (1968) e em Silva, Finger e Melo (2006). Usaremos
as regras do segundo texto, com férmulas marcadas, em que T representa a verdade (truth) e F
representa o falso. A linguagem L conta com os seguintes operadores 16gicos L = (=, A, V, —):

As férmulas neste sistema de prova podem ser classificadas da seguinte forma:

Foérmulas do tipo A: as consequéncias das féormulas do tipo A sdao consequéncias diretas, isto
€, permanecem no mesmo ramo e ndo geram bifurcagdes. As regras de expansao que contém esta
categoria de férmulas sdo denominadas regras do tipo conjuntivo.

Formulas do tipo B: neste caso, as formulas do tipo B ndo sdo diretas e, assim, elas bifurcam
em dois ramos distintos, sendo que cada um deles é uma possibilidade de andlise da férmula dada.
As regras de expansao que tém formulas do tipo y sdo chamadas de regras do tipo disjuntivo.

Apresentamos, a seguir, as regras de expansao do tableaux analiticos para a LPC.

Regras do tipo conjuntivo:

T - F oo T oA F avp F a—p
F o T o T o F o T o
T B F B F B
Regras do tipo disjuntivo:
F anp T aVvp T o—p
F a|F B T a|T B F a|T B °

Ap6s a aplicacdo de todas as regras de expansao possiveis num tableau, podemos encontrar
uma contradi¢do num ramo, quando para alguma férmula ¢, ocorrem no ramo as férmulas mar-
cadas T ¢@eF ¢. Neste caso, dizemos que o ramo € fechado. Do contrario, dizemos que o
ramo € aberto.

Se todos os ramos do tableau sdo fechados, entdo temos um tableau fechado e, deste modo,
concluimos que a férmula inicial é valida. Do contrario, a férmula inicial ndo € valida.

Muitos exemplos podem ser encontrados nos dois textos mencionados. Os tableaux, da
proxima secdo, também servirdo de exemplo e, para o caso cldssico, basta considerarmos T =
leF=0.
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4 Tableaux para a LPT

Agora introduzimos o sistema de tableaux analiticos para a légica da verdade pragmética
(LPT), que originalmente foi apresentada por Silvestrini (2011) em um sistema axiomaético.

Denotamos o nosso sistema de tableaux para LPT por TPT.

As regras de expansdo para o sistema TPT podem ser classificadas em trés tipos, os quais
seguem abaixo.

Formulas do tipo o: sdo féormulas em que temos consequéncias diretas e, com isso, as suas
consequéncias nao se ramificam, mas permanecem no mesmo ramo.

Formulas do tipo 3: neste caso, as consequéncias se ramificam em dois ramos distintos.

Formulas do tipo y: sdo formulas em que as consequéncias se ramificam em trés ramos dis-
tintos.

Regras do tipo y sdo complemente novas para os tableuax cldssicos, os quais sdo diddicos e,
portanto, se dividem no maximo em dois ramos, para cada regra.

Definicao 4.1 Um ramo de tableau em TPT ¢é fechado quando ocorrer um dos seguintes casos:
(1) uma formula ocorre com valores distintos no ramo;
(i1) se ocorre no ramo a formula marcada % oQ;

. )
(ii1) se ocorre no ramo a formula marcada 5 QY.

Como indicam as tabelas de LPT, ndo ha casos em que qualquer férmula de consisténcia o
ou de condicional — assuma o valor % Contudo, num tableau pode ser que nalguma expansao
surja uma tal situagdo nao sustentdvel em LPT. Por isso a inclusdo das condi¢des (ii) e (iii) na
defini¢do do fechamento de um ramo em TPT.

Definicao 4.2 Um tableau do sistema TPT é fechado se todos os seus ramos sdo fechados.

Introduzimos as regras de expansao para o nosso sistema TPT.

Negacao:
0 —¢ N 1 —g
O =/ = T 2 1 =
[ ] T o [5 ]ﬁ [ ]
Consisténcia:
0 oo¢ 1 o
0o lo]———
[ ]ﬁiﬁ 0 [ ] 0ol e
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Conjuncao:

3 ONY N
0 QA 2 P
05 ooy R TARTANY (1T ¢
0¢ |0y iy 1 1
11//’21/"2‘// 14
Disjuncao:
0 oVy A
1 oV
OVvI0 o VI 00 303e UV]M
0y svizwloy
Condicional:
0 p—y
LA A A 19—
=1 0w = 0<p|(lpw|wlw
30l 1o 2

As regras de expansao no sistema TPT foram obtidas por meio da andlise das matrizes triva-
lentes da LPT, introduzidas por Silvetsrini (2011).

5 Adequacao de TPT

Precisamos verificar que o nosso sistema de tableaux € equivalente ao sistema dedutivo LPT,
isto é, que TPT ndo deduz mais e nem menos que LPT.

Assim, temos que comprovar que todas as dedugdes que obtemos em TPT também sao obtidas
em na LPT e vice-versa e, portanto, teremos a seguinte equivaléncia:

'FpsT'FpsT'Fo.

Como a segunda equivaléncia I' = ¢ < I' F ¢ estd em (Feitosa, Silvestrini, 2016), entio
seguiremos o seguinte caminho:

| N NORE )

U T
I'koe

Teorema 5.1 SeI'F o =TI ¢
Demonstracdo: Demonstragcdo por indugdo no comprimento de dedugdo ' = ¢.

Se n =1, entdo temos os seguintes casos: ¢ €1 ou ¢ é um axioma.

Se ¢ €T, temos I IF @, pois @ ocorre com valores distintos no tableau e por isso o tableau
fecha.

Se ¢ é um axioma, entdo |- @ e, portanto, I' I ¢. Diante disso, provamos agora que cada
axioma da LPT gera um tableau fechado em TPT.
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(AD @ = (v — ¢)

04H(|l/f%<p)
0y—o
/ AN
%|<p 1|<p
0 ¢ 0 ¢
/N /N
sV ly sV ly
X X X X
(A4) (A AYy) = o
0 (pAY)— 0@
|
0o
1 / AN
I 1 oAy
1 / 1 | N |
50 5 ¢ 1o 1 o
sV Ly Ly 1y
X X X X
(AS) (A YY) = v
0 (pAY) =y
|
0 vy
/ AN
N 1 oAy
1 / 1! AN \
50 5 ¢ 1o 1 o
;v o ly 3y 1y
X X X X

(A2) (¢ = (y—0)) = (¢ = v¥) = (9 = 0))

0 (‘P—>(W—>0))—>|((<P—>1I/)—>(<P—>G))
0 (p—y)—(p—o0)
/ AN
3 9= (y—o0) 1 90—>(|1V—>0)
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/ AN
Loy e 2l
| X
0 o
/ AN
39 L ¢
VA RN / N
ly—so Y y—=0 09 0¢ 5 y=so 1 yoo
| X X X X |
VA RN VA RN
Oy 3o lo Oy 3o lo
| X X | X X
V2 RN VA RN
0 sy Ly Op Sy 1y
X X X X X X

(A3) (6 = @)= (6 = y) = 0= (pAY))

Feitosa e Silvestrini (2016) demonstraram que o axioma (A3) é equivalente a seguinte formula
@ — (Y — (@ AW)). Por questdo de economia no tamanho, faremos o tableau para esta férmula.

Certamente, verificamos também a validade de (A3).
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0 o= (y—(oAy))

(A6) ¢ — (9 V)

ATy — (o V)
0 y—(oVy)

0 oVy
/ AN

B —

<

o O_ —_
<

oo
< s
<6

(A9) oV (9 = y)
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=
X S
[S—
BS)

(Al4) o(¢ = y)

OIO(qu)
3 0=y
X

(A8) (p = 0) = ((y—0) = ((pVy)—o0)

0 (‘P—>G)—>((W—|>G)—>((PVII/—> o))
0 (y—o0)=(pVy—o0))

/ AN
I oo 1l oo
X 0 (pvy)—o
/ AN
I voo 1 y—>o
X x
/ |* AN
0 ¢ I o 1 o
0 ‘o 0 |c 0| c
VAN VAN /N

OVY 3 0=y 1 oVy 3 ovy 1 oVy

=
AS)
<
<
[S—

00N /N x X x x
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XX X X * %k 3k X X

k k k
/ | | 1\ / 1\ \1
0 ¢ 50 5 0 0 ¢ 5 ¢ 50
SV ;v 0 vy TV ;v 0
/ AN X X / AN X X
0 v 1o 0 v 1o
X X, X X X, X
(A10) oV —o
0 V-0
|
0 ¢
0 —o
|
L ¢
X
(Al12) 0@ — (¢ = (@ — V)
0 cp—(9—(-0—V))
|
0 ¢—(—p—vy)
/ AN
% oQ 1 o
X \
0 ~p—vy
1/ AN
5 0 1 o
VRN /N
0o 19 0o 1 ¢
X X X ]
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(A13) 0@ — (9 A—0)

% —|OQD 1 —|O(p
|
1 o9 0 op
I
30
|
0 pA—Q
VRN
0 ¢ L o
X X
(All) ——@ — ¢
0 —p—0o
0 ¢

(A15) (0@ Aoy) = o(Q AY)

0 (conoy)—=o(pAy)

0 o(pAy)
/ AN
% ocpANoy I cpANoy
X
1 oo
1 oy

[NSTEEY
_ <€ =S
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0,01 ¢ 0,1 o 0,1 vy
X X X

Nesta ultimo passo, a notacdo 0, 1 @ indica que vale 0 @ ou 1 ¢.

(A16) 0 — 0@

0 ocp—o0
|
0 O—|(P
/ AN
% oQ 1 o@
X / AN
0 ¢ L o
| |
3 TP 3 P
| |
30 30
X X

Se n > 1, entdo no ultimo passo da deducdo aplicamos a regra MP. Assim, temos ' - o6 — @
e I'F o donde concluimos que T' - .

Por hipotese de indugdo, temos que I' - 6 — @ e 'l 0. Dai, segue que para toda valoracdo
v, se v([') C {3,1} entdo v(c — @) #0 e v(c) #0.

Deste modo, consideraremos o tableau I',6,6 — @ |- ¢. Temos quatro condi¢des possiveis
para as premissas vdlidas o e 6 — @:

I I
o I o
3 00 1 60
0 ¢ 0 ¢
X VR RN
0o 3¢ 1lg
X X X
I |
1 o 1 o
T oo 1 c—0¢
0 o 0 o
X A RN
0o 1ol g
X X X

Portanto, T IF ¢.
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Para obtermos uma equivaléncia entre os dois sistemas, ainda temos que provar: I' - ¢ =
I'Fo.
Contudo, antes disso, precisaremos de algumas defini¢des e alguns resultados.

Definicao 5.2 Um conjunto ® de formulas sinalizadas é saturado para baixo se satisfaz as se-
guintes condicoes:

(a) nenhuma formula sinalizada ocorre em ® com dois valores distintos;

(b) se em O ocorre alguma formula sinalizada do tipo ., entdo o € © e 0 € O;

(c) se em @ ocorre alguma férmula sinalizada do tipo B, entdo B; € © ou B, € ©;

(d) se em ® ocorre alguma formula sinalizada do tipo vy, entdo Y, € ® ou y» € ® ou y3 € O.

Lema 5.3 Todo ramo saturado e aberto de um tableau é um conjunto saturado para baixo.
Demonstracdo: Como o ramo é aberto, entdo nenhuma formula aparece no ramo com duas
valoragées distintas, o que satisfaz a condi¢do (a) da defini¢do de conjunto saturado para baixo.

Além disso, como o ramo é saturado, segue que todas as possiveis regras do tableau jd foram
utilizadas e o tableau ndo pode mais ser expandido.

Logo, se existe uma formula do tipo & no ramo, entdo Q| e 0 também estdo no ramo, o que
atende a condicdo (b).

Pelo mesmo motivo, se hd uma férmula do tipo B no ramo, entdo ou By ou B estd no ramo,
o que cumpre a condigdo (c).

De modo andlogo, também pela saturagdo, se ocorre no ramo uma formula do tipo v, segue
que ou Y| ou Y ou Y3 estd no ramo, o que contempla o tltima condicdo (d). [

Agora, estenderemos a no¢ao de valoragdo para as férmulas sinalizadas.

Defini¢ao 5.4 Se v é uma valoracdo e k € {0, %, 1}, entd@o a formula sinalizada k ¢ é distinguida
segundo a valoragdo v, o que é denotado por k ¢ € D, se v(Q) = k.

Assim, k ¢ € D < v(p) =k.

Definicao 5.5 Uma valoracdo v satisfaz um conjunto ® de férmulas sinalizadas se para toda
formula sinalizada k @ que ocorre em ©, tem-se k Wy € D.

Definicao 5.6 Um conjunto ® de formulas sinalizadas é satisfativel se existe uma valoragdo v
tal que v(®) C D, ou seja, para toda y € ©, k y € D.

Lema 5.7 Se ® é um conjunto satisfativel de formulas sinalizadas, entdo:

(i) se uma formula do tipo o, estd em ©, entdo @ U{o, 0} € satisfativel;

(ii) se uma formula do tipo B estd em ©, entdo ® U{P,} é satisfativel ou ® U{P,} ¢ satis-
fativel;

(iii) se uma formula do tipo y estd em ©, entdo ou ® U{y} é satisfativel, ou @ U{p} é
satisfativel, ou @ U {3} é satisfativel.
Demonstracdo: (i) Tomemos a formula de consisténcia do tipo @, isto é, 0 o @. Como o conjunto
O ¢ satisfativel, entdo existe uma valoracdo v tal que v(®) C D. Dai, v(o@) =0 e, entdo v(¢) = %

e, portanto, vV(@U {1 ¢}) C D.
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Agora a conjungdo do tipo Q, isto é, 1o N\ y. Como o conjunto ® ¢ satisfativel, entdo existe
uma valoragdo v tal que v(®) C D. Dat, v(o ANy) = 1 e, entdo, v(¢) =1 e v(y) = 1. Portanto,
v(@U{l ¢,1 y})CD.

Para a disjungdo do tipo o temos que 0 @ V . Como o conjunto © é satisfativel, entdo existe
uma valoragdo v tal que v(®) C D. Dat, v(¢ V y) =0 e, entdo, v(¢) =0 e v(y) =0 e, portanto,
0¢,0yeD. Assim, v(OU{0 ¢,0 y}) C D.

Todas as regras de negagdo sdo do tipo «.

Se temos 0 —Q, desde que o conjunto © é satisfativel, entdo existe uma valoracdo v tal que
v(®) C D. Dai, v(=¢) =0 e, entdo, v(¢@) = 1 e, portanto, v(OU{1 ¢}) C D.

Quando temos % —@, como O € satisfativel, entdo existe uma valoragcdo v tal que v(®) C D.
Dat, v(—@) = 3 e, entdo v(¢) = e, portanto, v(OU{} ¢}) C D.

Finalmente, se temos 1 —¢. Como o conjunto ® é satisfativel, entdo existe uma valoragcdo v
tal que v(®) C D. Dai, v(=¢) = 1 donde segue que v(¢) = 0 e, portanto, v(@U{0 ¢}) C D.

(ii) Para a férmula de consisténcia do tipo B, temos 1 o ¢. Como O € satisfativel, entdo existe
v tal que v(®) C D e, entdo, v(o@) = 1. Consequentemente, v(¢) =0 ouv(¢p) = 1. Se v(¢) =0,
entdo v(®U{0 @}) C D. Contudo, se v(¢) =1, entdo v(®@U{1 ¢}) C D. De qualquer modo hd
um ramo tal que v(® U {k ¢}) C D.

Para a conjungdo do tipo B, temos 0 @ A\ y. Como © ¢é satisfativel, entdo existe v tal que
v(®) C D. Dai, v(p Ay) =0 e, consequentemente, v(¢) =0 ou v(y) = 0. Se v(@) =0, entdo
v(OU{0 ¢}) C D; esev(y) =0, entdo v(®@U{0 y}) C D.

Se temos uma disjungdo do tipo B, isto é, 1 ¢V Y, desde que O ¢ satisfativel, entdo existe v
tal que v(®) C D. Dai, v(¢o V y) = 1 e, consequentemente, v(¢) = 1 ou v(y) = 1. Se v(p) = 1,
entdo v(OU{1 ¢}) C D; esev(y) =1, entdo v(OU {1 y}) C D.

Para 0 ¢ — y, como O ¢ satisfativel, entdo existe v tal que v(®) C D. Dai, v(¢ — y) =0,
consequentemente, v(y) =0 e v(9) € D. Para v(y) = 0, segue que v(®U{0 y}) C D. Agora,
para qualquer k € D, se v(@) =k, entdo v(®U {k ¢@}) C D. Logo, um dos ramos ¢é tal que
v(©U{0 v,k 9}) CD.

(iii) Para a conjungdo do tipo Yy temos % ¢ Ny. Como O é satisfativel, entdo existe v tal

que v(®) C D. Dai, v(p \y) = % e, consequentemente, v(¢) =1 e v(y) = % ouv(Q) = % e

v(y)=1; ouv(ep) = % ev(y) = % Como tem que valer um destes trés casos, para ki,ky € D,

segue que v(OU {k; @, k, y}) C D.
1

Para a disjungdo do tipo 'y temos 5 @V Y. Como O ¢é satisfativel, entdo existe v tal que

v(®) C D. Dai, v(9V W) = 1 e, consequentemente, v(9) =0 ev(y) =1, ouv(p)=1ev(y)=0;

ouv(@) =1 ev(y) = 1. Como tem que valer um destes trés casos, para ki, ky € {0,%,1}, segue
que v(®@U{k; ¢,k y}) C D.

Para a condicional do tipo 'y temos 1 ¢ — y. Como O ¢ satisfativel, entdo existe v tal que
v(®) C D. Dai, v(¢ — y) = 1 e, consequentemente, v(¢) =0 ou v(y) = % ouv(y) = 1. Seja
k€ {3,1}. Sev(p) =0, entdo v(OU{0 ¢}) C D e sev(y) =k, entdov(®U{k y}) C D,

Em todos os casos, algum ramo do tableau é satisfativel. [

Diante dessas defini¢des e do Lema acima podemos provar o seguinte teorema.
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TeoremaS8 I'lFo=TF ¢
Demonstracdo: Faremos a demonstragdo pela contra-positiva.

Se I' ¥ @, entdo existe uma valoragdo v, tal que v(I') C D e v(¢) = 0.

Seja Og o conjunto de formulas sinalizadas que ocorrem no tableau inicial de I, de modo que
v(®0) C D. Mostramos que a cada passo de expansdo do tableau, sempre vai existir um ramo
0y tal que v(©g) C D.

Suponha que v(©;_1) C D. Se o ramo ®;_; for expandido por uma férmula do tipo o, pelo
lema anterior (i), temos que v(®;) C D.

No caso do ramo ©;_ ser expandido por uma férmula do tipo B, segue pelo lema anterior
(i), que v(®;) C D.

Se o ramo ©;_1 for expandido por uma férmula do tipo Y, pelo mesmo lema item (iii) segue
que v(®;) C D.

Assim, em todos os casos, temos um ramo ©; tal que v(®;) C D. Logo, sempre haverd um
ramo satisfativel em ©, o qual é um conjunto saturado para baixo.

Portanto, I' ¥ ¢ [
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