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Métodos de Euler aperfeicoado e modificado para
solucao de equacoes diferenciais ordinarias

Improved and modified Euler methods for the resolution of
ordinary differential equations

Resumo

Diversos fendmenos da natureza, envolvidos nas mais diversas
areas, como fisica, quimica ou engenharia, sio modelados por
equagoes diferenciais ordindrias. Embora a classe de equagdes
diferenciais seja muito abrangente e estudada, a solugdo exata de
grande parte dessas equagdes, muitas vezes € dificil de ser encon-
trada, pois os métodos analiticos de solu¢do ndo sdo compativeis
com as caracteristicas da equacdo. Devido a isso, o estudo de mé-
todos numéricos foi impulsionado, ja que desenvolvem uma fun-
cdo bastante importante: gerar solugdes numéricas que se apro-
ximem razoavelmente da solucdo analitica do problema. Nesse
contexto, este trabalho consiste na implementacao de dois méto-
dos numéricos para a solucdo de um problema de valor inicial,
cuja simula¢do numérica € executada no software MatLab, com o
objetivo de estudar, comparar e analisar os resultados obtidos em
relacdo a solucdes analiticas presentes na literatura.
Palavras-chave: Métodos numéricos. Equagdes diferenciais or-
dinérias. Método de Euler aperfeicoado. Método de Euler modi-
ficado.

Abstract

Several phenomena of nature, involved in several areas, such as
physics, chemistry or engineering, are modeled by ordinary dif-
ferential equations. Although the class of differential equations
is very comprehensive and studied, the exact solution of most of
these equations, it is often difficult to find, because the analytical
methods of solution are not compatible with the equation charac-
teristics. Because of this, the numerical methods study have been
boosted to develop a very important function: generating numeri-
cal solutions which fairly approximate the analytic solution of the
problem. In this context, this work consists in the implementation
of two numerical methods for solving an initial value problem
whose numerical simulation is performed in MatLab software, in
order to study, compare and analyze the results obtained in rela-
tion to the analytical solutions present in the literature.
Keywords: Numerical methods. Ordinary differential equations.
Improved Euler’s method. Modified Euler’s method.



1 Introducao

Como todas as dreas da matematica aplicada, o principal objetivo das equacdes diferenciais é
o de modelar matematicamente eventos da natureza nas mais diversas dreas de aplicacdo conforme
descrito em [1]. Embora as equacdes diferenciais constituam uma classe de equacdes de grande
visibilidade, onde desenvolvem-se vérios estudos, principalmente por ser a base das modelagens de
inimeros problemas que se tem interesse em resolver, até o presente momento existem equacdes que
ndo permitem serem resolvidas por meio de métodos exatos. Justamente por isso, diversos problemas
dentro da drea das ci€ncias e engenharias, por exemplo, s6 admitem solucdes aproximadas, e sdo
justamente os métodos numéricos que fornecem essas aproximagdes.

A necessidade de se resolver problemas cujas modelagens resistiam as técnicas analiticas impul-
sionou o estudo e aplicacdo de técnicas numéricas capazes de calcular solu¢des que substituem a
solugdo analitica, pois tratam-se de aproximagdes extremamente eficientes.

De outro ponto de vista, observa-se que dentre todas as abordagens possiveis para solucionar um
problema matematico, a computacional geralmente é a que fornece maiores vantagens em varios as-
pectos, sendo a mais apropriada. A principio, sdo trés tipos de abordagem: a analitica, a experimental
e, como dito anteriomente, a computacional.

E fato que a obtengdo da solugdo exata de um problema é algo muito interessante, mas em alguns
casos, ndo € possivel. Primeiro porque a grande maioria dos problemas modelados por equacdes di-
ferenciais ndo permitem o uso de técnicas analiticas de solucdo. Geralmente deve-se realizar algumas
simplicacdes na equagdo modelo do problema para que isso se torne possivel. E suponha-se entdo
que isso seja feito. A grande questdo agora estard em garantir que o problema continua bem repre-
sentado por esta nova equagdo modificada. Se ndo pode garantir isso, de nada adianta a precisdo dos
resultados, pois eles ndo estardo associados a situacdo do problema para o qual busca-se a solugio.

Quando trata-se da abordagem experimental, tem-se a garantia de que aquele resultado € repre-
sentativo do problema e compativel com os objetivos a principio. A desvantagem estd na demora
da obtencao desses resultados, que em alguns casos necessitam de processos extremamente longos e
complexos para serem colhidos. Além disso € preciso o uso de equipamentos e uma estrutura fisica
que comporte o experimento, 0 que consequentemente gera um custo econdmico altamente elevado.

Mas se tratando da abordagem computacional, sabe-se que apesar de ndo estar lidando com solu-
¢oOes exatas, esta ainda é a melhor op¢ao. Essa abordagem nao impde limitagdes de ordem dimensio-
nal, fisica e espacial.

Essa abordagem computacional € realizada justamente através das técnicas numéricas de solucao.
Consiste simplesmente em transformar um problema continuo em discreto a fim de que o computador
seja capaz de calcular a solugdo.

Em contrapartida, detalhes importantes a serem verificados estdo relacionados a convergéncia,
consisténcia e estabilidade, que garantem a integridade da solucdo. E preciso que haja um controle
da propagacdo do erro, isto é, que a estabilidade esteja garantida. Caso contrério, se o sistema de
equagoes diferenciais ordindrias nao for estrututuralmente estavel, isso pode gerar um acimulo de er-
ros que interfere e prejudica totalmente a solucdo numérica final. A estabilidade aliada a consisténcia
implica em um método convergente, cujos resultados obtidos serdo fiéis ao problema, embora ndo
sejam exatos.

No caso das equacdes diferenciais ordindrias, hd diversos métodos destinados a obtencao de apro-
ximagoes. Obviamente, alguns métodos sdo mais eficientes do que outros, em contrapartida alguns
provocam gastos computacionais maiores e assim por diante. A escolha do método mais adequado
dependerd sempre do tipo de resultado esperado para o problema em questao.
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Neste trabalho serdo testados os métodos de Euler aperfeicoado e modificado para um problema
de valor inicial, em que os resultados numéricos obtidos serdo comparados com a solucdo exata da
literatura.

2 Formulaciao Matematica

Uma equacdo diferencial ordindria € um problema de evolu¢do, onde uma tnica varidvel depen-
dente aparece em fun¢do de uma varidvel independente.

Resolver uma equagdo diferencial consiste em determinar y = y(x) de tal maneira que y seja
diferencidvel e além disso y'(x) = f(x,y(x)), com x € [a,b]. Quando associa-se uma condi¢do inicial
a equacdo diferencial, entdo constitui-se um problema de valor inicial.

Em um problema de valor inicial (PVI) a condicao inicial é propagada para o interior do dominio
através da propria equacgdo diferencial. Problemas desse tipo, de ordem n, podem ser representados
pelo seguinte sistema:

y(a) = (1)
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Neste trabalho, o problema proposto envolve um problema de valor inicial de primeira ordem.
Esse PVI pode ser dado da seguinte forma:

{ y = f(x,y) 5)

y(a)=a

onde y € a varidvel dependente em funcdo da varidvel independente x.

3 Formulacio Numérica

O primeiro passo de qualquer método dedicado a solucao numérica de equagdes € discretizar a
regido onde procura-se a soluc¢do de acordo com [2]. Essa necessidade vem do fato de que o compu-
tador precisa calcular a solu¢c@o aproximada em determinados pontos e estes pontos sdo selecionados
a partir do processo de discretizagdo do dominio que a principio € continuo, passando a ser discreto,
isto €, agora possui uma quantidade finita de pontos em que o computador calculard a solu¢do. Para
isso, deve-se definir uma malha, dividindo o intervalo [a,b] em N subintervalos de comprimento 4,
sendo portanto:

h= , (6)

também conhecido por espagcamento ou passo da malha.

h

L o

1 |
' 1
a=xy -~ Xi-1 Xi Xijy1 -+ b=2xy

Figura 1: Malha unidimensional de passo h.

3.1 Método de Runge-Kutta de Ordem 2

O método de Runge-Kutta pode ser entendido como um aperfeicoamento do método de Euler, pois
trabalha com uma melhor estimativa para a derivada da funcdo. No método de Euler, a estimativa do
valor de y, 1 € realizada com o valor de y, e com a derivada no ponto x,,. No método de Runge-Kutta,
a busca por uma uma melhor estimativa da derivada, implica na avaliagdo da funcdo em um nimero
maior de pontos do intervalo [x,, x,+1]. Um método de Runge-Kutta de ordem R possui erro de ordem
O(hR+1) e é definido por:

Yn+1 _yn:h¢(xn7yn;h>7 (7)

onde:
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R
¢<X,y,]’l) = Zcrkr
r=1
ki = f(x,y)
r—1
ke=f(x+ahy+h Y buk): r=23,..R ®)
s=1
r—1
ar = brs; r:2,3,...,R
\ s=1

A partir daf a obten¢do dos métodos de Runge-Kutta ocorre através da determinacdo das constan-
tes ¢y, ar € byg. Todo desenvolvimento ocorre a partir da comparagdo da expancdo da func¢do ¢ em
poténcias de s, com a fun¢@o ¢ do método de Taylor, que nada mais € do que:

ho, pla—1) )
¢T(-x7y7h) :f(xay)—f—gf (x,y)++ q‘ f(q_ )(xay) (9)

Para obter o método de Runge-Kutta de dois estagios, deve-se tomar R = 2, dessa forma o sistema
(8) tranforma-se em:

O (x,y,h) = crki + c2ky

kl - f('x7y) (10)
ky = f(x+azxh,y+ hbyiky)
az = by

Ao substituir os valores de by; e ki em kp, essa constante passa a ser representada da seguinte
forma:
ky = f(x+axh,y+hay f). (11)

Expandindo k; em série de Taylor em torno de (X,y), e depois realizando algumas substituicdes
necessdrias determina-se o valor de ¢:

(azh)? 3
¢ (x,y,h) = (c1+c2) f+ craahF + o G+ 0(h’), (12)
sendo
F=fitfif e G=fut2ffo+finf> (13)

A equagdo acima deverd ser comparada com a funcdo ¢r(x,y,h), considerando g = 3:

2
¢r(x,y,h) =f+gF+ }31—![G+fyG] +0(h). (14)

A partir da comparacgdo das equagdes (12) e (14), pode-se determinar métodos de Runge-Kutta de
ordem 2. Isso ocorre resolvendo o sistema resultante dessa comparagao:
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ciki +crkp =1
1 (15)

202 =7

Como o sistema possui duas equagdes e trés incognitas, portanto existem infinitas solucdes e cada
uma delas corresponde a um método de Runge-Kutta, sendo dois deles sdo mais utilizados e mais
populares.

O método de Euler modificado é obtido atribuindo o valor nulo para a constante c;. Dessa forma
obtétm-secpy =leay = % e portanto a equacdo do método é dada por:

Ynt1 = Yn+ hka, (16)
onde:

1 1
ki=flnyn) e ko= flu+ghont shk). (a7)

O método de Euler aperfeicoado é obtido tomando c; = % Dessa forma obtém-se ¢, = % ea=1
e portanto a equagao do método € dada por:

h
Yn+1 :yn+§(k1+k2)7 (18)

onde:

ki = f(xn,yn) € ko= f(xn+h,yn+hk). (19)

4 Resultados Numéricos

Para andlise e comparagdo dos resultados provenientes de simula¢des numéricas envolvendo os
métodos ja citados, serd utilizada uma equacao diferencial ordindria sujeita a seguinte condi¢ao ini-
cial, conforme [4]:

,  xet—xy—2y
g x, (20)
1)=-
)=

Esse problema de valor inicial serd discretizado no intervalo [1, 3] com espacamento % equivalente
a 0,1, isto é, serdo tomados 20 subintervalos do dominio.
A solucdo analitica é dada por:

1 1 1
y(x) = Eex - ZcexﬂL 4_x2€x7 (21)

para todo x interior ao intervalo [a, b].
A simulacdo foi executada no software MatLab, e os resultados numéricos estio representados na
Figura 2, onde consta também a curva da solucdo analitica.
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—#— Solucdo Analitica ﬁ
—&— Euler Aperfeicoado
—&— Euler Modificado

Resultados

U 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3
Dominio

Figura 2: Comparagéo entre as solugdes numéricas e analitica.

Nota-se que ambos os métodos aproximaram bem a solucdo do problema, pois as curvas estao
bastante proximas. Isso indica que os métodos convergiram para a solucdo da equacdo diferencial
ordindria dentro do intervalo escolhido.

A fim de verificar com maior detalhe qual dos métodos foi mais eficiente para o problema desen-
volvido, segue uma ampliacao da Figura 2.

Com essa ampliacdo verifica-se que o método de Euler aperfei¢coado foi ainda mais preciso que o
método de Euler modificado, embora ambos tenham desempenhado muito bem a fun¢do de aproximar
a solugdo do problema.

28 T T T T T T T T T
2751 —#— Solucdo Analitica
’ —=— Euler Aperfeicoado
—+H&— Euler Modificado
27

2.65

26

Resultados

2.55

25

2451

1 1 1 1 1 1 1 1 1
205 206 207 208 209 21 211 212 213 214 215
Dominio

Figura 3: Ampliagio da Figura 2.

A seguir encontra-se a representacdo do erro obtido na simulagdo dos métodos. Nesse caso é
possivel analisar qual método foi mais eficiente em todo intervalo, e as curvas permitem uma maior
compreensdo do quao melhor foi um método em comparacao ao outro.

Percebe-se que o método de Euler aperfeicoado produziu um erro menor que o método de Euler
modificado. Além disso, a medida que percorre-se o intervalo o erro de ambos os métodos tende a
aumentar e a diferenca entre as curvas também aumenta. Em suma, isso mostra que o erro do método
de Euler modificado tem uma taxa de crescimento maior que o erro do outro método.
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—#— Euler Aperfeicoado
—#— Euler Modificado

Erro
=
[ =]
[=5]
T
1

0 1 1 1 1 1 1
1 12 14 1.6 1.8 2 22 24 26 28 3

Daminio

Figura 4: Erro global dos métodos numéricos.

5 Conclusao

Neste trabalho os métodos de Euler aperfeicoado e modificado foram testados para um problema de
valor inicial, em que os resultados numéricos obtidos foram comparados com a solu¢do analitica.

Observa-se nos resultados que a aproximacao de ambos os métodos € satisfatéria, porém nao €
suficiente para identificar qual deles tem melhor desempenho. Esta andlise € possivel com a Figura
3, onde fica evidente que o método de Euler aperfeicoado se sobressai em comparacdo ao Euler
modificado. Essa verificag@o € ainda mais reforcada observando a Figura 4.

Em andlise geral, ambos os métodos sdo eficientes na obten¢do da solu¢do numérica do problema.
Todavia, os resultados numéricos obtidos sdao préximos entre si. Isto ocorre pois os métodos sao

obtidos do método de Runge-Kutta de ordem 2, isto é, ambos possuem erro de truncamento de ordem
3.
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