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Comparagéo entre métodos numeéricos compu-
tacionais na solucéo de um problema de valor
inicial
Comparison of computational humerical methods in an initial

value problem solution

Resumo

Equacdes diferenciais ordinarias (EDO) ocorrem com muita frequéncia
na descricdo de fendmenos da natureza. Ha varios métodos que resol-
vem analiticamente uma EDO, entretanto nem sempre é possivel obter
essa solucdo. Neste caso, os métodos numéricos sdo utilizados para se
encontrar uma solucdo aproximada. Neste trabalho discute-se o desen-
volvimento e a utilizacdo de dois métodos numéricos para resolucdo de
EDQO’s. Para isso, concentra-se, principalmente, em problemas de valor
inicial para equagOes de primeira ordem. Neste contexto, trata-se da
comparacdo de dois métodos numéricos computacionais, utilizados
para aproximar equacdes diferenciais ordinarias, dado um problema de
valor inicial (PVI) e a referente solu¢do analitica da equagdo. O pri-
meiro método utilizado é o Taylor de ordem 2 e 0 segundo é o Runge-
Kutta de ordem 3. O principal objetivo é implementar os dois métodos
numericos no software MatLab e analisar se eles aproximam-se da so-
lucdo exata. Com os resultados obtidos, deve-se concluir qual dos dois
métodos é mais eficaz para esse tipo de problema.

Palavras-chave: Métodos Numéricos. Equagdes Diferenciais Ordina-
rias. Método de Taylor. Método de Runge-Kutta.

Abstract

Ordinary differential equations (ODE) occur very often in the descrip-
tion of nature phenomena. There are several methods that analytically
solving an ODE, however it is not always possible to obtain this solu-
tion. In this case, numerical methods are used to find an approximate
solution. In this paper discusses the development and the use of two
numerical methods for ODE's resolution. For this we will concentrate
primarily in initial value problems for first order equations. In this con-
text, we will treat the comparison of two computational numerical me-
thods used to approximate ordinary differential equations, given an ini-
tial value problem (IVP) and the related analytical solution of the equa-
tion. The first method is the 2nd order Taylor and the second is 3rd
order Runge-Kutta. The main objective is to implement the two nume-
rical methods in MatLab software and analyze if they approach of the
exact solution. With the results obtained, must conclude which of the
two methods is more effective for this type of problem.

Keywords: Numerical Methods. Ordinary Differential Equations. Tay-
lor Method. Runge-Kutta Method.



1 Introducéo

Muitos problemas significativos e importantes da engenharia e das ciéncias, quando formu-
lados matematicamente, requerem a determinacdo de uma funcdo que satisfaga uma equacéo
contendo derivadas da funcdo incognita. Tais equacdes sdo denominadas equacdes diferenciais.
Equacdes diferenciais séo classificadas de acordo com o tipo, a ordem e a linearidade. Neste
trabalho, o interesse esta em resolver um problema de valor inicial, que é composto por uma
equacdo diferencial e por condic¢Ges adicionais prescritas em um Unico ponto. Além disso, es-
tuda-se métodos numéricos para problemas de valor inicial para equac6es diferenciais ordina-
rias.

Os métodos numeéricos consistem em uma ferramenta que auxilia na obtencéo de solugdes
numéricas, em geral aproximadas, de diversos problemas que encontram-se no mundo real.
Como a utilizacdo de computadores de baixo custo com uma alta capacidade de processamento,
muitas das atividades da ciéncia tém feito uso cada vez mais intensivo dos métodos computa-
cionais na resolucdo de problemas reais, para os quais as solu¢cdes manuais sdo impraticaveis,
imprecisas, ou ainda, sdo muito custosas em relacdo ao tempo de execucdo. Em situacdes da
vida real, tem-se a necessidade constante de encontrar solu¢bes matematicas para problemas
que sdo modelados por equacgdes diferenciais ordinarias, uma vez que esse tipo de equacao
ocorre com muita frequéncia na explicacdo de fenbmenos da natureza. No presente trabalho
serdo utilizadas equagdes diferenciais ordinarias de primeira ordem. Esse tipo de equacéo con-
tém derivadas ordinarias de uma ou mais variaveis dependentes, com relacdo a uma Unica va-
ridvel independente, e pode ser descrita na forma y’ = f(x,y), onde f € uma funcéo real dada,
de duas variaveis reais x e y, e y € uma funcdo incognita da variavel independente x.

O principal objetivo do trabalho é obter a resolucdo de problemas envolvendo equacgdes
diferenciais ordinarias, dado um problema de valor inicial e a referente solucdo analitica da
equacdo, através do método de Taylor de ordem 2 e do método de Runge-Kutta de ordem 3. A
implementacao do algoritmo sera atraves do sofware MatLab, em que uma pequena andlise do
erro, comparacgdes entre 0s métodos numeéricos e a solucdo analitica, conhecida da literatura,
serdo realizadas.

2 Formulacdo matematica

Um problema de valor inicial € um problema de evolucédo, no qual a informacao inicial é
propagada para o interior do dominio. A principal razao para se introduzir métodos numéricos
para aproximar solugdes de problemas de valor inicial (PVI) ¢é a dificuldade de se encontrar,
analiticamente, as solucdes da equacdo. Em muitos casos, a teoria garante a existéncia e unici-
dade de solucéo, mas néo se sabe qual é a expressdo analitica desta solucdo. A solucédo analitica
de uma EDO de primeira ordem é uma expressdo matematica da fungdo y(x) que satisfaz a
equacdo diferencial e inclui o valor y(x;) = y,. Uma vez conhecida a funcdo y(x), pode-se
calcular o seu valor em qualquer x. Existem técnicas relativamente simples que se aplicam a
solucdo de EDO's de primeira ordem, mas, em muitas situacdes, ndo é possivel obter uma so-
lucdo analitica. Dai 0 uso de métodos numeéricos, capazes de se obter uma solugdo aproximada
da solucéo analitica.

Os métodos estudados aqui se baseiam em

dado o PVI: {3;(; ’)c(fyy) 1)
o) — 0

BERLANDI, L. B.; BRANDI, A. C. Comparagao entre métodos numéricos computacionais na solugdo de um problema de valor inicial. C.Q.D. — Revista Eletro-
nica Paulista de Matematica, Bauru, v. 7, p. 4-11, dez. 2016. Edicdo ERMAC.
DOI: 10.21167/cqdvol7ermac201623169664Ibbacb0411 - Disponivel em: http://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/



constréi-se x4, x,, ..., X, que serdo igualmente espacados, ou seja: x;,.;, —x; = h, i =0,1, ..., e
calcula-se as aproximacges y; = y(x;) nestes pontos. A equacgdo (1) é uma EDO de primeira
ordem com condigdo inicial y(x,) = y,, onde f: R> - R é uma fung¢do continua e y, é o valor
inicial no ponto x,.

3 Formulacédo numérica

Na abordagem numérica, métodos numéricos sao utilizados para aproximar solucgdes de pro-
blemas de valor inicial de equacdes diferenciais de primeira ordem. Os procedimentos numeri-
cos podem ser executados, em computadores e, também, em algumas calculadoras. Idealmente,
os valores aproximados da solucdo serdo acompanhados de cotas para 0s erros que garantem
um nivel de precisdo para aproximagdes. Existem muitos métodos, hoje em dia, que produzem
aproximacdes numeéricas de solucdes de equacdes diferenciais.

A obtencdo de uma solucdo numérica para um problema fisico por meio da aplicacdo de
métodos numéricos nem sempre fornece valores que se encaixem dentro de limites razoaveis.
Esta afirmacdo é verdadeira mesmo quando se aplica um método adequado e os célculos séo
efetuados de uma maneira correta. Esta diferenca é chamada de erro e é inerente ao processo.

Chama-se solugdo numérica o procedimento empregado no célculo de uma estimativa para
a solucdo associada a um conjunto de pontos discretos. O processo de solucdo € incremental, o
que significa que ele é determinado em passos. Ele comeca no ponto no qual o valor inicial é
fornecido. Em seguida, usando a solucdo conhecida no primeiro ponto, determina-se uma solu-
¢cdo em um segundo ponto proximo. Depois, obtém-se uma solugdo em um terceiro ponto, e
assim por diante.

Héa procedimentos que envolvem uma abordagem de passo simples e outros que consideram
uma abordagem multipasso. Na abordagem de passo simples, a solu¢éo no ponto seguinte, x;., 4,
é calculada a partir da solucdo conhecida no ponto atual, x;. Na abordagem multipasso, a solu-
cdo em x;,, € calculada a partir das solu¢des conhecidas em varios pontos anteriores. Neste
trabalho utilizou-se a abordagem de passo simples. Para resolver uma EDO de forma numérica,
0 problema proposto deve incluir, além da equacdo, o dominio da solugdo. Nos métodos utili-
zados deve-se definir o nimero de pontos do intervalo [a, b], chamado de N. O espacamento h
é definido a partir do intervalo [a, b] e a partir de N, sendo h = (b — a)/N, N # 0. Quando se
tem h e os extremos do intervalo, N = (b — a)/h, h # 0.

O processo de discretizagdo consiste em resolver numericamente uma equagéo diferencial
calculando aproximacdes para a funcdo y = y(x) em pontos discretos x, x4, x5, ..., X, do in-
tervalo de discretizacdo [a, b]. Para discretizar o intervalo [a, b] considera-se N subintervalos,
N > 1efaz-se x, =xy,+nh, n=0,1,2,..,N,comx, =aex, =b,sendo h = b;}—a.

Conhecendo y(x) num ponto inicial dado y(x,) = y,, calcula-se passo & passo, nos pontos
X, =Xy + 1h, x, = xo + 2h, x3 = xy + 3h, ... ,x,, = x, + nh, as solugdes aproximadas y,,
para a solucdo exata y(x,,), n =0,1,2, ..., N.

O erro local, cometido nas aproximacdes em cada ponto, é a diferenca entre o valor exato da
equacdo diferencial e o valor numérico aproximado em cada um dos pontos do intervalo [a, b],
isto e,

e(xn) = y(xn) — Y, n=1,2,..,N.
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A descricao dos dois métodos utilizados na comparacao numeérica segue abaixo.

3.1 Método de Taylor de Ordem 2

Considerando o PVI (1), tem-se que a funcéo f pode ser linear ou ndo, mas admite-se que
f seja continua e suficientemente derivavel em relacdo a x e a y, ou seja, sua derivada existe
em cada ponto do seu dominio. Seja y(x) a solucdo exata de (1). A expansdo em série de Taylor
para y(x, + h) em torno do ponto x,,, € dada por:

h h?
Y(xn + h) = y(xn) + hy’(xn) + Ey”(xn) + o+ pr(xn)
p+1
+ m)’p“(fn), (2)

onde h =x — x,, x, <&, <x, + heoltimo termo da equacgdo é o erro de truncamento lo-
cal.

As derivadas na expansdo (2) nao sao conhecidas explicitamente, uma vez que a solucdo
exata ndo é conhecida. Contudo, se f é suficientemente derivavel, elas podem ser obtidas con-
siderando-se a derivada total de y' = f(x,y) com respeito a x, sabendo que f é uma fungéo
implicita de y. Dessa forma, pode-se expressar qualquer derivada de y em termos de f(x,y) e
de suas derivadas parciais. E claro que, a menos que f(x, y) seja uma fungio muito simples, as
derivadas totais de ordem mais elevada tornam-se cada vez mais complexas. Por razdes praticas
deve-se, entdo, limitar o numero de termos na expansao (2).

Truncando o desenvolvimento da série de Taylor em p = 2, € fornecido o seguinte método:

hZ
Yn+1 = Yn + hyn + 7%&’, 3)

onde

Yo = f(xn: Vn)

. _Of of .
Yn = a (xn' yn) + @ (xn: yn)yn

o0 qual é conhecido como método de Taylor de ordem 2.

Conforme dito acima, derivadas de ordem mais elevada podem ficar cada vez mais compli-
cadas de serem resolvidas e os métodos de Taylor de ordem mais elevada (p = 2) possuem a
grande inconveniéncia de necessitar do calculo das derivadas. Para evitar as derivacfes de f
recorre-se normalmente aos chamados métodos de Runge-Kutta. Portanto, pode-se afirmar que
0s métodos de Runge-Kutta foram desenvolvidos com o objetivo de produzirem resultados com
a mesma precisdo que os obtidos pelos métodos de Taylor, mas evitando o célculo das deriva-
das, que muitas vezes sdo complicadas de serem calculadas.
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3.2 Método de Runge-Kutta de Ordem 3
Segundo Barroso (1987), os métodos de Runge-Kutta de ordens mais elevadas sdo obtidos

através de um sistema de equacdes para obter aproximacdes para as derivadas em varios pontos.
O método de Runge-Kutta de ordem 3 é dado por:

h
Yn+1 =Yn T+ (g) (2ky + 3k, + 4k3), (4)
onde

ki = fCn v,
= e B Q)
o= o Qo+ o)

4 Resultados numéricos

No presente trabalho um problema de valor inicial foi considerado e resolvido pelos méto-
dos de Taylor de ordem 2 e Runge-Kutta de ordem 4.

4.1 Problema
Considerando o PVI abaixo,

. sen(x) + sec(x)
"~ cot(x) +csc(x), x€[0515], h=0.1
y(0.5) =1

sendo a solucéo analitica dada por:
y(x) =x —sen(x) +21In (cos (E)) — In(cos(x)) + 0.912003.

Ao implementar a solucdo analitica e os métodos de Taylor de ordem 2 e Runge-Kutta de
ordem 3 através do software MatLab, levando em consideracdo os dados do problema que é
fornecido, obtém-se como resultado as Figuras 1 e 2.

A Figura 1 representa a comparacdo numérica entre os dois métodos aqui abordados e a
solucdo analitica ja conhecida, para que dessa forma seja verificado se os métodos realmente
apresentam eficacia, com solucéo proxima a analitica. Como pode-se notar, ndo € possivel con-
cluir apenas observando a Figura 1 qual método numérico melhor se aproxima da solugéo exata
do problema no intervalo de x = 0.5 a x = 1.3, aproximadamente. Ap6s x = 1.3, é evidente
que o método que melhor se aproxima da solucao analitica é o método de Runge-Kutta de ordem
3. Essa afirmacdo é concluida quando se observa a Figura 2, que indica um erro numérico muito
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pequeno quanto ao método de Runge-Kutta de ordem 3. O método de Taylor de ordem 2 apre-
senta um erro também considerado pequeno, porém ndo tanto quanto o método de Runge-Kutta
de ordem 3.

3.5 T T T T T T
—i— Solugdo Exata
Taylor p=2
3 Runge Kutta p=3 7
w
(=]
=
= i
=
w
[ak]
i
U_E 1 | | 1 | | 1 | |
05 086 oy 08 09 1 1.1 1.2 1.3 14 1.4
Dominio
Figura 1: Comparagdo entre as solu¢des numéricas e a analitica.
U.1 T T T T T
Erra Taylor p=2
—#— Erro Runge Kutta p=3
0.08
= 0.06
L]
3
2
w004
0.02
0
05 06 oy 08 09 1 1.1 1.2 1.3 14 1.4

Dominio
Figura 2: Erro global dos métodos numéricos.
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De acordo com o problema apresentado, nota-se que o método de Runge-Kutta de ordem 3
é mais eficaz do que o método de Taylor de ordem 2 para esse tipo de problema, o que era
esperado, pois 0 método de Runge-Kutta € um método de terceira ordem e 0 método de Taylor
€ um método de segunda ordem, sabendo-se que quanto maior a ordem do método, mais apro-
ximada é a solucdo numérica. Os resultados da implementacéo do algoritmo podem ser obser-
vados através da Tabela 1.

Tabela 1 - Resultados da implementacéo do problema em quest&o.

Solugdo Analitica | Taylorp = 2 Runge-Kutta Erro Taylor Erro Runge-

de Ordem 3 p=2 Kutta de Or-
dem 3
1.0000 1.0000 1.0000 0.0000 0.0000
1.0479 1.0467 1.0479 0.0013 0.0000
1.1108 1.1079 1.1108 0.0029 0.0000
1.1916 1.1865 1.1916 0.0050 0.0000
1.2944 1.2865 1.2944 0.0079 0.0000
1.4250 1.4132 1.4250 0.0118 0.0000
1.5922 1.5748 1.5922 0.0175 0.0001
1.8112 1.7849 1.8110 0.0262 0.0001
2.1110 2.0693 2.1107 0.0417 0.0003
2.5625 2.4860 2.5613 0.0765 0.0012
3.4385 3.2168 3.4266 0.2216 0.0118

5 Conclusdo

Neste trabalho foram testados métodos numéricos para a aproximagao de um problema de
valor inicial, comparando-se os resultados obtidos com a solugdo analitica conhecida.

Para obter resultados coerentes e precisos quando utiliza-se métodos numéricos
computacionais € necessario implementar o problema corretamente. O problema implementado
no software MatLab teve como objetivo mostrar graficamente as solucdes através dos métodos
de Taylor de ordem 2 e Runge-Kutta de ordem 3. Ao analisar os resultados obtidos percebe-se
que o método mais eficaz para tal equacdo diferencial foi o método de Runge-Kutta de ordem
3, uma vez que esteve mais proximo da solucdo analitica, apresentando um erro que pode ser
considerado desprezivel, devido o resultado ser bem proximo ao da solucao exata da equacao.
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