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Resumo

Na Análise de Fourier os principais elementos são funções definidas por inte-
grais, como os coeficientes da Série de Fourier, ou, principalmente, a função da
Transformada de Fourier. Assim, as funções representadas por integrais, ou inte-
grais dependendo de um parâmetro tem grande importância nesse tipo de estudo.
Neste trabalho, pretendemos estabelecer alguns resultados com respeito a continui-
dade, diferenciabilidade e integrabilidade de funções definidas por integrais, baseado
na referência [1].

Palavras Chave: Análise de Fourier, funções representadas por integrais, integrais
dependendo de um parâmetro

Introdução

Esse tópico tem grande importância, mas, muitas vezes, é deixado de lado nos
cursos de Cálculo e, até mesmo, em alguns cursos introdutórios à Análise: funções
representadas por integrais ou, numa nomenclatura antiga, integrais dependendo de
um parâmetro. Um exemplo desse tipo de função é a transformada de Fourier de
uma função f :

F (ξ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−ixξf(x)dx.

Nosso objetivo principal será discutir as propriedades de continuidade, diferen-
ciabilidade e integrabilidade de uma função mais geral dada por:

Φ(x) =

∫ ∞
−∞

f(x, y)dy, (0.0.1)

onde f : I×R→ R é uma função que satisfaz certas condições, que serão explicitadas
nos resultados descritos neste texto, e I pode ser um intervalo limitado ou não de
R.
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1 Integrais definidas

Para estudarmos funções do tipo de (0.0.1), devemos, primeiramente, estudar algo
mais simples, que são as funções representadas por integrais definidas:

ϕ(x) =

∫ b

a
f(x, y)dy, (1.0.2)

onde f : I × [a, b]→ R é uma função e I é um intervalo limitado ou não de R. Note
que se f for uma função cont́ınua, então ϕ está bem definida.

Proposição 1 Se f : I × [a, b] → R é uma função cont́ınua, então ϕ : I → R,
definida em (1.0.2), é uma função cont́ınua.

Demonstração: Seja x0 ∈ I qualquer. Queremos mostrar que dado ε > 0, existe
δ > 0 tal que, para |h| < δ, temos:

|ϕ(x0 + h)− ϕ(x0)| < ε.

Para tanto, fixamos α > 0 e consideramos a restrição de f no retângulo R dado
por [x0 − α, x0 + α] × [a, b], que é uniformemente cont́ınua (já que é uma função
cont́ınua definida num compacto). Assim, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que para
(x, y), (x′, y′) ∈ R:{

|x− x′| < δ

|y − y′| < δ
⇒ |f(x, y)− f(x′, y′)| < ε

b− a
.

Dáı,

|ϕ(x0 + h)− ϕ(x0)| ≤
∫ b

a
|f(x+ h, y)− f(x, y)|dy <

∫ b

a

ε

b− a
dy = ε,

desde que |h| < δ.

Definição 2 Dizemos que uma função f : I → R é uma função L1, quando for
integrável e absolutamente integrável.

Corolário 3 Seja f : I × [a, b] → R uma função dada por f(x, y) = g(x, y)k(y),
onde g : I × [a, b] → R é uma função cont́ınua e k : [a, b] → R é uma função L1,
então ϕ é uma função continua.

Demonstração: Dado ε > 0, a continuidade da restrição de g no conjunto
R = [x0−α, x0 +α]× [a, b], para algum α > 0 fixado, implica na existência de δ > 0
tal que para (x, y), (x′, y′) ∈ R tem-se:

|g(x, y)− g(x′, y′)| < ε

[∫ b

a
|k(y)|dy

]−1
,

então, para |h| < δ:

|ϕ(x0 + h)− ϕ(x0)| ≤
∫ b

a
|g(x, y)− g(x′, y′)||k(y)|dy < ε.

Proposição 4 Seja f : I × [a, b] → R uma função cont́ınua, possuindo derivada
parcial fx : I × [a, b]→ R também cont́ınua. Então ϕ : I → R é derivável e vale:

ϕ′(x) =

∫ b

a
fx(x, y)dy.
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Demonstração: Como ϕ define uma função cont́ınua, basta mostrar que, dado
ε > 0, existe δ > 0 tal que para |h| < δ :∣∣∣∣ϕ(x+ h)− ϕ(x)

h
−
∫ b

a
fx(x, y)dy

∣∣∣∣ < ε

ou, equivalentemente,∣∣∣∣∫ b

a

[
f(x+ h, y)− f(x, y)

h
− fx(x, y)

]
dy

∣∣∣∣ < ε.

De fato, dado ε > 0, a continuidade de fx garante a existência de δ > 0 tal que
para |h| < δ:

|fx(x+ h, y)− fx(x, y)| < ε

b− a
. (1.0.3)

Além disso, do Teorema do Valor Médio, existe θy ∈ [0, 1], tal que:

f(x+ h, y)− f(x, y) = fx(x+ hθy, y)h. (1.0.4)

Portanto, segue de (1.0.3) e (1.0.4) que, para |h| < δ:

∣∣∣∣∫ b

a

[
f(x+ h, y)− f(x, y)

h
− fx(x, y)

]
dy

∣∣∣∣ ≤∫ b

a

∣∣∣∣f(x+ h, y)− f(x, y)

h
− fx(x, y)

∣∣∣∣ dy =

∫ b

a
|fx(x+hθy, y)−fx(x, y)|dy < ε.

O próximo Corolário, segue diretamente da proposição anterior.

Corolário 5 Seja f : I × [a, b] → R uma função dada por f(x, y) = g(x, y)k(y),
onde g : I×[a, b]→ R é uma função cont́ınua com derivada parcial gx : I×[a, b]→ R
cont́ınua e k : [a, b]→ R é uma função L1, então ϕ é uma função derivável e vale:

ϕ′(x) =

∫ b

a
fx(x, y) dy.

Proposição 6 Sejam g : [c, d] × [a, b] → R uma função cont́ınua e k : [a, b] → R
uma função L1, então∫ d

c

∫ b

a
g(x, y)k(y) dy dx =

∫ b

a

∫ d

c
g(x, y)k(y) dx dy.

Demonstração: Primeiramente, defina F : [c, d]× [a, b]→ R por

F (x, y) =

∫ x

c
g(ξ, y) dξ

e G : [c, d]→ R por:

G(x) =

∫ b

a
F (x, y)k(y) dy.

Observe que:

G(c) = 0 e G(d) =

∫ b

a

∫ d

c
g(x, y)k(y) dx dy.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, F é cont́ınua e Fx(x, y) = g(x, y), logo
cont́ınua também. Assim, segue do Corolário 5 que:

G′(x) =

∫ b

a
Fx(x, y)k(y)dy =

∫ b

a
g(x, y)k(y)dy.

Por fim, integrando a expressão acima de c até d, conclúımos que:∫ b

a

∫ d

c
g(x, y)k(y) dx dy = G(d)−G(c) =

∫ d

c

∫ b

a
g(x, y)k(y) dy dx.
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2 Funções definidas por integrais impróprias

Agora que o caso mais simples foi estudado, podemos seguir com um tipo um pouco
mais complexo dado por:

ψ(x) =

∫ ∞
a

f(x, y) dy, (2.0.5)

onde f : I × [a,+∞) → R é uma função satisfazendo algumas hipóteses a serem
definidas e I pode ser um intervalo limitado ou não de R. Para que ψ esteja
bem definida basta que f seja integrável. Entretanto, como nem tudo são flores,
nem a condição de continuidade dessa função será suficiente para que possamos ter
resultados análogos aos já demonstrados. Por exemplo:

Considere a função f(x, y) = sen2(x)e−ysen2(x) que é integrável em [0,+∞),
para cada x real fixado. E defina:

ψ(x) =

∫ ∞
0

f(x, y) dy =

∫ ∞
0

sen2(x)e−ysen2(x) dy = lim
y→∞

(1− e−ysen2(x)),

a qual pode ser dada explicitamente por:

ψ(x) =

{
0, se x = kπ, k ∈ Z
1, c.c.

que é uma função descont́ınua.
Para determinar uma condição para validar alguns resultados análogos, vamos

trabalhar com o conceito da integral imprópria como limite uniforme de integrais
do tipo:

ψN (x) =

∫ N

a
f(x, y) dy,

assim, como cada ψN é cont́ınua, seu limite uniforme, ψ, também será.

Definição 7 Dizemos que a integral imprópria definida por (2.0.5) converge uni-
formemente num intervalo J ⊂ I se, dado ε > 0, existir y(ε) > a tal que para todo
x ∈ J tem-se: ∣∣∣∣∣

∫ ∞
y(ε)

f(x, y) dy

∣∣∣∣∣ < ε.

Proposição 8 Se f : I×[a,+∞)→ R for uma função cont́ınua e a integral definida
em (2.0.5) convergir uniformemente, então ψ : I → R é cont́ınua.

Demonstração: Da convergência uniforme, dado ε > 0, existe um y(ε) > a tal
que para todo x ∈ I: ∣∣∣∣∣

∫ ∞
y(ε)

f(x, y)dy

∣∣∣∣∣ < ε

3
.

Além disso, a continuidade de f garante que existe δ > 0 tal que, para |h| < δ,
vale: ∣∣∣∣∣

∫ y(ε)

a
[f(x+ h, y)− f(x, y)] dy

∣∣∣∣∣ < ε

3
.

Assim, para x e x+ h em I, com |h| < δ, temos:

|ψ(x+ h)− ψ(x)| ≤

∣∣∣∣∣
∫ y(ε)

a
[f(x+ h, y)− f(x, y)]dy

∣∣∣∣∣+∣∣∣∣∣
∫ ∞
y(ε)

f(x+ h, y) dy

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∫ ∞
y(ε)

f(x, y) dy

∣∣∣∣∣ < ε.
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Proposição 9 (Teste M de Weierstrass) Suponha que para cada x fixado, a
função y 7→ f(x, y) seja L1 em [a,∞). Suponha, também, que exista uma função
M : [a,∞) → R não negativa e integrável tal que |f(x, y)| ≤ M(y), para todo
x ∈ J ⊂ [a,∞). Então a integral em (2.0.5) converge absoluta e uniformemente em
J , isto é, as integrais: ∫ ∞

a
f(x, y)dy e

∫ ∞
a
|f(x, y)|dy

são uniformemente convergentes em J .

Demonstração: Como M(y) é integrável, denote∫ ∞
a

M(y) dy = L.

Para cada ε > 0, existe y(ε) ∈ [a,∞) tal que:

L− ε <
∫ α

a
M(y) dy ≤ L, y(ε) < α <∞.

Logo, para y(ε) < α ≤ α′, tem-se:

0 ≤
∫ α′

α
M(y) dy =

(∫ α′

a
M(y) dy − L

)
−
(∫ α

a
M(y) dy − L

)
< ε.

Portanto, para a ≤ y(ε) < α ≤ α′ <∞,∣∣∣∣∣
∫ α′

α
f(x, y)dy

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫ α′

α
|f(x, y)|dy

∣∣∣∣∣ <
∫ α′

α
M(y)dy < ε, ∀x ∈ J.

Observação 10 Não é sempre que a integral de uma função converge absoluta e
uniformemente, um exemplo bem conhecido é:∫ ∞

0

sen(xy)

y
dy ,

cuja integral converge uniformemente, mas não absolutamente.

Corolário 11 Seja f : I × [a,∞)→ R uma função dada por f(x, y) = g(x, y)k(y),
onde g : I × [a,∞) → R é uma função cont́ınua e limitada (limitação de g como
função de y para x fixado) e k : [a,+∞) → R é uma função L1, então ψ é uma
função cont́ınua.

Demonstração: Basta observar que a integral de f definida em (2.0.5) converge
uniformemente pois: ∣∣∣∣∫ ∞

a
g(x, y)k(y)dy

∣∣∣∣ < M

∫ ∞
a
|k(y)|dy,

onde M é o máximo de g(x, y) para x0 − b ≤ x ≤ x0 + b e −∞ < y < +∞, sendo
b > 0 fixado. E dáı, temos a continuidade de ψ no ponto x0.

Observação 12 Observando a demonstração acima, vê-se que para demonstrar a
continuidade de ψ num ponto x0, basta supor que a integral em (2.0.5) convirja uni-
formemente em uma vizinhança de x0. No caso de um intervalo ilimitado, a função
pode ser convergente em cada vizinhança, sem ser em todo intervalo. Conclui-se
que tanto a continuidade, quanto a diferenciabilidade são propriedades locais.
________________________________________________________________________
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Proposição 13 Seja f : I × [a,∞) → R uma função cont́ınua, com derivada par-
cial fx : I × [a,∞) → R também cont́ınua. Suponha que (2.0.5) convirja (não
necessariamente uniformemente) e que∫ ∞

a
fx(x, y)dy

convirja uniformemente em I. Então ψ é derivável em todo ponto de I e vale:

ψ′(x) =

∫ ∞
a

fx(x, y)dy.

Demonstração: Queremos mostrar que dados ε > 0 e x ∈ I, existe δ > 0 tal que,
para |h| < δ: ∣∣∣∣ψ(x+ h)− ψ(x)

h
−
∫ ∞
a

fx(x, y)dy

∣∣∣∣ < ε,

ou seja, ∣∣∣∣∫ ∞
a

[
f(x+ h, y)− f(x, y)

h
− fx(x, y)

]
dy

∣∣∣∣ < ε.

De fato, dado ε > 0, da convergência uniforme, temos a existência de y(ε) > a
tal que: ∣∣∣∣∣

∫ ∞
y(ε)

fx(x, y)dy

∣∣∣∣∣ < ε

3
, ∀x ∈ I. (2.0.6)

Segue do Teorma do Valor Médio que existe θy ∈ [0, 1] tal que

f(x+ h, y)− f(x, y) = fx(x+ hθy, y)h.

Então, fixado y(ε), da continuidade de fx, existe δ > 0 tal que:∣∣∣∣∣
∫ y(ε)

a
[fx(x+ hθy, y)− fx(x, y)]dy

∣∣∣∣∣ < ε

3
. (2.0.7)

Assim, de (2.0.6) e (2.0.7) temos:∣∣∣∣∫ ∞
a

[
f(x+ h, y)− f(x, y)

h
− fx(x, y)

]
dy

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫ ∞
y(ε)

[fx(x+ hθy, y)

∣∣∣∣∣+∣∣∣∣∣
∫ ∞
y(ε)

fx(x, y)]dy

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∫ y(ε)

a
[fx(x+ hθy, y)− fx(x, y)]dy

∣∣∣∣∣ < ε.

O Corolário seguinte é obtido diretamente da proposição anterior.

Corolário 14 Seja f : I × [a,∞)→ R uma função dada por f(x, y) = g(x, y)k(y),
onde g : I × [a,∞) → R é uma função cont́ınua, limitada (limitação de g como
função de y e x fixado) e com derivada parcial gx : I × [a,∞) → R uma função
também cont́ınua e limitada, e k : [a,+∞) → R é uma função L1, então ψ é uma
função diferenciável.

Proposição 15 Seja f : I × [a,+∞) → R uma função como na Proposição 8 ou
em seu Corolário. Se (2.0.5) converge uniformemente, então para qualquer intervalo
limitado [b, c] ⊂ I, temos:∫ c

b

∫ ∞
a

f(x, y) dy dx =

∫ ∞
a

∫ c

b
f(x, y) dx dy. (2.0.8)
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Demonstração: Primeiramente, observe que:∫ c

b

∫ ∞
a

f(x, y) dy dx =

∫ c

b
ψ(x) dx

é a integral definida da função ψ, que existe pela sua continuidade.
Da Proposição 6, provar (2.0.8) é equivalente a provar:

lim
N→∞

∫ N

a

∫ c

b
f(x, y) dx dy =

∫ c

b
ψ(x) dx

ou, usando a Proposição 6,

lim
N→∞

∫ c

b

∫ N

a
f(x, y) dy dx =

∫ c

b
ψ(x) dx

ou ainda,

lim
N→∞

∫ c

b

∫ ∞
N

f(x, y) dy dx = 0.

De fato, dado ε > 0, a convergência uniforme garante que para N suficientemente
grande: ∣∣∣∣∫ ∞

N
f(x, y) dy

∣∣∣∣ < ε

c− b
.

Portanto: ∫ c

b

∫ ∞
N

f(x, y) dy dx <

∫ c

b

ε

c− b
dx = ε.

Finalmente estamos prontos para analisar a função do tipo (0.0.1). Primeira-
mente, observamos que ela pode ser escrita como a soma de duas integrais do tipo
(2.0.5) : ∫ ∞

0
f(x, y) dy e

∫ 0

−∞
f(x, y) dy =

∫ ∞
0

f(x,−z)dz. (2.0.9)

Assim, (0.0.1) converge uniformemente se dado ε > 0, existe y(ε) > 0 tal que:∣∣∣∣∣
∫ y(ε)

−∞
f(x, y)dy +

∫ ∞
y(ε)

f(x, y)dy

∣∣∣∣∣ < ε,

ou seja, se ambas integrais de (2.0.9) convergirem uniformemente.
Portanto, podemos enunciar os resultados que nos interessam, que seguem como

corolários das proposições anteriores.

Proposição 16 Se f : I×R→ R for uma função cont́ınua e a integral definida em
(0.0.1) convergir uniformemente, então Φ : I → R é cont́ınua. Mais geralmente,
será suficiente supor f(x, y) = g(x, y)k(y), com g : I×R→ R cont́ınua e k : R→ R
uma função L1.

Proposição 17 Seja f : I×R→ R uma função cont́ınua, com derivada parcial fx :
I × R → R também cont́ınua. Suponha que (0.0.1) convirja (não necessariamente
uniformemente) e que ∫ ∞

−∞
fx(x, y) dy

convirja uniformemente em I. Então Φ é derivável em todo ponto de I e vale:

Φ′(x) =

∫ ∞
−∞

fx(x, y) dy.

Mais geralmente, será suficiente admitir f(x, y) = g(x, y)k(y), com g : I × R → R
cont́ınua, possuindo derivada parcial gx : I × R→ R cont́ınua (ambas limitadas), e
k : R→ R uma função L1.
________________________________________________________________________
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Proposição 18 Seja f : I × R → R uma função cont́ınua. Se (0.0.1) convergir
uniformemente, então para qualquer intervalo limitado [b, c] ⊂ I, temos:∫ c

b

∫ ∞
−∞

f(x, y) dy dx =

∫ ∞
−∞

∫ c

b
f(x, y) dx dy.

Mais geralmente, será suficiente admitir f(x, y) = g(x, y)k(y), com g : I × R → R
cont́ınua e k : R→ R uma função L1.

Note que, para a mudança na ordem de integração, analisamos apenas o caso
que uma das integrais é indefinida. Para que possamos ter as duas indefinidas,
não bastará apenas a convergência uniforme de Φ, como, por exemplo, a função
f(x, y) = ei(t−y)xf(x, y). Entretanto, existem várias condições suficientes, contudo
a mais útil para a Análise de Fourier é:

Teorema 19 (“Fubinizinho”) Seja f : R× R→ R uma função cont́ınua tal que
as integrais abaixo convirjam:∫ ∞

−∞

∫ ∞
−∞
|f(x, y)| dy dx e

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|f(x, y)| dx dy. (2.0.10)

Então, as integrais iteradas da f convergem e∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(x, y) dy dx =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(x, y) dx dy. (2.0.11)

Demonstração: Defina:

f+(x, y) =

{
f(x, y), se f(x, y) ≥ 0

0, se f(x, y) < 0
e f−(x, y) =

{
−f(x, y), se f(x, y) < 0

0, se f(x, y) ≥ 0

e observe que f = f+ − f− e que |f | = f+ + f−. Assim, podemos provar apenas
para o caso que f(x, y) ≥ 0. Agora, seja

φ(x) =

∫ ∞
−∞

f(x, y) dy = lim
a,b→∞

∫ b

−a
f(x, y) dy,

que está bem definida pois as integrais de (2.0.10) convergem. Além disso, como
f(x, y) ≥ 0, tem-se

φ(x) ≥
∫ b

−a
f(x, y) dy ≥ 0, ∀a, b > 0.

Assim, para quaisquer c, d > 0, temos:∫ d

−c
φ(x) dx ≥

∫ d

−c

∫ b

−a
f(x, y) dy dx =

∫ b

−a

∫ d

−c
f(x, y) dx dy ⇒∫ ∞

−∞
φ(x) dx ≥

∫ b

−a

∫ d

−c
f(x, y) dx dy. (2.0.12)

Como a integral imprópria∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(x, y) dx dy
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existe, segue que o conjunto

A =

{∫ b

−a

∫ d

−c
f(x, y) dx dy / c, d são fixados e a, b são quaisquer.

}
é limitado , como também (2.0.12) é válido para quaisquer c, d > 0, f(x, y) ≥ 0 e

lim
c,d→∞

∫ d

−c
f(x, y)dxdy =

∫ ∞
−∞

f(x, y)dx,

segue que, ∫ ∞
−∞

φ(x)dx ≥
∫ b

−a

∫ ∞
−∞

f(x, y) dx dy.

Finalmente, fazendo o limite com a, b→∞, obtemos:∫ ∞
−∞

φ(x)dx ≥
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(x, y) dx dy,

que é uma parte de (2.0.11), sendo que a outra é simétrica, basta definir

φ(y) =

∫ ∞
−∞

f(x, y) dx

Observação 20 Se considerarmos a integral de Lebesgue, ao invés da integral de
Riemman no teorema acima, o resultado é conhecido como teorema de Fubini e basta
supor que uma das integrais em módulo convirja, pois dáı teremos a convergência
da outra.

O resultado citado na observação acima é demonstrado por partes, assim como
apresentado na referência [2]. Neste trabalho, apresentaremos apenas a demons-
tração para o caso das funções escadas, enquanto que o mais geral deixaremos o
enunciado para um quesito de curiosidade.

Teorema 21 Seja s ∈ S(R2) (conjunto das funções escadas).

(a) Para cada y ∈ R fixo, a integral ∫
R
s(x, y) dx

existe e, como uma função de y, é Lebesgue integrável em R. Além disso,∫
R2

s(x, y) d(x, y) =

∫
R

(∫
R
s(x, y) dx

)
dy.

(b) Para cada x ∈ R fixo, a integral ∫
R
s(x, y) dy

existe e, como uma função de x, é Lebesgue integrável em R. Além disso,∫
R2

s(x, y) d(x, y) =

∫
R

(∫
R
s(x, y) dy

)
dx.

(c) Em particular, ∫
R

(∫
R
s(x, y) dy

)
dx =

∫
R

(∫
R
s(x, y) dx

)
dy.
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Demonstração: Provaremos apenas o item (a), pois o (b) sairá de modo análogo
e (c) é uma decorrência de (a) e (b).
Note que existem a1 < b1, e a2 < b2 tais que s : [a1, b1] × [a2, b2] → R é uma
função escada em [a1, b1]× [a2, b2] e s(x, y) = 0, ∀(x, y) 6∈ [a1, b1]× [a2, b2]. Então,
exitem partições a1 = x0 < x1 < · · · < xn < b1 e a2 = y0 < y1 < · · · < ym < b2,
de [a1, b1] e [a2, b2] respectivamente, e cij ∈ R tais que, para todo i ∈ {1, . . . , n} e
j ∈ {1, . . . ,m}:

s(x, y) = cij , ∀x ∈ (xi−1, xi) e ∀y ∈ (yj−1, yj).

Assim,

∫
[xi−1,xi]×[yj−1×yj ]

s(x, y) d(x, y) = cij(xi−1, xi)(yj−1 × yj) =

∫
[yj−1,yj ]

(∫
[xi−1,xi]

s(x, y) dx

)
dy.

Dáı, fazendo a soma sobre i e j, obtemos∫
[a1,b1]×[a2,b2]

s(x, y) d(x, y) =

∫
[a2,b2]

(∫
[a1,b1]

s(x, y) dx

)
dy.

Como s(x, y) = 0 ∀(x, y) 6∈ [a1, b1]× [a2, b2], segue o resultado.

Teorema 22 (Teorema de Fubini) Suponha f ∈ L(R2) (conjunto das funções
integráveis à Lebsegue). Então:

(a) A integral de Lebesgue ∫
R
f(x, y) dx

existe para quase todo y ∈ R e a função G : R→ R, definida por:

G(y) =


∫
R
f(x, y) dx, se a integral existe

0, c.c.

é Lebesgue integrável em R e∫
R
f(x, y) dx =

∫
R
G(y) dy ;

(b) A integral de Lebesgue ∫
R
f(x, y) dy

existe para quase todo x ∈ R e a função H : R→ R, definida por:

H(x) =


∫
R
f(x, y) dy, se a integral existe

0, c.c.

é Lebesgue integrável em R e∫
R
f(x, y) dy =

∫
R
H(x) dx ;

(c) Em particular, ∫
R

(∫
R
f(x, y) dy

)
dx =

∫
R

(∫
R
f(x, y) dx

)
dy.
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3 Considerações finais

Como foi mencionado anteriormente, a Transformada de Fourier é um tipo de
função definida por uma integral imprópria e com os resultados apresentados neste
trabalho, podemos realizar o estudo da continuidade e diferenciabilidade deste tipo
de função e de suas propriedades. O texto descrito aqui é útil no estudo de toda
função definida por integrais impróprias, como a Transformada de Laplace, a função
Gama, entre outras.
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