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Resumo

Na Anélise de Fourier os principais elementos sdo fungoes definidas por inte-
grais, como os coeficientes da Série de Fourier, ou, principalmente, a funcao da
Transformada de Fourier. Assim, as funcoes representadas por integrais, ou inte-
grais dependendo de um parametro tem grande importancia nesse tipo de estudo.
Neste trabalho, pretendemos estabelecer alguns resultados com respeito a continui-
dade, diferenciabilidade e integrabilidade de fungoes definidas por integrais, baseado
na referéncia [1].

Palavras Chave: Anilise de Fourier, fungoes representadas por integrais, integrais
dependendo de um pardmetro

Introducao

Esse topico tem grande importancia, mas, muitas vezes, é deixado de lado nos
cursos de Célculo e, até mesmo, em alguns cursos introdutérios a Andlise: funcoes
representadas por integrais ou, numa nomenclatura antiga, integrais dependendo de
um parametro. Um exemplo desse tipo de funcao é a transformada de Fourier de
uma funcao f:

PO == [ e e

Nosso objetivo principal serd discutir as propriedades de continuidade, diferen-
ciabilidade e integrabilidade de uma funcao mais geral dada por:

P(x) = /Oo f(z,y)dy, (0.0.1)

onde f : I xR — R é uma funcao que satisfaz certas condigoes, que serao explicitadas
nos resultados descritos neste texto, e I pode ser um intervalo limitado ou nao de
R.
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1 Integrais definidas

Para estudarmos fungoes do tipo de (0.0.1), devemos, primeiramente, estudar algo
mais simples, que sdo as fungoes representadas por integrais definidas:

b
p(x) = / f(z,y)dy, (1.0.2)

onde f: I X [a,b] - R é uma fungao e I é um intervalo limitado ou nao de R. Note
que se f for uma funcao continua, entao ¢ esta bem definida.

Proposicao 1 Se f : I x [a,b] — R € uma func¢do continua, entio ¢ : I — R,
definida em (1.0.2), é uma fungao continua.

Demonstracao: Seja xg € I qualquer. Queremos mostrar que dado € > 0, existe
5 > 0 tal que, para |h| < 4, temos:

lp(zo + h) — p(z0)| < €.

Para tanto, fixamos a > 0 e consideramos a restricao de f no retangulo R dado
por [xo — a, 9 + a X [a,b], que é uniformemente continua (j& que é uma fungao
continua definida num compacto). Assim, dado € > 0, existe § > 0 tal que para
(z,9), (2",y) € R:

€

|z —a'| < ¢ o
{|y_y/’<5 :>\f(x,y) f(xvy)’<b_a-

Dali,

b b
[plao ) = plao)| < [ 17+ hy) - falldy < [ =dy ==

desde que |h| <. =

Definigao 2 Dizemos que uma funcio f : I — R é uma funcio £', quando for
integravel e absolutamente integrdvel.

= g(=,y)k(y),

Corolério 3 Seja f : I x [a,b] = R uma func¢ao dada por f(x,y)
¢ uma funcio £,

onde g : I x [a,b] = R é uma fun¢ao continua e k : [a,b] — R
entdo p € uma funcdo continua.

Demonstracao: Dado € > 0, a continuidade da restricaio de g no conjunto
R = [xg— a,z9+ a] X [a, b], para algum « > 0 fixado, implica na existéncia de 6 > 0
tal que para (x,y), (2/,y') € R tem-se:

b —1
l9(x,y) — 9@, y) < e [/ !k(y)!dy} ,
entdo, para |h| < d:

b
wmwuw—mmﬂs/Wme—gwwmm@ww<a .

Proposicao 4 Seja f : I x [a,b] — R uma fun¢io continua, possuindo derivada
parcial fr 2 I X [a,b] = R também continua. Entdo ¢ : I — R é derivdvel e vale:

b
¢'(z) = / fo(,y)dy.
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Demonstracao: Como ¢ define uma funcao continua, basta mostrar que, dado
e > 0, existe § > 0 tal que para |h| < ¢ :

‘cp(x+hf)L—sO(ar) —/abfw(x,y)dy‘ .

ou, equivalentemente,

/: Lo thg)=fas) g )

De fato, dado € > 0, a continuidade de f, garante a existéncia de & > 0 tal que
para |h| < 0:

<e.

[folw + hyy) = folz,y)] < 57— (1.0.3)

Além disso, do Teorema do Valor Médio, existe 0 € [0, 1], tal que:

f@+h,y) = f(@,y) = fo(x + hby, y)h. (1.0.4)
Portanto, segue de (1.0.3) e (1.0.4) que, para |h| < ¢:

/[(th) f(z,y)

r

Coroldrio 5 Seja f : I x [a,b] - R uma funcao dada por f(z,y) = g(x,y)k(y),
onde g : I x[a,b] = R é uma fung¢dao continua com derivada parcial g, : I x[a,b] — R
continua e k : [a,b] — R é uma funcdo £', entdo ¢ é uma fungdo derivdvel e vale:

Z/abfx(x,y)dy

Proposicao 6 Sejam g : [¢,d] x [a,b] — R uma fun¢ao continua e k : [a,b] — R
uma funcao £, entdo

d b
//g(wvy) dydw—// 9(z,y)k(y) dz dy.

Demonstragao: Primeiramente, defina F' : [¢,d] X [a,b] — R por

Flz,y) = / " g(ey) de

-t o] <

B b
f(x - h’yf)L f(w’y) - fx(xay>’ dy = / |fw($+h‘9y,y)*fx($,y)|dy <E. n

O proximo Corolario, segue diretamente da proposicao anterior.

e G :[c,d] — R por:
b
G(z) = / F(z,y)k(y) dy.

Gl)=0 e G(d // o )k(y) dz dy.

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, F' é continua e Fy(z,y) = g(z,y), logo
continua também. Assim, segue do Corolario 5 que:

/F z,y)k dy—/ 9(@, y)k(y)dy.

Por fim, integrando a expressao acima de ¢ até d, concluimos que:

// g(z,y)k(y)dxdy = G(d) — // g(x,y)k(y)dyde. =

Observe que:
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2 Funcoes definidas por integrais improprias

Agora que o caso mais simples foi estudado, podemos seguir com um tipo um pouco
mais complexo dado por:

v = [ " fay) dy, (2.0.5)

onde f : I x [a,400) — R é uma fungao satisfazendo algumas hipéGteses a serem
definidas e I pode ser um intervalo limitado ou nao de R. Para que v esteja
bem definida basta que f seja integravel. Entretanto, como nem tudo sao flores,
nem a condicao de continuidade dessa funcao sera suficiente para que possamos ter
resultados analogos aos ja demonstrados. Por exemplo:
Considere a funcio f(z,y) = sen?(z)e ¥ que é integravel em [0, +00),

para cada z real fixado. E defina:

o0 oo

va) = [ fapdy= [ sent(@)e O dy = lim (1 ),
0 0

Yy—00
a qual pode ser dada explicitamente por:
0, sex=km, keZ
o=}
1, c.c.

que é uma funcdo descontinua.

Para determinar uma condicao para validar alguns resultados anédlogos, vamos
trabalhar com o conceito da integral imprépria como limite uniforme de integrais
do tipo:

N
ov() = [ faw)dy
a
assim, como cada ¥y é continua, seu limite uniforme, 1, também sera.

Definicao 7 Dizemos que a integral imprdpria definida por (2.0.5) converge uni-
formemente num intervalo J C I se, dado € > 0, existir y(¢) > a tal que para todo

x € J tem-se:
/ f(z,y)dy
y(e)

Proposicao 8 Se f: Ix[a,+00) — R for uma fun¢ao continua e a integral definida
em (2.0.5) convergir uniformemente, entao 1 : I — R € continua.

<e.

Demonstragao: Da convergéncia uniforme, dado ¢ > 0, existe um y(e) > a tal
que para todo x € I:

© €
< —.

fz,y)dy 3

y(e)
Além disso, a continuidade de f garante que existe 6 > 0 tal que, para |h| < ¢,
vale:

9
< .

y(e)
[ e+ - sl < S

Assim, para x e x + h em I, com |h| < ¢, temos:

y(e)
o+ h) — (a)] < / e+ hy) — fley)dy| +
Oof($+hay)dy + /OO flz,y)dy| <e. m
y(e) y(e)
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Proposicao 9 (Teste M de Weierstrass) Suponha que para cada x fixado, a
funcdo y — f(x,y) seja £ em [a,00). Suponha, também, que exista uma fungdo
M : Ja,0) — R nao negativa e integravel tal que |f(x,y)| < M(y), para todo
x € J C [a,00). Entdo a integral em (2.0.5) converge absoluta e uniformemente em
J, isto é, as integrais:

| tewdy e [Tire i

sao uniformemente convergentes em J.

Demonstracao: Como M (y) é integrével, denote
oo
/ M(y)dy = L.
a
Para cada € > 0, existe y(¢) € [a, o) tal que:
(03
L—€</ M(y)dy < L, y(e) < a < 0.
a

Logo, para y(¢) < a < o/, tem-se:

OS/:/M(y)dy: (/aa/M(y)dy— L) _ (/aaM(y)dy— L) <e

Portanto, para a < y(e) < a < o’ < o0,

/ fla,y)dy| < / (@ y)ldy| < / M(y)dy <<, Ve e J. m

Observagao 10 Ndo ¢ sempre que a integral de uma funcdo converge absoluta e
uniformemente, um exemplo bem conhecido é:

*° sen(xy
[t
0 )
cuja integral converge uniformemente, mas nao absolutamente.
Corolario 11 Seja f : I x [a,00) — R uma fun¢do dada por f(x,y) = g(x,y)k(y),
onde g : I X [a,00) = R é uma fun¢ao continua e limitada (limitagio de g como

fungdo de y para z fizado) e k : [a,+00) — R é uma funcio £', entdo v é uma
funcdo continua.

Demonstragao: Basta observar que a integral de f definida em (2.0.5) converge
uniformemente pois:

/ mg(m)k(y)dy' <ot [T rlay

onde M é o méximo de g(z,y) para zg —b <z < 9+ be —oco0 < y < 400, sendo
b > 0 fixado. E dai, temos a continuidade de ¥ no ponto xg. =

Observacgao 12 Observando a demonstra¢do acima, vé-se que para demonstrar a
continuidade de 1 num ponto g, basta supor que a integral em (2.0.5) convirja uni-
formemente em wma vizinhanca de xg. No caso de um intervalo ilimitado, a funcao
pode ser convergente em cada vizinhanga, sem ser em todo intervalo. Conclui-se
que tanto a continuidade, quanto a diferenciabilidade sdo propriedades locais.
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Proposicao 13 Seja f : I X [a,00) — R uma func¢do continua, com derivada par-
cial fy I X [a,00) — R também continua. Suponha que (2.0.5) convirja (ndo
necessariamente uniformemente) e que

/aoo fa(@,y)dy

convirja uniformemente em I. Entdo 1 é derivdavel em todo ponto de I e vale:

-/ " e, w)dy

Demonstracao: Queremos mostrar que dados € > 0 e x € I, existe 0 > 0 tal que,
para |h| < d:

@D(erh]i _/aoofx(x,y)dy‘ <eg,
ou seja,
/a [f(x i h’y}z —f@y) _ fm(:v,y)] dy‘ <e.

De fato, dado € > 0, da convergéncia uniforme, temos a existéncia de y(¢) > a
tal que:

< % Yz eI (2.0.6)

/ fa(z,y)dy
y(e)
Segue do Teorma do Valor Médio que existe 6, € [0, 1] tal que

flx+h,y) = f(z,y) = fo(x + hby,y)h.

Entao, fixado y(g), da continuidade de f,, existe 6 > 0 tal que:

<< (2.0.7)

(e)
[ e 10y0) — fae iy < S

Assim, de (2.0.6) e (2.0.7) temos:

[t =sen )

h
/ z(z,y)]dy| +
y

O Corolario seguinte é obtido diretamente da proposicao anterior.

/ ol + 10, 9)| +
y(e)

<eE. n

(e)
/ T ale £ hyy) — fulry)ldy

Corolério 14 Seja f : I X [a,00) — R uma fun¢ao dada por f(z,y) = g(x,y)k(y),
onde g : I X [a,00) — R é uma fun¢ao continua, limitada (limita¢io de g como
fungao de y e x fizado) e com derivada parcial g, : I X [a,00) — R uma fun¢ao
também continua e limitada, e k : [a, +00) — R € uma fungdo £', entdo 1 é uma
funcao diferencidvel.

Proposicao 15 Seja f : I X [a,+00) — R wma fungdo como na Proposi¢io 8 ou
em seu Coroldrio. Se (2.0.5) converge uniformemente, entdo para qualquer intervalo
limitado [b,c] C I, temos:

/bc /aoo f(@,y)dy do = /aoo /bcf(l‘ay) da dy. (2.0.8)
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Demonstracao: Primeiramente, observe que:

| [ tenpis= [ v

é a integral definida da funcao v, que existe pela sua continuidade.
Da Proposicao 6, provar (2.0.8) é equivalente a provar:

]&E%O/ /fxydxdy—/w

ou, usando a Proposicao 6,

N@w/j/ff@,y)dydx:/bcw(x)dx

lim// flz,y)dydz = 0.
N—oo b N

De fato, dado £ > 0, a convergéncia uniforme garante que para N suficientemente
grande:

ou ainda,

Portanto:

// fwydydx</da:_s =

Finalmente estamos prontos para analisar a fungao do tipo (0.0.1). Primeira-
mente, observamos que ela pode ser escrita como a soma de duas integrais do tipo

(2.0.5) :
/fxydye / fxydy—/ fz,—2)d (2.0.9)

Assim, (0.0.1) converge uniformemente se dado € > 0, existe y(g) > 0 tal que:

y(e) 00
/ [z, y)dy + / f(z,y)dy
y(e)

<e,

—00

ou seja, se ambas integrais de (2.0.9) convergirem uniformemente.
Portanto, podemos enunciar os resultados que nos interessam, que seguem como
corolarios das proposicoes anteriores.

Proposigao 16 Se f: I xR — R for uma funcdo continua e a integral definida em
(0.0.1) convergir uniformemente, entao ® : I — R € continua. Mais geralmente,
serd suficiente supor f(x,y) = g(z,y)k(y), com g: I xR — R continua e k : R — R
uma funcao £

Proposicao 17 Seja f : I xR — R uma funcao continua, com derivada parcial f, :
I xR — R também continua. Suponha que (0.0.1) convirja (ndo necessariamente

uniformemente) e que
o0
/ fola,y) dy
— 00

convirja uniformemente em I. Entdo ® € derivdvel em todo ponto de I e vale:

- /_Z Ful ) dy

Mais geralmente, serd suficiente admitir f(x,y) = g(x,y)k(y), com g: I xR — R
continua, possuindo derivada parcial g, : I x R — R continua (ambas limitadas), e
kE:R — R uma fungdo L.
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Proposicao 18 Seja f : I x R — R uma funcao continua. Se (0.0.1) convergir
uniformemente, entao para qualquer intervalo limitado [b,c] C I, temos:

/bc/o;f(x,y)dydx:/Z/bcf(:c,y)d:cdy.

Mais geralmente, serd suficiente admitir f(z,y) = g(z,y)k(y), comg: I xR —- R
continua e k : R — R uma funcio £'.

Note que, para a mudanca na ordem de integracao, analisamos apenas o caso
que uma das integrais é indefinida. Para que possamos ter as duas indefinidas,
nao bastard apenas a convergéncia uniforme de ®, como, por exemplo, a fungao
f(z,y) = ellt=v)z f (x,y). Entretanto, existem varias condigoes suficientes, contudo
a mais util para a Analise de Fourier é:

Teorema 19 (“Fubinizinho”) Seja f: R x R — R uma fung¢dao continua tal que
as integrais abaixo convirjam:

/ / (x,y)|dydx e / / (z,y)| dz dy. (2.0.10)

Entao, as integrais iteradas da f convergem e

/_Z /_Z flw,y) dy do = /_Z /_Z fz,y) dz dy. (2.0.11)

Demonstracgao: Defina:

+ _ ) f(y), sefz,y) 20 - _ ) f(@,y), se flx,y) <O
f (xay)_{()’ sef(x,y)<0 ef (x7y)_{0’ sef(m,y)ZO

e observe que f = f* — f~ e que |f| = fT + f~. Assim, podemos provar apenas
para o caso que f(z,y) > 0. Agora, seja

00 b
= /_OO f(z,y) dyzaiigloo/_af(fc,y) dy,

que estd bem definida pois as integrais de (2.0.10) convergem. Além disso, como
f(xa y) 2 Oa tem-se
b
¢(x) > [ f(z,y)dy >0, VYa,b> 0.
—a

Assim, para quaisquer ¢, d > 0, temos:

d

d rb b d
sz [ [ jepdyie= [ [ fedeay =

- 0o b d
/_ gb(m)d:vZ/_ 3 f(z,y)dedy. (2.0.12)

Como a integral imprépria

/Z/Zf(x,wdxdy
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existe, segue que o conjunto

b d
= {/ f(z,y)dxdy /¢, d sao fizrados e a, b sdo quaisque'r.}

é limitado , como também (2.0.12) é vélido para quaisquer ¢,d > 0, f(z,y) >0 e

hm/fxydxdy—/ f(z,y)d
c,d—o0

/: ¢(x)dx > /ba /Z fx,y)dx dy.

Finalmente, fazendo o limite com a,b — oo, obtemos:

/ Z s> [ Z / Z F(z,y) dz dy,

que é uma parte de (2.0.11), sendo que a outra é simétrica, basta definir

=/_Zf(x,y)dx u

Observacgao 20 Se considerarmos a integral de Lebesgue, ao invés da integral de
Riemman no teorema acima, o resultado é conhecido como teorema de Fubini e basta
supor que uma das integrais em mdodulo convirja, pois dai teremos a convergéncia
da outra.

segue que,

O resultado citado na observagao acima é demonstrado por partes, assim como
apresentado na referéncia [2]. Neste trabalho, apresentaremos apenas a demons-
tracao para o caso das funcoes escadas, enquanto que o mais geral deixaremos o
enunciado para um quesito de curiosidade.

Teorema 21 Seja s € S(R?) (conjunto das funcées escadas).
(a) Para cada y € R fizo, a integral

/Rs(x,y) dw

eriste e, como uma funcao de y, € Lebesque integravel em R. Além disso,

[ swvawa = [ ([ swna)a

(b) Para cada x € R fizo, a integral

/RS(%@/) dy

existe e, como uma funcdo de z, € Lebesgue integrdvel em R. Além disso,

/R2 s(z,y) d(z,y) = /]R </Rs(x,y) dy) d.
/R (/Rs(x’y) dy) dr = /R (/Rs(m,y) da:) dy.

(¢) Em particular,
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Demonstragao: Provaremos apenas o item (a), pois o (b) saird de modo analogo
e (c¢) é uma decorréncia de (a) e (b).

Note que existem a; < b1, e ay < by tais que s : [a1,b1] X [a2,b3] — R é uma
fungao escada em [ay, b1] X [az,b2] e s(z,y) =0, V(z,y) & [a1,b1] X [az,be]. Entao,
exitem partices a1 = 19 < 11 < - < Tp < bjear =y <y1 < - < Ym < bo,
de [a1,b1] e [ag, by] respectivamente, e ¢;; € R tais que, para todo i € {1,...,n} e
jed{l,...,m}:

s(x,y) = cij, Vo € (zi—1,2i) e Yy € (yj—1,Y;)-

Assim,

/ 3(33,1/) d(l‘,y) = Cij(xiflaxi)(yjfl X yj) =
[zi—1,%i] X [yj—1 X yj]

/ (/ s(z,y) da:) dy.
[vi-1,55] \V[i-1,24]
Dai, fazendo a soma sobre i e j, obtemos

[alvbl]X[QQ:bQ] [az,bg] [al,bl}

Como s(z,y) = 0 V(z,y) & [a1,b1] x [az, b2], segue o resultado. m

Teorema 22 (Teorema de Fubini) Suponha f € L(R?) (conjunto das funcdes
integraveis a Lebsegue). Entao:

(a) A integral de Lebesque

/Rf(x,y) dx

existe para quase todo y € R e a funcao G : R — R, definida por:

f(z,y)dx, se a integral existe
Gly) = /]R
0, c.c

€ Lebesgue integrdvel em R e

[ rwwde= [ G

/R f(@,y) dy

existe para quase todo r € R e a funcdo H : R — R, definida por:

(b) A integral de Lebesgue

f(x,y)dy, se a integral existe
- JRCY
0, c.c.

€ Lebesgue integravel em R e

/R Fy)dy = /R H(x) de

[([sena)ir= [ ([ e
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(¢) Em particular,
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3 Consideracoes finais

Como foi mencionado anteriormente, a Transformada de Fourier é um tipo de
funcao definida por uma integral imprépria e com os resultados apresentados neste
trabalho, podemos realizar o estudo da continuidade e diferenciabilidade deste tipo
de funcao e de suas propriedades. O texto descrito aqui é 1util no estudo de toda
funcao definida por integrais impréprias, como a Transformada de Laplace, a fungao
Gama, entre outras.
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