Parabolas e hipérboles envolventes

Calixto Garcia ™

Resumo
N&o é raro na escola do ensino basico a confec¢do de trabalhos artisticos que
consistem em unir, com barbantes esticados, pregos fixados em uma base plana,
seguindo alguma regularidade. Nesse contexto, curvas podem ser definidas com a
propriedade de tangenciar cada linha da cole¢cdo de segmentos concebidos por tais
barbantes, caracteristica das chamadas curvas envolventes. Pretende-se explorar neste
trabalho duas situacdes que geram curvas com essa propriedade, quais sejam: a parabola

e a hipérbole.

Palavras-chave: curvas envolventes, pardbola, hipérbole.

Introducéo

Dar tratamento matematico a situacfes do cotidiano € um habito que usualmente
se desenvolve naquele que aprecia as ciéncias exatas. A situa¢do que expomos no
resumo é oportuna a esse tratamento. Ao aborda-la, dispondo-se de uma base plana,
inicialmente estabelecemos uma disposi¢éo para os pregos e, a depender da interligacao
destes com os barbantes, determinamos analiticamente a parabola ou a hipérbole como
curva envolvente. Em seguida, para cada caso, procedemos a uma generalizacdo (com
demonstracdo de reciproca), estudando o comportamento de cada curva criada na
medida em que alteramos o “posicionamento dos pregos”. Nesse estudo, € interessante
e instrutivo contar com o auxilio de softwares geradores de graficos ou dedicados a
Geometria, tais como o Winplot, Graphmatica, Cabri e o Geogebra, sobretudo com o0s

que oferecem apresentacao dinamica.
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1 Parabola envolvente

Imaginemos, na figura 1, pregos igualmente espacados sobre os lados de um
angulo reto. Note que os pedacos de barbante esticados que unem cada dois deles sdo

hipotenusas de triangulos com a soma das medidas dos catetos constante.

figura 1

Mostremos que existe uma parabola tangenciando cada linha dessa colecdo, ou,

em outras palavras, que a curva envolvente criada por essas linhas € uma parabola.

Iniciemos com um exemplo, adotando 22 para soma das distancias dos pontos
de fixacdo do barbante ao veértice do referido angulo reto, considerando-o com lados nas

bissetrizes dos dois primeiros quadrantes de um plano cartesiano.
Observando a figura 2, devemos ter OP + OQ = 22 . Assim, sendo Xq =k, com

0 <k <2, temos OQ = k+/2 e, portanto, OP = 24/2 —k+/2 = (2 - kK)v/2. Com isso,

concluimos que xp = — (2 — k) e, também, conhecemos Q = (k, k) e P = (k— 2, 2 — k).
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figura 2
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k-(2-k)

Entdo, a reta PQ tem coeficiente angular
k—(k-2)

=k — 1, e, portanto, sua

equacdo é:y —k = (k—1)(x — k).

Embora tenhamos um numero finito de barbantes, para cada k real entre 0 e 2,
vamos considerar a familia de retas com a equacéo y — k = (k — 1)(x — k). Essa equacdo é
quadratica na variavel k, a saber, k> — (x + 2)k + x + y = 0, e deve apresentar uma s6
solucéo, se procurarmos 0s pontos (X, y) pelos quais passa uma unica reta dessa familia.
Com isso, seu discriminante A = (x + 2)?> — 4(x + y) deve ser nulo, o que conduz a
equagdo y = ¥ x? + 1, reconhecidamente de uma parabola. E, para cada k, n3o ¢ dificil
verificar que a tal reta intersecta essa parabola no ponto (2(k — 1), (k — 1)% + 1).

Em outras palavras, todos os pontos por onde passa somente uma reta da familia

pertencem a pardbola y = ¥4 x? + 1.

Vamos proceder agora a uma generalizacdo compreendendo a inclinacdo das
semirretas OP e OQ e a tal soma OP + OQ. Sem perdé-la, entretanto, podemos
“posicionar” na origem O o vértice do angulo que delimita a curva envolvente, tendo
como bissetriz a parte positiva do eixo y, como fizemos acima. Denominemos S a soma
das distancias dos pontos de fixacdo do barbante ao vértice desse angulo.

Como se pode observar na figura 3, os lados dos angulos estdo contidos nas retas
de equacBes y = (tga)-x e y = — (tga)-x. Dai, sendo Xq =k, temos Q = (k, (tga)-k). Como

k = 0Q-cosa e OQ + OP =S, entdo OP =S —é, para 0 < k < S-cosa. Disso, |xp| =
a

OP-cosa = S-cosa — Kk, ou, xp = k — S-cosa e, também, yp = — (tga)-xp = S-sena — k-tga.
Portanto, P = (k — S-cosa, S-sena — k-tga). Dai, a reta PQ, de coeficiente angular

2k-tfgax—S -sena « _ 2k-tga—S-sena
, tem equacdo y — k-tga =
S-cosa S-cosa

(x — k). Essa equacao

pode ser reescrita assim: (2tga)-k? — (2S-sena + 2x-tga)-k + S-x-sena + S-y-cosa = 0. Na
variavel k, deve apresentar apenas uma solugédo, se desejarmos encontrar 0s pontos (X, Y)
pelos quais passa uma Unica reta dessa familia. Isso significa que é nulo o seu

sena , S-sena
X° +

> ,com 0 < a <m/2.
2S -cos“ a

discriminante, o que equivaleay =
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figura 3

Para ilustrar alguns casos particulares dessas porcdes de parabolas com
prolongamentos, apresentamos a figura 4: na esquerda, temos fixo o = /3 e, na direita,
S=4.

figura 4
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Vamos formular uma espécie de reciproca do que foi tratado acima.

Seja uma parabola e um angulo com vértice em seu eixo de simetria, de modo
que seus lados tangenciam-na. Considere os pontos P e Q, cada qual pertencente a um
lado desse angulo, tal que o segmento PQ seja também tangente a parabola. Mostremos
que, quaisquer que sejam o0s pares de pontos P e Q assim tomados, a soma das
distancias destes pontos ao vértice do referido angulo é constante.

De fato, sem comprometer a ideia geral, podemos tomar uma parabola com
veértice na origem do sistema cartesiano, com concavidade voltada para cima. Ela tem,
portanto, equacéo da forma y = ax?, com a > 0. Para dado 2 > 0, seja R = (0, — 1) 0
veértice do angulo descrito acima. Como se pode observar na figura 5, os lados desse
angulo estdo contidos em retas de equacdes y = mx — 1 ey =—mx — 4 e, jd que sdo

tangentes a parabola, tém discriminante nulo as equacdes ax’ = + mx — A, o que implica

emm=+2+al e, dai, os pontos de tangéncia sdo U :{—\/Z,/IJ eV :[\/%, /1].
a

R[(0,-2)

figura 5
Sabemos que, a cada ponto T = (xo, ax) da parabola em questdo, esta associada

a equagdo do feixe de retas y —ax; = m’(x — Xo) que o contém. Se procurarmos pela reta

PQ deste feixe que a tangencie neste ponto, devemos impor nulo o discriminante da
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equagdo ax® — ax> = m’(X — Xo), ha variavel x, 0 que equivale a se ter m> = 2axo (*).
Com isso, a equagdo da reta PQ fica assim: y = 2axox — a x; . Resolvendo dois sistemas
com essa equacdo em comum, combinada com cada uma das equagdes das retas
suportes y = 2v/alx — 42 ey = —2/al x — 4 dos lados do angulo dado, obtemos as

coordenadas de Q e P. Eis suas abscissas: xo = ax, ~ A e xXp = ax — 4
: XQTF ———— eXp = ————.
° 7 2ax,—24al 2ax, + 24/aA

Uma vez que y + 1 = — 2Jalx, entdo, como PR =x2+(y,+4)*> e QR
=X+ (Yo +4)*, temos a soma S = PR + QR :\/x§+4aﬂx,§+\/xé +4axg

(1% |+]%, Dv1l+4al.  Sendo —\E<xo<\/§, S = (XQ—XP)~/1+4a/1

[ axt -1 axt -1

- v1+4a4A. Com algumas manipulacdes algébricas
2ax, + 2val 2ax0—2\/a2J J PG :

chegamosa S = A ‘/4 + % , que é constante, como queriamos mostrar.
a

2 Hipérbole envolvente

A figura 6 ilustra a mesma disposicao dos pregos que na figura 1.

* Para obter o coeficiente m’ mais diretamente, é suficiente calcular a derivada da
funcéo f(x) = ax? no ponto Xo.
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Note, agora, que 0s pedacos de barbante esticados que unem cada dois deles séo
hipotenusas de triangulos com o produto das medidas dos catetos constante. A curva
envolvente criada por essas linhas € um ramo de uma hipérbole equilatera. Suas
assintotas sao as retas suportes dos lados desse angulo.

De fato, seja M o produto das distancias dos pontos de fixacdo do barbante ao
vertice do referido angulo reto, considerando-o com lados nas bissetrizes dos dois
primeiros quadrantes de um plano cartesiano, assim como fizemos com o caso anterior.

Observando a figura 7, devemos ter OP-OQ = M. Assim, com Xq = k > 0, temos

OQ = k+/2 e, portanto, OP :l. Com isso, concluimos que xp = — g/l—k e, também,

kv2
conhecemos Q = (k, k) e P = (- g/l_klz\/l_k) Entdo, a reta PQ tem coeficiente angular
k‘gﬂk 2k? — M » k2 —M
) +M =M e, portanto, sua equagao e: y —k = 2T (x—K).
2k
Y =x
Fy—--=x :Q d
T l
> g
xpl i x:g T
figura 7

Embora também tenhamos um namero finito de barbantes, para cada real k > 0,

2k?> —M
2k2 + M

equacdo é quadratica na variavel k, a saber, 2(y — x)-k? — 2M'k + M(y + x) = 0, e deve

vamos considerar a familia de retas com a equagdo y — k = (x — k). Essa

apresentar uma so solucéo, se procurarmos 0s pontos (X, y) pelos quais passa uma unica

reta dessa familia. Com isso, seu discriminante A = 4M[M — 2(y? — x?)] deve ser nulo, o
que conduz & equagio y% — x? = % , reconhecidamente de uma hipérbole equilatera com

as bissetrizes dos quadrantes do plano cartesiano como assintotas.
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Em outras palavras, todos os pontos por onde passa somente uma reta da familia
\ - 7 2 2 — M
pertencem a hipérbole y* — x° = >

VVamos proceder a uma generalizagdo, baseando-nos na figura 3, ainda com
0 < a <m/2 e agora, com OP-OQ = M. Sendo Q = (k, k'tga), k > 0, como k = OQ-cosa,

< M -cos a . M -cos® o
entdio, OP = ———— . E, como |xp| = OP-cosa, entdo, xp = ————.

Dai,
k k

M -sena -cosa
k

2

Ve = — (tga)-Xp = . Portanto, P = ~ M -cos a,M sena-cosa |
k K

k?-tgar—M -sena - cos a

k?+M -cos’«

A reta PQ, de coeficiente angular m = , tem equacéo

y — k-tga = m(x — k) que, ap6s manipulacBes algébricas, também pode ter a seguinte
forma: (y — x-tga)-k? — (2M-sena-cosa)-k + M-y-cos’a + M-x-sena-cosa. Na variavel K,
esta equacgdo deve apresentar apenas uma solucgdo, se desejarmos encontrar 0s pontos
(%, y) pelos quais passa uma unica reta dessa familia. Isso significa que € nulo o seu

discriminante, o que, com um pouco de trabalho, nos conduz ao equivalente:

2 2
X . .
y =M, comy > 0, que, por sua vez, pode ser reescrita na forma explicita

sena  cos’a

y=tga - VM -cos’a+x .
Uma conclusdo a mais: para cada k, cada ponto dessa hipérbole ¢ médio do
segmento PQ, uma vez que a equacdo da hipérbole é satisfeita para as coordenadas

desse ponto.

2 —_ . 2 . . 2 .
De fato, se T é ponto médio de PQ, T = [k Mchos a, M- sena ccz)ia+k tga].

2 2 \?
Dai, tga/M -cos’ a + X} = tga M-cosza{k M- cos a] = tgo{\/(k%M'coszoz)2 =

2k 2k

M -sena-cosa +k*-tgar
2k R

A figura 8 ilustra alguns casos particulares desses ramos de hipérboles com suas

assintotas: na esquerda, temos fixo « = 7/3 e, na direita, M = 2.
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[\

figura 8

Formulemos uma reciproca para esse resultado. Consideremos um ramo de uma
hipérbole de centro O, o ponto comum de suas assintotas, e uma reta tangente a essa
curva. Sejam P e Q os pontos de interseccdo dessa reta com tais assintotas. Entdo, o
produto OP-OQ € constante, e mais: o ponto de tangéncia da reta considerada € médio
do segmento PQ.

De fato, sem afetar a generalidade, podemos considerar 0 ramo com ordenadas

2 2
positivas da hipérbole é_F =1, com a e b positivos, ou seja, da curva com equacado
y = %\/x2 +b* . Trata-se da tal porcdo de hipérbole centrada na origem O do plano

cartesiano, com assintotas y = %x ey=-— %x (figura 9).

figura 9
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Sabemos que, a cada ponto T = (Xo, %ng +b?) da hipérbole em questdo, esta

: « . a )
associada a equacdo do feixe de retas y — BJX‘? +b% = m(x — Xo) que o contém. A reta
desse feixe que é tangente a essa hipérbole tem o coeficiente m igual ao valor da

derivada da funcéo f(x) = %\/ x* +b? no ponto xo, a saber, m = a__X (*). Assim,

b /xZ +Db?
a equacéo da reta tangente a hipérbole no ponto T éy — —Jxo +b? = ( — X0).
b /

Resolvendo dois sistemas com essa equagdo em comum, combinada com cada uma das

b? ab
X2 +b? —x, ’\/xg+b2 — X,

equacles y = %x ey=-— %x das assintotas, obtemos P =

_ b? ab . . -
e Q = : . Com algumas manipulacbes algébricas
— ) +b? =%, X2 +b? 4+ x,

chegamos ao produto OP-OQ = a? + b?, que é constante, como pretendido.

Xo + X 2 2 —2b?
Ainda, % = 1{ b + b ] 2 X0 =Xo = XT

2 \/x§+b2—x0 —\/x§+b2—x0 2[x5 — (x5 +b?)]

YotY¥o_ 1 ab . ab 2ab X +b2
2 2| X2 +b? =%, [XZ+b% +X, 2b*

Com isso, T é ponto médio de PQ. Isso completa a demonstragdo da reciproca.

X, +b*=yo = yr.

3 Construcdes geométricas

Os graficos apresentados nas figuras 4 e 8 foram construidos por um software a
partir de suas equacdes cartesianas. Também se contando com recursos da informética,
essas curvas podem ser observadas quando da constru¢do geométrica das retas que as

delimitam, a partir das propriedades que possuem, evidenciadas nesse estudo.

“ Embora mais trabalhoso, é possivel obter o coeficiente m da maneira que foi realizado

para encontrar m’, no caso da parabola, ou seja, sem se valer do Célculo Diferencial.
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No caso da parabola, devemos construir segmentos com extremidades em cada
lado de um angulo dado, de modo que a soma das distancias dessas extremidades ao
vertice desse angulo seja fixa. Para tanto, primeiramente construimos o angulo e um
segmento de medida fixa s (figura 10). Marcamos um ponto nesse segmento e
transferimos (via compasso) as medidas das distancias u e v desse ponto as suas
extremidades em cada lado do angulo, a partir de seu vértice. Com isso determinamos
nesses lados segmentos com a propriedade descrita acima, isto ¢, com u + v =s. Ao
“deslizarmos” o ponto marcado, ao longo do segmento de medida s, o software de
Geometria Dindmica encarrega-se de tracar os segmentos que delimitam a pardbola

envolvente.

u v

figura 10

No caso da hipérbole, devemos construir segmentos com extremidades em cada
lado de um angulo dado, de modo que o produto w das distancias dessas extremidades
ao Vvértice desse angulo seja fixo. Para tanto, primeiramente definimos o segmento de
medida unitaria, construimos o angulo e o segmento de medida « (figura 11). Assim, se
desejamos criar segmentos de medidas p e g tais que pq = @ € constante, a serem
transferidas nos lados do angulo dado, como na situacdo anterior, efetuamos uma

construcdo auxiliar, que se encontra abaixo e a esquerda na figura 11.

figura 11
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Nessa construgéo auxiliar, temos um angulo nos lados do qual sdo transferidas as
medida 1 e uma medida p, por meio do posicionamento arbitrario do ponto P, seguida
da transferéncia de w. A medida g, sendo a quarta proporcional nessa construcao,
garante que pq = w. Ao “deslizarmos” o ponto P ao longo da semirreta a que pertence, o
software de Geometria Dindmica encarrega-se de tragar os segmentos que delimitam a
hipérbole envolvente. Essa hipérbole pode também ser obtida pelo software com o
tracado do lugar geométrico dos pontos médios T desses segmentos, por meio do
mencionado “deslizamento” de P.

A figura 12 ilustra um numero consideravel de segmentos, com as propriedades
citadas, que delimitam as curvas envolventes: na esquerda, a pardbola e, na direita, a

hipérbole.

figura 12

4 Conclusao

As conicas possuem varias definicbes equivalentes. Nesse texto foram
exploradas caracterizacfes de pardbola e hiperbole por meio de envolventes, pouco
usuais nos curriculos escolares, contudo, associadas a construcdes acessiveis ao ensino
béasico, seja fisicamente, seja com o auxilio de softwares da informatica.

Podemos construir uma infinidade de triangulos em que certo angulo interno é

fixo. Vimos aqui que, aqueles triangulos cuja soma das medidas dos lados que formam
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esse angulo é constante tém lados opostos a ele delimitando uma parabola. Ja, aqueles
cujo produto das medidas dos lados que formam esse angulo é constante tém lados
opostos a ele delimitando uma hipérbole. Alias, essa hipérbole é formada pelos pontos
meédios desses mesmos lados que a delimitam. Em outras palavras, a hiperbole pode ser
considerada o lugar geométrico dos pontos médios de segmentos que tém extremidades
em cada um dos lados de um angulo a dado, desde que os triangulos formados,

conforme mostra a figura 13, sejam equivalentes.

figura 13

Referéncias

[1] GARCIA, J. C. Parabolas envolventes. Revista do Professor de Matematica,
SBM, v. 75, p. 12-14, (2011).

[2] WAGNER, E. Construcbes Geométricas. SBM, Rio de Janeiro, RJ, (2007).

GARCIA, C. Parébolas e hipérboles envolventes. C.Q.D. - Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 4, p. 30-42, ago. 2015.
DOI: 10.21167/cqdvol 4201523169664cg3042 - Disponivel em: http://www2.fc.unesp.br/revistacqd/index.jsp

42



