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Resumo

Neste artigo, apresentaremos algumas sugestoes para o tratamento do Teorema
de Pick em tépicos do curriculo de Matematica do ensino bésico, através de trés
situagoes problema. Inicialmente, citaremos alguns fatos bastante intuitivos cujas
demonstragoes podem ser encontradas em [4] e que servirdao de base para a demons-
tragao do Teorema de Pick, feita logo em seguida por indugao finita. A seguir,
discutiremos a validade do Teorema de Pick para o cdlculo do volume de poliedros
no R? e abordaremos a versio do teorema para poligonos com vértices de coor-
denadas racionais. Por fim, apresentamos 3 problemas cujas solucoes podem ser
encontradas com o auxilio do Teorema de Pick.

Palavras Chave: Teorema de Pick; Geogebra; Google Maps.

Introducao

O Teorema de Pick foi publicado pela primeira vez num artigo de 1899 em Praga por
Georg Alexander Pick, natural de Viena em 1859, que escreveu durante toda a sua
vida, cerca de 67 artigos até sua morte no campo de concentracao de Theresienstadt
em 1942.

Veremos neste artigo, como o cédlculo de dreas de poligonos pode ser feito com
uma simples contagem de pontos, se forem satisfeitas as hipéteses do teorema. Seria
entao, uma maneira de discretizar uma grandeza de natureza continua.

Antes de apresentarmos o Teorema de Pick, vamos considerar conhecidos, os
resultados mais importantes da Geometria Plana como os teoremas que nos dao as
areas de quadrados, tridngulos, circulos e outros poligonos; o conceito de semelhanca
de poligono; a relagao entre as areas de poligonos semelhantes, etc.

E importante ressaltar que poligono é a uniao dos segmentos formados por um
nimero finito de pontos nao alinhados tomados dois a dois. Quando nos referirmos
a area de um certo poligono, na verdade, estaremos nos referindo a area da regiao
poligonal interior ao poligono dado.

* Artigo realizado com base na minha dissertacao de mestrado ”Sobre o Célculo de Areas e o Teorema
de Pick”sob a Orientacao do Professor Dr. Fernando Pereira Micena.
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1 O Teorema de Pick

O Teorema de Pick afirma que: Dado um poligono P com vértices cujas coordenadas
no plano cartesiano sao nimeros inteiro, sua drea pode ser calculada pela férmula

Area(P) =i+ g -1, (1.0.1)
onde ¢ representa a quantidade de pontos de coordenadas inteiras interiores ao
poligono e b representa a quantidade de pontos de coordenadas inteiras pertencentes
as arestas do poligono.

Antes da demonstragao do Teorema, vamos fazer algums observagoes, a partir
dos exemplos seguintes:

Exemplo 1 Vamos calcular a drea do trigngulo ABC a sequir, utilizando o Teo-
rema de Pick.

Figura 1: Area do triangulo pela férmula de Pick.

Solugcao. Como os vértices do triangulo sao pontos do plano com coordenadas

inteiras, podemos aplicar o Teorema de Pick. Observando a Figura 1, vemos que

o tridangulo apresenta quatro pontos de coordenadas inteiras em seu interior (em

amarelo) e seis pontos de coordenadas inteiras em suas arestas (em azul).
Portanto,

Area(ABC) = 4 + g —1="6u.a.

Exemplo 2 Agora vamos tentar calcular a drea do poligono P da Figura 2 com o
Teorema de Pick.

Solu¢do. Antes disso, vamos calcular a area de P de um outro modo.
Como o poligono P é formado por dois triangulos congruentes de bases 4 u.c. e
alturas 2 u.c., pela férmula usual do cédlculo da area de um triangulo, a area de P é

dada por:

p 4.2
Area(P) = 2.7 = 8 u.a.

Agora, se considerarmos que cada unidade da malha da figura 2 corresponde a 1
unidade inteira de comprimento, o poligono P tera vértices de coordenadas inteiras
com dois pontos de coordenadas inteiras em seu interior (em amarelo) e quinze
pontos de coordenadas inteiras em suas arestas (em azul).
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Figura 2: Poligono P que apresenta autointerseccao.

Entao utilizando a férmula (1.0.1), segue-se que
Area(P) =2+ = —1= — u.a.

que é um resultado diferente do calculado anteriormente, e falso.

De fato, o Teorema de Pick falha no poligono anterior, porque este nao é um
poligono simples (apresenta autointersecgao).

Portanto, devemos considerar que os poligonos, dos quais queremos calcular a
area com a Formula de Pick, sdo poligonos simples.

1.1 Consideracoes iniciais e resultados preliminares

Nesta segao, vamos apresentar algumas defini¢oes, juntamente com dois lemas (cujas
demonstragoes podem ser encontradas em [4]) e a proposi¢do que mostra a propri-
edade aditiva da férmula (1.0.1). Todos estes resultados serao fundamentais na
demonstragao do Teorema de Pick.

Definicao 3 Dizemos que um poligono € simples se ndo possuir “buracos” e a in-
terseccao de um par de arestas ndao consecutivas do poligono for sempre vazia. Em
outras palavras, um poligono € simples se suas arestas ndo consecutivas, nao se
intersectarem.

Definigao 4 O interior de um poligono P € o conjunto de todos os pontos do plano
pertencentes a regiao poligonal interna a P.

Definicao 5 O exterior de um poligono P € o conjunto de todos os pontos do plano
pertencentes a regiao poligonal externa a P.

Definicao 6 Chamamos de reticulado um conjunto de pontos coplanares, cujas co-
ordenadas sao miltiplos inteiros de uma unidade de medida racional (inteira ou ndo
inteira) escolhida.

Lema 7 Dado um poligono P, qualquer ponto A de P pode ser ligado a qualquer
ponto Q da regiao interior I de P por uma linha poligonal, cujos pontos, exceto A,
sao todos pertencentes a I.
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Figura 3: Segmento AQ cujos pontos, exceto A sdo todos pertencentes ao interior do
poligono.

Lema 8 Num poligono simples com mais de trés vértices, existe um par de vértices
que sdo extremos de um segmento cujo interior nao intersecta o poligono.

Este resultado é bastante intuitivo, pois basta que liguemos vértices nao conse-
cutivos do poligono dado, como no poligono convexo abaixo:

>
lw)

Figura 4: Segmento BE cujo interior nao intersecta o poligono.

Para ver as demonstragoes dos Lemas 7 e 8, ver referéncia [4].

Proposicao 9 (Propriedade Aditiva da Férmula de Pick) Sejam P e Q poligonos
simples no plano cuja intersec¢ao é uma aresta comum. Entao, se a formula (1.0.1)
€ vdlida para P e @, ela também ¢ vdlida para o poligono P U Q.

Prova. Considere dois poligonos P e ) com coordenadas inteiras no plano, e tais
que os vértices de P sejam Vi, Va,...,V,. Como @) tem apenas uma aresta de
intersecgao com P, sejam os vértices de @), os pontos Vi, Vo, Uy, Us, ..., Upy,.

Considere P U @, o poligono formado pelos poligonos P e @, ou seja, PUQ é o
poligono de vértices Vi, Vo, ..., V,, U1, Us, ..., Up,.

Sejam 141,42 e i a quantidade de pontos de Z? no interior de P, Q e P U Q,
respectivamente.

Sejam by, by e b a quantidade de pontos de Z? que pertencem as arestas de P, Q
e P U Q, respectivamente.

Seja Q' o complementar da aresta V;Vz em Q. Neste caso, Q' é a unido de linhas
poligonais com extremos pertencentes ao poligono P. Como as arestas de P e @)
se intersectam apenas na aresta V;Vh, nés temos duas possibilidades: ou @’ estd
inteiramente contido no interior de P, ou @’ estd inteiramente contido no exterior
de P.

Vamos considerar, primeiramente, o caso em que @’ estd inteiramente contido
no exterior de P e os interiores I, e I, de P e () respectivamente, nao se intersectam
(Ver Figura 5 a esquerda).
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Figura 5: @' estd inteiramente no interior de P (a direita), ou no exterior de P (a
esquerda).

Neste caso, o interior de PUQ = I,UI,UI,, onde I, designa o interior da aresta
ViVa, e de modo que Vi € I, e Vo & I,.

Esta afirmacao pode ser justificada com o auxilio do Lema 7. De fato, dado um
ponto C qualquer da aresta V; Vs, podemos ligé-lo a um ponto B qualquer no interior
de @ por uma linha poligonal que estd inteiramente contida em I, com excecao de
C. Do mesmo modo, podemos ligar C' a um ponto D qualquer do interior de P
por outra linha poligonal que estd inteiramente contida em I, (com excecao de C).
A unido das duas linhas poligonais forma uma linha poligonal que nao intersecta
PuUQ eliga Be D. Assim, a area do poligono P U @ é igual a soma das areas dos
poligonos P e (). Portanto, queremos mostrar que

b ) by . bo
——1= — -1 ——1]. 1.1.1
z+2 (21-1—2 >+<12+2 ) ( )

Como o interior de PUQ é formada pela unido disjunta dos interiores de P, Q) e
Vi Va, temos que i = iy + iy + b3, onde b3 denota o nimero de pontos de Z? contidos
em I,.

A linha poligonal, P U Q é igual a unido de P com () subtraida de I,. Como
PN Q = ViV, o ntimero de pontos de Z? contidos em P N Q é igual bs + 2 (todos
os pontos que pertencem ao interior de V4 V5 além de Vi e Vo, ja que Vy e V5 € 72,
por hipétese). Logo,

bel—(bg—l—Q)—l—bQ—(bg+2)+2:b1+b2—2<b3+1).
Disto, segue-se que

(b1 +ba —2(bs + 1))
2

(bl + bz)
2

b
i+§—1:(i1+i2+b3)+

o que demonstra (1.1.1).
Agora, vamos supor que @’ esté contido no interior de P. Queremos provar que

b . b . b
——1= — 1) - ——1]. 1.1.2
1—1—2 (21-1—2 > <22+2 ) ( )

Neste caso, o interior de P é formado pela uniao disjunta do interior de P U Q
com o interior de () e com o complementar de V1V, em @ (Ver Figura 5). Portanto,

—1= (i1 +i2) + -2,

i1:i+i2+[b2—(b3+2)],

ou seja,
i =11 —ig2 — by + (b3 + 2).
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Como no caso anterior, teremos:
bzbl—(b3+2)+b2—(b3+2)+2:b1+b2—2(b3+1).

E dai, segue-se que

(b1 +ba —2(b3 + 1))
2

b b
1= (11—1—51—1)—(124—52—1).

b
i+§—1 = (il—ig—b2+(b3+2))+

O que demonstra (1.1.2).
O caso em que P est4 contido no interior de @’ é andlogo ao anterior.

g

Observagao 10 Importante notarmos que os argumentos apresentados e as igual-
dades (1.1.1) e (1.1.2), nos garantem que se a formula (1.0.1) vale para PUQ e para
P, entao ela também € vdlida para Q). Este fato jd era conhecido para poligonos con-
vexos. A partir de agora, o mesmo serd vdlido para dois poligonos quaisquer simples
e com apenas uma aresta comum de interseccdo.

1.2 O Teorema de Pick: Demonstracao

Vamos, agora, apresentar a demonstragao do Teorema de Pick. Antes, mostraremos
que o teorema ¢é valido em triangulos retangulos de catetos paralelos aos eixos co-
ordenados. Depois estenderemos o Teorema para retangulos e tridngulos quaisquer.

A Férmula de Pick para tridangulos. Seja T um triangulo retangulo com vértices
em Z? e catetos paralelos aos eixos coordenados.

Figura 6: O Teorema de Pick para triangulos retangulos.

Seja R o retangulo que tem os catetos de T' como dois de seus lados. Sejam
também m e n os comprimentos dos catetos de T, i o ntiimero de pontos de Z? no
interior de T e by, o nimero de pontos de Z? no interior da hipotenusa de T

O ntimero de pontos de Z? no interior de R é (m —1)(n —1). Disto segue-se que

(m—1)(n—1) — by
5 :

O ntimero b de pontos de Z2 em T é igual m + n + by, + 1, logo

b (m—1)(n—1)—b, (Mm+n+b,+1) mn
Z 1= —1=—
‘T3 2 * 2 2
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O que confirma o resultado que pode ser obtido com o cédlculo usual da area de
um tridangulo, ja que podemos tomar qualquer um dos catetos como base e o outro
como altura do triangulo.

Portanto, a formula vale para triangulos retangulos cujos catetos sao paralelos
aos eixos coordenados.

Como todo retangulo R pode ser formado por dois triangulos retangulos T e
Ts, pela Proposigao 1 e pelo que acabamos de demonstrar, a férmula (1.0.1) vale
também para todo retangulo de vértices em Z? cujos lados sdo paralelos aos eixos
coordenados.

Figura 7: O Teorema de Pick para triangulos quaisquer.

Agora, considere um triangulo T qualquer com vértices em Z2. Podemos formar
um retangulo R com vértices em Z?2, tal que R = TUT;UT»UT3, onde Ty, Th, T3 sejam
tridngulos retangulos convenientes com catetos paralelos aos eixos coordenados (em
alguns casos, menos de trés triangulos retangulos sao necessarios, mas o argumento
é analogo). (Ver Figura 7)

Como a férmula (1.0.1) vale para R, T1,T5 e T3, ela vale também para o triangulo
T, pela Observacgao 10.

Agora, temos todas as ferramentas necessdrias para demonstrar o Teorema de
Pick.

Teorema 11 (Teorema de Pick) Dado um poligono simples P com vértices de
coordenadas inteiras, a drea de P serd dada por

‘ b

Area(P) =1+ 5~ 1,
onde 1 representa a quantidade de pontos de coordenadas inteiras interiores ao
poligono, e b representa a quantidade de pontos de coordenadas inteiras nas arestas
do poligono.

Prova. A demonstragao serd feita por indugao sobre n. Vimos no caso de triangulos,
que a férmula (1.0.1) é valida, ou seja, para poligonos com 3 vértices de coordenadas
inteiras.

Suponhamos entao, que a férmula (1.0.1) seja valida para qualquer poligono
simples com k vértices, todos com coordenadas inteiras, onde k < n e k, n € N.
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Considere entao um poligono P com (n + 1) vértices (V1,Va,...,Vyy1). Pelo
Lema 8, P possui um par de vértices que sao extremos de um segmento cujo interior
nao intersecta P.

Sem perda de generalidade, sejam Vi e V), este par de vértices, seja P; o poligono
de vértices Vi, Va,..., V), e seja P, o poligono de vértices V1, Vp, Vpt1,..., Vg1 A
féormula (1.0.1) vale tanto para P; como para Ps, pois cada um dos poligonos tem no
maximo n vértices, logo pela Proposicao 9, a férmula (1.0.1) vale também para P, o
que prova que ela é valida para todo poligono simples com n vértices de coordenadas
inteiras.

Exemplo 12 Calcular a drea do poligono P da Figura 8.

Figura 8: Poligono de vértices com coordenadas inteiras.

Solugdo. Pela Figura 8, vemos que P é um poligono simples que apresenta seus
vértices em pontos de coordenadas inteiras, logo, pelo Teorema de Pick, como ha
dez pontos de coordenadas inteiras em suas arestas e quatro pontos de coordenadas
inteiras no interior de P, teremos:

P 10
Area(P) = 5 +4—-1=8u.a.

1.3 O Teorema de Pick para poliedros: Um contrae-
xemplo

Se tomarmos pontos do R3 de coordenadas inteiras, é natural imaginar que possa
existir uma férmula semelhante a férmula de Pick que calcule o volume de um
poliedro com vértices de coordenadas inteiras em funcdao do nimero de pontos de
coordenadas inteiras pertencentes as arestas e dos pontos de coordenadas inteiras
interiores a P.

Vamos verificar que a férmula (1.0.1) ndo é valida no R3, através do seguinte
exemplo.

Exemplo 13 Considere o tetraedro T de vértices A(1,0,0), B(1,1,0), C(0,1,0) e
D(0,1,1) no R3. Calcular o volume de T.
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D (0.1,1)

Figura 9: Tetraedro com coordenadas inteiras.

Solugao. Analisando a Figura 9, vemos que os tinicos pontos de coordenadas inteiras
pertencentes ao interior ou as arestas do triangulo ABC sao o seus 3 vértices, pois
ABC é um triangulo elementar.

Na aresta C'D, existem 2 pontos de coordenadas inteiras em seu interior, a saber
CeD:

Na aresta BD, hi apenas dois pontos de coordenadas inteiras pertencentes &
mesma, B e D, pois BD é a diagonal do quadrado BC DG, cuja equacio é dada por
(1—1t,1,t), t € R. Set =0, teremos o ponto B; para t = 1, teremos o ponto D e
para qualquer outro valor de ¢t € (0,1), (1 —t¢,1,t) ndo serd um ponto de coordendas
inteiras.

J4, na aresta AD, os unicos pontos de coordenadas inteiras sao os vértices A e
D, isto fica claro, considerando que o segmento AD tem equacao (1 —t,t,t), t € R.
Se t = 0 teremos o ponto A, para t = 1 teremos o ponto D e para qualquer outro
valor de t € (0,1), (1 —¢,t,t) ndo serd um ponto de coordenadas inteiras, logo nao
entra na contagem dos pontos com coordenadas inteiras.

Agora, verificando o interior do tetraedro ABCD, vemos que ai nao hé pontos
de coordenadas inteiras. Isto também fica claro ao observarmos que o interior do
tetraedro ABCD pertence ao inteiror de um cubo de aresta unitaria e cujo interior
também nao possui pontos de coordenadas inteiras.

Portanto, nas arestas e vértices do tetraedro, temos os 2 pontos pertencentes a
aresta C'D e os pontos A e B que possuem coordenadas inteiras , ou seja, b = 4.

Ja no interior do tetraedro nao ha pontos de coordenadas inteiras, logo, i = 0.

Se aplicarmos a férmula (1.0.1), supondo-a vélida para o calculo do volume do
tetraedro T', teremos

b 4

Mas, pelo calculo usual do volume de um tetratedro, temos que

1 11 1
V(T) = §A(b).h =35= g%

onde A(b) representa a area da base do prisma (ABC), h a altura do mesmo e u.v
¢é unidade de volume.

Portanto, para poliedros tridimensionais nao existe uma férmula simples como
a (1.0.1), que nos dé os volumes dos mesmos, apenas contando-se seus pontos in-
ternos e os pontos pertencentes as suas faces. Para generalizar a féormula (1.0.1) é
necessario utilizar um outro tipo de reticulado. Ver [2].
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1.4 Extensao do Teorema de Pick para poligonos com
vértices de coordenadas racionais

Mostraremos, agora, que se as coordenadas dos vértices de uma regiao poligonal
nao forem todas ntimeros inteiros, mas forem racionais, com o auxilio do Teorema
de Pick para coordenadas inteiras, torna-se possivel calcular a area da regiao.
Inicialmente, vamos demonstrar o seguinte resultado:

Lema 14 Considere um poligono P no plano R?. Se multiplicarmos todas as co-
ordenadas de seus vértices por um mesmo numero n, teremos um novo poligono Q
cujas medidas dos lados sofrerao um aumento (ou diminui¢ao) por um fator de n
em relacao as medidas dos lados de P.

Prova. Basta mostrarmos que ao se multiplicar as coordenadas de dois vértices con-
secutivos quaisquer por um numero n, a nova distancia entre eles ficara multiplicada
também por n. De fato:

Seja A(xi,y;) e B(xj,y;) dois vértices consecutivos quaisquer de um poligono P.
A distancia entre A e B é dada por:

A4, B) = (g = 202 + gy — )

Multiplicando-se as coordenadas de A e B por n, teremos A(na;, ny;) e B (nzj, ny;),
logo

A(A, B) = \f(n; — nwi) + (ngy — nys)2 = \[n2((; — 20)2 + (g5 — %] = nd(4, B).
OdJ

Proposicao 15 (Teorema de Pick para coordenadas racionais) Seja P um

poligono simples de n vértices com coordenadas racionais Ay (p—l T—l) , Ag (p—Q 2 .

q1’ s1 q2’ s2
A, (7’" Ln) no R2. A drea de P € dada por

Gn Sn
‘ Area
Area(P) = #,
m
onde m € o mmc(qi, $1,92, 52, -, Gn, Sn) € Q € o poligono que se obtém ao multi-

plicarmos todas as coordenadas de P por m.

Prova. Multiplicando-se todas as coordenadas de P por m, construiremos um novo
poligono simples @) cujos vértices terao todos eles, coordenadas inteiras.

Mas neste caso, pelo Lema 14, as medidas dos lados de ) serao iguais as res-
pectivas medidas dos lados correspondentes de P multiplicados por m, ou seja, os
poligonos @ e P sao semelhantes, cuja razao de semelhanca é m.

Aplicando o Teorema de Pick a @), teremos a Area(Q), mas como a razao entre
as dreas de figuras semelhantes é o quadrado da razao de semelhanca, segue-se:

Area

rea(Q) _
Area(P)
ou seja,

Area(P) = —*
O

Observagao 16 Na verdade, para que possamos utilizar a Férmula de Pick, basta
que tenhamos um reticulado (ou malha), cuja distincia entre seus pontos conse-
cutivos seja constante e de modo que o poligono do qual se deseja calcular a drea,
possua todos os seus vértices em pontos do reticulado.
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2 Aplicacoes do Teorema de Pick

Problema 1. Sejam p e g ndimeros inteiros positivos, tais que mdc(p,q) = 1.
Encontrar inteiros m e n tais que:

mp —ng = 1.

Solu¢do. Nao conhecemos nenhuma férmula para calcular os valores de m e n que
satisfacam a igualdade acima. O que podemos fazer é aplicar o algoritmo de Euclides
a cada (p,q) para encontrar uma solugao (m,n).

(p.9)

(n,m)

Figura 10: Solucao da equacao dionfantina mp — ng = 1.

O célculo de m e n, no entanto pode ser feito com o auxilio do Teorema de Pick,
como se segue.

Sejam p e ¢ nimeros primos entre si e considere o segmento de reta que une a
origem O(0,0) ao ponto P(p,q) no R2.

Como p e g sao primos entre si, afirmamos que nao existe qualquer outro ponto
de coordenadas inteiras neste segmento de reta. De fato, suponhamos que exista tal
ponto (a,b) neste segmento diferente de (p,q), com a e b nimeros inteiros. Como
os pontos (z,y) que pertencem ao seguimento O P satisfazem as desigualdades:

O0<z<pel=<yc<yg,
e como estamos supondo (a,b) diferente de O e P, deveremos ter:
a<peb<yq.

Mas a equacao deste segmento de reta é y = %x. Assim, teremos
_ 4 _
b==a= bp=qa.
p

Além disso, a e b s@o inteiros positivos e como mdc(p, q) = 1, segue-se que:
pla=p<a e

q/b=q<b.

Contrariando as desigualdades anteriores. Portanto nao existe tal ponto de co-
ordenadas inteiras no segmento citado.

Agora, transladando-se o segmento paralelamente (para cima) a sua posi¢ao
inicial até encontrar um primeiro ponto M (n, m) qualquer, de coordenadas inteiras,
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veremos que os pontos O, P e M formam um triangulo elementar (7°), pois nao
contém em seu interior nem na sua fronteira, pontos de coordenadas inteiras, exceto
nos vértices. Sua area entao é dada pela férmula de Pick

. 3 1
A TY=04+—-—-1= —.
rea(T) +2 5

Além disso, calculando-se a area do tridngulo pela metade do médulo do deter-
minante de suas coordenadas, temos que

Area(T) = %(pm —qn).

Igualando as duas igualdades anteriores para Area(T), segue-se que
mp —ng = 1.

Observagao 17 Se transladarmos o segmento paralelamente para baixo formando
um triangulo elementar e calculando sua drea pela metade do mddulo do determi-
nante de suas coordenadas, chegaremos & equagao:

ng —mp = 1.

Neste caso, as solucdes da equacdo serao os numeros inteiros —m e —n.

Problema 2. Vamos agora, mostrar como o Teorema de Pick pode ser 1til também
para se estimar o valor de .

Inicialmente, sabemos que 7 estd relacionado com a area do circulo (A.) pela
férmula:

Ac

= (2.0.1)

m =

Podemos estimar o valor de 7 utilizando o Teorema de Pick, através de poligonos
que melhores se ajustem e aproximem o circulo dado.
Considere a Figura 11 que representa circulo de raio 1.

7N
N7

Figura 11: Quadrados inscritos e circunscritos ao circulo de raio 1.

Este circulo esta entre os quadrados inscritos e circunscritos a ele (ver Figura 11).
Vamos aproximar o valor de 7 pelas areas dos dois poligonos. Para a aproximacao
pela area do poligono interno ()1, temos quatro pontos de coordenadas inteiras que
pertencem as arestas de ()1, ou seja, b = 4 e um ponto interno a @)1, ou seja ¢ = 1.

Logo,
. 4
Area(Q1) = 5t 1-1=2u.a.
Pela férmula (2.0.1),

A Area(Ql) 2
T 1
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)
]

Figura 12: Quadrado circunscrito ao circulo de raio 1.

que é uma aproximacao muito ruim.

Agora, considere o quadrado Q5 circunscrito ao circulo de raio 1.

Em )5 temos oito pontos que pertencem as arestas de (J2, ou seja, b = 8 e um
ponto interior a ()2, ou seja i = 1, portanto

. 8
Area(Q2) = 3 +1-1=4u.a.

Pela férmula (2.0.1):
A Area(Qg) o
2 72 12

que também é uma aproximacao grosseira para 7.
Mas podemos tomar a média aritmética das duas aproximacgoes encontradas:

(2+4)
2

I

s =3,
que é uma aproximacao ainda ruim, mas bem melhor que as anteriores.

Agora, vamos considerar um circulo de raio 3 e efetuar o mesmo procedimento.
Neste caso, o octégono (P;) é o poligono que melhor aproxima o circulo (Ver Figura

13).

° ° °
° ° ° ° °
° ° ° ° °
° ° ° ° °
° ° °

Figura 13: Octégono aproximando o circulo de raio 3.

Assim, b =16 e i = 21. Logo,
. 16
Area(Py) = 5 +21—-1=28u.a.

Pela férmula (2.0.1) temos:

A, _ Area(P 2
e o ArealP) 28 gy

mT=—= =
r2 r2 32

que é uma aproximacao bem melhor que as anteriores. Mas podemos aproximar

ainda mais.
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Figura 14: Poligono que aproxima o circulo de raio 10.

Considere agora um circulo de raio 10.
O poligono R que melhor aproxima o circulo é um poligono com 40 pontos de
coordenadas inteiras em suas arestas e 293 pontos de coordenadas inteiras internos

a R. Assim,

P 40
Area(R) = 5 +293 -1 =312 u.a.

Agora, pela férmula (2.0.1):

m =

A, _ Area(R) 312

- = —— =5 =312
T T 10
que ja é uma aproximagao razoavel.

Mas este procedimento pode ser feito sucessivamente, aproximando manual-
mente, um circulo qualquer por poligonos que apresentem uma quantidade de pon-
tos com coordenadas inteiras (em suas arestas e em seu interior) cada vez maior, de
modo que esta quantidade de pontos tenda ao infinito, o que fard m se aproximar
cada vez mais de seu valor real.

Problema 3. Calcular a area aproximada do Estado de Alagoas.

Esta atividade foi dividida em 5 passos que se referem respectivamente ao acesso
ao site Google Maps, ao acesso ao software Geogebra, a construgao do poligono que
aproximara o mapa da regidao e ao cédlculo aproximado da area da regiao.

Para que esta atividade possa ser realizada com sucesso é necessario que os
alunos conhecam a Formula de Pick e as hipdteses que devem ser satisfeitas para
a validade da férmula. Além disso, os alunos devem ter dominio sobre o conceito
de perimetro e drea de poligonos, figuras semelhantes e da relagao entre as areas de
poligonos semelhantes.

Para uma sugestao de sequéncia didatica sobre estes topicos de Geometria, que
culmine na aplicacao do Teorema de Pick no célculo aproximado das areas de regices,
ver referéncia [4].

A nossa sugestao é que esta atividade seja realizada durante 2 aulas com a turma
dividida em grupos que poderao ter entre 5 ou 6 alunos.

No laboratério de informaética, cada grupo devera ficar em um computador para
a realizacao das atividades. Os primeiros passos abaixo na operacao do Geogebra
podem ser feitos pelo préprio professor, mas seria importante que os alunos pudes-
sem fazé-los, mesmo com a ajuda do professor.
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1° passo: Cada grupo deverd acessar o Google Maps e buscar o mapa de Alagoas,
ajustando o zoom (no canto inferior esquerdo) para 20 km sobre 20 mi (milhas),
como na Figura 15. Os 20 km é o valor que corresponde ao segmento de tamanho de
1,5¢em. Portanto a escala é a razao entre 20km e 1, 5¢m, ou seja, 13,333. .. km/cm.
O valor aproximado de 13, 33 é a razao de semelhanca que utilizaremos para o célculo
aproximado da area real do Estado de Alagoas.

Figura 15: Alagoas no Google Maps.

2° passo: Depois disto, o aluno responsavel pela operagao do computador deve
pressionar as teclas Alt + Prt sc para copiar a imagem do mapa no Google, abrir
qualquer programa de edi¢ao de imagens (por exemplo, o Paint), colar a imagem
copiada do Google Maps e salvar o arquivo numa pasta do computador.

3° passo: Agora o aluno deve abrir o software Geogebra, clicar no Menu Opgaes,
depois Configuragoes, Janela de Visualizag¢do e clicar na aba Malha. Depois marcar
Ezibir Malha e deve-se ajustar a distancia entre os pontos da malha, de modo que a
distancia fique a mais préxima possivel de 1 c¢m. Essa medicao pode ser feita com o
auxilio de uma régua. Neste trabalho a distancia que melhor se aproximou a 1 ¢m
foi 0.9, como podemos ver na Figura 16.
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([ A [T ') 1\ Mover 2
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i i = = |l i i ;
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T T U SOU S B - i L i
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! ! Bésico | Euox | Eno| Maina | i 1 I
Lo miemefm o e mm o
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i i i i i
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Figura 16: Ajustando a malha no Geogebra.

Depois de ajustada a malha, abaixo da barra de Menu, o aluno deve clicar no
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10° botao e 42 opgao, clicar na tela e escolher a pasta do computador onde a imagem
estd salva, depois clicar com o botao direito do mouse em Propriedades, depois na
guia Bdsico, Imagem de Fundo e Fechar (Ver Figura 17).

© Geoebn s S ® S ——— T T |
AfauNo_Edtar Exbir Disposisdes Opgdes Ferramentas Janela Auda
A R B %) 3 X KT Mover @
[ B ol B O NS 252 [|L) Avaste ou setecone um o mais obietos Esc) S
L e~
\v/ | A& = oo
B
i

Figura 17: Imagem do Google no Geogebra.

4° passo: Agora o aluno deve aproximar o mapa de Alagoas por um poligono que
tenha vértices com coordenadas inteiras (para respeitar as hip6teses do Teorema de
Pick). Ele tragard segmentos que unam dois vértices de coordenadas inteiras até
que a uniao de todos estes segmentos formem um poligono que aproxime da melhor
maneira possivel, a regiao do mapa. Para isso, o aluno clicara no 3° botao abaixo da
barra de Menu e depois em Segmento definido por dois pontos. Para fazer o papel
da barra de rolagem (subir ou descer a tela do geogebra) deve-se usar as setas do
teclado. A area do poligono é uma aproximacao para a drea do mapa. (Ver Figura
18).

€ GeoGera - b T ST e v TR =zl |
Arquivo Editar Exibir Disposicies Opgdes Femamentas Janela Ajuda
" il 2 \ 2ol Segmento definido por Dols Pontos @
(A o] e o] e |
LEc- W —-

Entrada: @

Figura 18: O poligono que aproxima o mapa de Alagoas.

5° passo: Sabendo que o mapa é semelhante a superficie real do Estado, o grupo
deve calcular a area aproximada de Alagoas utilizando a relagao entre as areas de
duas figuras semelhantes que neste caso é o quadrado de 13,33 (razao de semelhanca)
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e considerando que o poligono construido é uma aproximacao para a figura do mapa.

Utilizando a Férmula de Pick, podemos calcular a drea do poligono (P) que
construimos anteriormente. Assim, como b = 31, i = 134, teremos

. 31
Area(P) = 5 T34 -1=1485 cm?.
Se chamarmos a area real do mapa de Alagoas de A, e sabendo-se que a razao
entre as areas de duas figuras semelhantes é o quadrado da razao de semelhanca
(13,33 km/cem), segue-se que
A
148, 5
A 4reareal do mapa de Alagoas é de 27.778, 506km? (Fonte:http://www.ibge.gov.br).
O erro no calculo da superficie alagoana é de aproximadamente 5%, que é um erro
razoavelmente pequeno, considerando-se o relevo, a possivel imprecisao do mapa e

levando-se em conta o método utilizado de aproximar o mapa por segmentos de
retas, que é um processo quase manual.

=13,332 = A =148,5 x 177,6889 = 26.386, 8 km?.

Observagao 18 O professor pode também escolher a regigo da qual os grupos de-
verdo calcular a drea, podendo ser cidades, estados ou paises. Também pode-se
sugerir que cada grupo calcule a drea de uma regidgo distinta das demais regioes es-
colhidos pelos outros grupos. Ao final da aula, o professor pode calcular, juntamente
com o0s grupos, qual grupo apresentou menor erro no cdlculo aprorimado da drea da
sua regiao.

O professor também pode desafiar os grupos a tentarem calcular a drea da su-
perficie da escola utilizando a planta baiza da mesma (se esta planta baiza estiver
disponivel). Para isso, o professor deve informar aos alunos a escala do desenho,
e sugerir que eles utilizem a formula de Pick e a razdo entre as dreas de figuras
semelhantes.

O professor pode ficar responsdvel pelos 1°, 2° e 8° passos, se achar que 0s
alunos ndo apresentam a desenvoltura necessdria com o computador, para o Sucesso
da atividade. Os grupos podem ficar responsdveis apenas pela poligonaliza¢do do
mapa no Geogebra e depois pelo cdlculo da drea do poligono e da drea do mapa real.
Pode-se também aumentar a precisGo do processo, diminuindo-se o tamanho da
unidade de medida da malha utilizada. Isto torna o processo de poligonalizagao do
mapa ainda mais preciso, pelo fato de os quadrados da malha se tornarem menores.
FEscolhida a unidade da malha a ser adotada (u.m.), a escala deve ser dada em km
por u.m, para que a drea aprorimada da Tegido do mapa seja calculada corretamente
em km?2.

E possivel que na escola onde o professor aplicard a referida proposta, nao haja
conexdo com internet, meste caso pode-se colher diferentes mapas previamente e
levar aos computadores a serem utilizados, para depois podermos utilizar o software
Geogebra. Para isso, devemos informar ao aluno, a escala da figura, para que este
possa calcular a drea do mapa da regiago pretendida, utilizando-se a relacdo entre as
dreas de duas regioes semelhantes.

Caso, a escola nao tenha o software Geogebra instalado em seus computadores,
pode-se utilizar alternativamente o software Inkscape ou entao o Paint, que pode ser
encontrado em qualquer computador com sistema operacional Windows.

Se a escola nao tem laboratorio de informdtica e computadores, o professor pode
colher os mapas previamente, imprimi-los, recortd-los e levd-los a sala de aula jun-
tamente com o papel seda (transparente) e o papel milimetrado, para que o0s alunos

SILVA JUNIOR, F. S.; MICENA, F. P. Sugestdes para aplicacéo do teorema de Pick na educagédo basica. C.Q.D. - Revista Eletrénica
Paulista de Matemética, Bauru, v. 3, p. 41-58, dez. 2014.
DOI: 10.21167/cqdvol 3201423169664f ssjfpm4158 - Disponivel em: http://www2.fc.unesp.br/revistacqd/index.jsp

57



possam aplicar a Férmula de Pick aos desenhos dos mapas feitos no papel seda e
aprozimados por um poligono desenhado mo papel milimetrado, ao qual se possa
aplicar a formula de Pick. Evidentemente, o professor deve informar aos alunos, a
escala do mapa das figuras a que se deve aplicar a férmula de Pick.

3 Conclusao

Como vimos com os exemplos e construcoes anteriores, o Teorema de Pick nao é
apenas uma ferramenta bastante 1til no estudo do calculo de areas de poligonos
simples (mesmo com formas mais irregulares) mas também mostra-se muito eficaz
para estimar aproximagoes para o valor de 7, resolver certas equagoes diofantinas e
estimar as areas de regioes geograficas.

Assim, é totalmente possivel introduzir a Férmula de Pick no ensino de ma-
tematica da Educacao Basica, principalmente utilizando-se malhas ou reticulados,
softwares como o Geogebra e fazendo uso dos conceitos de perimetro, semelhanga de
figuras, calculo de areas, entre outros conceitos basicos de geometria que os alunos
ja devem dominar.
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