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Resumo

O objetivo deste trabalho é aplicar uma classica ferramenta da Teoria de Sin-
gularidades, a saber, desdobramentos de fungoes reais, no estudo da estrutura local
de alguns subconjuntos do espaco Euclidiano.

Palavras Chave: Geometria diferencial, singularidades, desdobramentos, conjunto
bifurcacao, conjunto discriminante.

Introducao

Considere uma funcao F' : R x R” — R suave. Considerando F' como uma familia
de fungoes a r-parametros, chamada de desdobramento de uma determinada funcao
pertencente a familia dada, a existéncia de desdobramentos com a propriedade de
serem “versais”é um dos resultados centrais da Teoria de Singularidades. A grosso
modo, um desdobramento versal de uma funcao real g contém todas as funcoes
proximas a g. Reconhecer desdobramentos versais é importante para estudar pro-
priedades de subconjuntos do espaco de parametros que sao preservadas por difeo-
morfismos. O principal objetivo deste trabalho é apresentar fundamentos béasicos
sobre desdobramentos de fungoes reais e algumas de suas aplicagoes ao estudo da
estrutura local de curvas e superficies.

Sabemos que, na vizinhanca de pontos regulares de curvas e superficies, estas
sao difeomorfas a retas ou a planos, respectivamente. Portanto, a questao que
resta analisar é quanto a estrutura local em pontos singulares, ou seja, em pontos
onde nao temos bem definido a reta tangente ou o plano tangente. Por exem-
plo, a curva a(t) = (¢3,t?) ndo é regular em t = 0 (Figura 1, esquerda), e a su-
perficie parametrizada por f(z,y) = (z,y?, %) (Figura 1, direita), ndo é regular em
{(z,0); z € R}, a primeira chamada cispide ordindria, e a segunda cuspidal edge.

A organizagao deste trabalho é como segue: Nas duas primeiras segoes apresen-
tamos os principais resultados sobre desdobramentos p-versais e versais. A diferenga
bésica na definicdo entre eles é a existéncia de uma funcao constante. Associado a
desdobramentos p-versais temos os conjuntos singular e bifurcacao e, associado a
desdobramentos versais, temos os conjuntos zero e discriminante. Os conjuntos sin-
gular (no caso p-versal) e zero (no caso versal) sao variedades diferencidveis suaves,
de mesma dimensao que o espaco de parametros. J4 o mesmo nao ocorre para os
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Figura 1: Cuspide ordinaria (esquerda) e cuspidal edge (direita).

conjuntos bifurcagao e discriminante. Estes desempenham papel cruscial no estudo
de propriedades de subconjuntos do espaco de parametros que sao preservadas por
difeomorfismos, o que é apresentado na terceira secao deste trabalho. Veremos, por
exemplo, que a evoluta de uma curva regular é, na vizinhanga de um ponto singular
(que é vértice ordindrio da curva dada), o conjunto bifurcagdo de um desdobra-
mento e, como consequéncia de resultados que veremos, é difeomorfa a uma cispide
ordindria. Além da evoluta de uma curva plana, também apresentamos o estudo da
curva e da supeficie paralela associadas a uma curva plana. Varios outros conjuntos
podem ser estudados com a mesma técnica, como por exemplo, a ortotémica, a
curva dual de uma curva plana, a superficie dual e a tangente desenvolvivel de uma
curva no espaco, o envelope das retas tangentes, entre outros. As demonstragoes
dos resultados enunciados nas duas primeiras se¢oes sao omitidas por serem longas
e técnicas, mas encontram-se nas referéncias citadas ou, com todos os seus detalhes,
na dissertacao de mestrado do primeiro autor.

A referéncia principal deste estudo é o livro de J. W. Bruce e P. J. Giblin
([4]) e outras referéncias consultadas estao citadas na bibliografia. Os resultados
que enunciamos estao no livro [4], ou como proposigao/teorema, ou como exercicio
proposto. Acreditamos que nossa maior contribuicao na elaboracao deste trabalho
é apresentar ao leitor um texto em portugués e rico em detalhes.

No que segue, a notagao F' : R x R", (g, x9) — R significa que F' estd definida
em uma vizinhanga de (g, z9) em R x R" e dizemos que F' é um desdobramento a
r parametros de f = F,,, onde Fy,(t) = F(t,xp). Por exemplo, um desdobramento
para a funcdao f(t) = t° pode ser dado pela familia de funcdes a 3 parametros
F(t,a,b,c) = t° 4+ at® + bt? 4 ct, onde f é obtida tomando a = b = ¢ = 0.

1 Desdobramentos p-versais

Definicao 1 Seja G : R x R® (to,y0) — R um desdobramento a s-pardmetros da
fungao g = Gy,. Considere

a:RxR" (tg,z9) — R, onde a(t,z9) =t
b:R", xg — R® yp, onde b(zg) = yo ,
c:R",zg = R

em que a,b e ¢ sao suaves. Entao o desdobramento F : R x R", (tg,z9) — R da
fungao f(t) = g(t) + c(zo) dado por

F(t,x) = G(a(t,z),b(z)) + c(x)

é dito p-induzido de G. Se todo desdobramento de g é p-induzido de G, dizemos
que G € um desdobramento p-versal de g em ty.
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Exemplo 2 Sejam g(t) = t3, G : R x R,(0,0) — R um desdobramento a I-
pardmetro de g, dado por G(t,x1) = t3 4+ x1t, e H : R x R? (0,0) — R um desdo-
bramento a 2-parametros de g dado por H(t,x1,x2) = 3 + 21t + xot%. Afirmamos
que G € p-induzido de H e H € p-induzido de G.

De fato, observe que G(t,z1) = H(t,x1,0). Assim, tomando

a:RxR,(0,0) - R, dado por a(t,z1) =t
b:R,0— R2 0, dado por b(z1) = (z1,0)
c¢:R,0— R, dado por ¢(z1) =0

obtemos G(t,x1) = H(a(t,z1),b(x1))+c(x1), de onde concluimos que G € p-induzido
de H. Mostremos agora que H € p-induzido de G.
Podemos eliminar o termo t* obtendo:
1 1 2 1
H(t— 3%2 x1,x2) = G(t,x1 — gx%) + ﬁxg’ — 312
e, assim, H(t,x1,x9) = G(t+%$2,l’l—%l'%)—i—%l'%—%lbll'g = G(a(t,z1,x2),b(x1,z2))+
c(x1,x2), onde

a:R xR?(0,0) = R, dado por a(t,z1,r) =t + %372
b:R20— R,0, dado por b(z1,72) = 1 — %35%

c:R%,0 = R, dado por c(z1,x2) = %x% — %3311'2

Portanto, H € p-induzido de G.

Observacao 3 Seja g : R,0 — R suave e sejam F, G e H desdobramentos de g
em tg. A partir da definicdo, podemos mostrar que:

(a) Se F' é p-induzido de G e G € p-induzido de H, entdo F € p-induzido de H.

(b) Se G € desdobramento p-versal de g em ty e G é p-induzido de H, entao H é
desdobramento p-versal de g em tg.

No que segue neste artigo, denotamos por g(t) = £tF+1 se g(t) = t**! para
todo ¢, ou g(t) = —tk*+1 para todo t. O teorema a seguir é fundamental para as
aplicagoes que veremos. Sua demonstracao para o caso em que os desdobramentos
sao analiticos pode ser encontrada em [4], ou em [1], para o caso geral.

Teorema 4 ([4], p. 137) Seja g : R,0 — R dada por g(t) = +t**'. Entdo o
desdobramento G : R x R¥=1(0,0) = R de g em 0 dado por

Gt ) = " p oy PV gt 4t
€ p-versal.

Exemplo 5 Seja H : R xRF,(0,0) — R, dado por H(t,z) = tFT! fapth + ... + a1t
desdobramento de g : R,0 — R dada por g(t) = t**1. Mostremos que H é um
desdobramento p-versal de g em 0.

Seja G : RxRF~1 (0,0) = R o desdobramento p-versal de g dado no Teorema 4,
ou seja, G(t,x) = tFt 4 ap_1tF 1 4 . 4 aot? + 21t. Mostremos que G € p-induzido
de H.

Note que G(t,x1,...,xx_1) = H(t,x1,...,2k-1,0). Logo, considerando

a:R x RF1(0,0) = R, dada por a(t,zq,...,xp_1) =t
b:RF1 0 — R 0, dada por b(zy,...,25_1) = (21, ..., 75_1,0) ,
c:RF10 = R, dada por c(x1,...x5_1) =0
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obtemos
G(t,xz) = H(a(t,z),b(x)) + c(x),

ou seja, G € p-induzido de H.
Como G € desdobramento p-versal de g em 0 e G € p-induzido de H, pela Ob-
servagao 3(b), concluimos que H € desdobramento p-versal de g em 0.

Note que, seguindo a definicao de desdobramento p-versal, é dificil decidir se
um dado desdobramento é ou nao p-versal. Desse modo, necessitamos de condigcoes
(critérios) que nos digam quando um desdobramento é p-versal ou nao. A seguir
enunciamos um critério bastante 1util, que serd fundamental para as aplicagoes que
veremos.

Uma funcao suave f : R ,tg — R tem singularidade do tipo Ap em ty, para
k>1,se f)(tg) = 0 para p = 1,2,....,k e fEHD(t) # 0. Por exemplo, a funco
f(t) = t**1 tem singularidade do tipo Ay em ty = 0. Veremos neste trabalho que o
tipo de singularidade de uma funcao real é fundamental para o estudo da geometria
de certas curvas e superficies na vizinhanca de um ponto regular.

Sejam g : R — R e tg € R. O k-jato de g em ty é, por defini¢do, o polindmio em
t de grau < k, dado por

‘ dg 29 t2
k
ty) = to)t
7%g(to) dt<0)+dt2( 0)5; +
k—1 751{:—1
yo.+ 29

a1 ) T

Teorema 6 ([4], p. 140) (Critério) Seja F': R x R", (t9,z9) — R desdobramento
de f:R,tg — R, onde f tem singularidade do tipo Ay (k > 1) em ty. Suponhamos
que

-1, OF

VAN oz,

para ¢ = 1,...,7. Entao F é p-versal se, e somente se, a matriz dos coeficientes
(i) (k—1)xr tem rank k — 1 (isso requer que k — 1 <r).

(t,x0))(to) = it + 012175 oo 1)Ztk

Exemplo 7 Seja F(t,z) = t* +x1t3 + 19t? + 3t desdobramento a S-parametros de
g(t) =t* em tog =0. Como g tem singularidade do tipo Az em 0,

oF oF

(a (£,0))(0) = 05 j(5—(t,0))(0) = t*; J'Q(ai(l% 0))(0) =t
T zs3

8.%‘2
e jQ(%(t,O))(O) = ayit + agit?, i = 1,2,3, entdo a matriz (aj;) dada no Teorema
6 é
0 0 1
01 0]

a qual possui rank 2. Seque, portanto, que F' € um desdobramento p-versal de f em
to = 0.

Consideremos agora o desdobramento a 2-pardametros de g em 0 dado por F(t,z) =
t* + x1x9t% + xot. Como

OF OF
Pl (.0)(0) = 0; (5 (6.0)(0) =
e j2(g—£(t, 0))(0) = ait + agit?, i = 1,2, entdo a matriz (aj;) € dada por
01
0 0}’

a qual possui rank 1. Portanto, F nao é desdobramento p-versal de f em tg = 0.
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Note que, se r > k—1, entao sempre existe uma escolha adequada dos a; tais que
a matriz dada no Teorema 6 tenha rank igual k—1, obtendo assim um desdobramento
p-versal. Observamos também que se r < k — 1, entdo nao existe desdobramento
p-versal, pois a matriz nao terd rank k£ — 1. Assim, um desdobramento p-versal
com o menor nimero de parametros para +t*t1 é o dado pelo Teorema 4, o qual
chamamos de desdobramento miniversal.

1.1 Conjunto singular e conjunto bifurcacao

Definicao 8 Seja F' : R x R", (tg,z9) — R um desdobramento de f = Fp,. O
conjunto singular Sp de F' é o conjunto dos pontos (t,x) tais que Fy tem singu-
laridade em t, ou seja,

Si = {(t,x) €R x R'; %];(t, ) =0},

O conjunto bifurcacao de F' € o conjunto

2
Br ={z € R"; 3t € R, onde %—f(t,x) = %Tf(t’x) =0},

ot que existe € dito correspondente a x.

Exemplo 9 Seja G(t,z1) = t> + 21t desdobramento miniversal de t3. Fazendo os
cdlculos obtemos Sg = {(t,—3t%),t € R} e B={0}. Ver Figura 2.

Figura 2: Conjunto singular e bifurcacio de G(t,z1) = t3 + x1t.

Exemplo 10 Seja F(t,x1,x2) = %t4—|—%x1t2+az2t desdobramento de it‘l. Obtemos
Sp = {(t,x1,72);t> + 21t + 22 = 0} e Bp = {(71,22) € R?%; 423 + 2723 = 0} € uma
cuspide. Ver Figura 3.

Figura 3: Conjunto singular e bifurcagao de F(t,z1,x2) = it‘l + %x1t2 + zot.
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Os conjuntos singulares dos desdobramentos dos exemplos acima sao variedades
suaves. A proposi¢ao a seguir diz que, se (tp,zp) € Sp entdo, numa vizinhanca
de (to,x0) (supondo f = Fj,), isto é sempre valido, supondo o desdobramento ser
p-versal. Sua demonstracao pode ser feita facilmente a partir das defini¢Ges.

Proposicao 11 ([4], p. 143) Seja F : R x R",(tg,x9) — R um desdobramento
p-versal de f = F,, em ty. Se (to,x0) € Sp, entdo existe uma vizinhanca U de
(to,x0) em R x R" tal que Sp NU ¢é uma r-variedade suave.

Veremos a seguir que o conjunto bifurcacao de qualquer desdobramento p-versal
a r-parametros de uma singularidade Ay é localmente o mesmo, a menos de difeo-
morfismo, o mesmo valendo para o conjunto singular.

Considere F' e f como na proposicao acima e G um desdobramento p-versal a
r-parametros de g = G, em t;. Suponha que f e g tém singularidade Ay, k > 1,
em t( e t1, respectivamente. Entao (tg,z9) € Sp e (t1,u1) € Si. Pela proposigao
anterior, existem vizinhangas U de (g, zg) e V de (t1,u1) em R x R" tais que SpNU
e Sqg NV sao r-variedades parametrizadas.

Proposicao 12 ([4], p. 143 ou [1], p. 123) (Unicidade dos conjuntos singular
e bifurcacdao) Com as notagéoes acima, as vizinhancas U e V' podem ser escolhidas
tais que ezista um difeomorfismo ¢ : U — V de forma que ¢(t,x) = (a(t,x),b(z))
onde a(to,xo) = t1, b(xg) =uy €

(i) (SFNU)=SaNV;

(i) b é um difeomorfismo de w(U) a w(V'), onde m é a projecio no espago dos
parametros, e b(Bp Nw(U)) = B Nw(V).

Como Br e Bg sao localmente difeomorfos, para F' e G desdobramentos p-versais
a r-parametros de fungoes tendo singularidade do tipo Ay, entao, para estudarmos
propriedades do conjunto bifurcacao de um desdobramento p-versal de uma funcao
real com singularidade do tipo Ay, as quais sao preservadas por difeomorfismos,
basta estudarmos Br sendo F' desdobramento p-versal de t#+1. E claro que devemos
tomar r > k — 1.

Exemplo 13 Desdobramentos p-versais de uma singularidade Ay (r > 1)
Para r = 1, como k = 2, tomamos f(t) = t3 e F(t,x) = t3 + xt. Os conjuntos
singular e bifurcacdo estdo dados no Exemplo 9. Para r > 1 basta tomarmos F :
R x R",(0,0) — R dado por F(t,x) = t3 + x1t, o qual independe dos pardametros
T2, ..., Ty. Entio By = BpxR™™! = {0} xR"~1. Assim, o conjunto bifurcacio de um
desdobramento p-versal a r-parametros de uma singularidade Ay € localmente um
espaco linear de dimensao r — 1 em R" e, portanto, € localmente difeomorfo a uma
(r — 1)-variedade suave em R". A Figura 4 mostra a estrutura local dos conjuntos
S e Bp de uma singularidade Ay com r =1,2,3 (no casor =3 o conjunto Sp nao
¢ representado na figura por ser um subconjunto de R*).

Exemplo 14 Desdobramentos p-versais de uma singularidade Az (r > 2)
Para r = 2, como k = 3, tomamos f(t) = t* e F o desdobramento p-versal dado
no Fxemplo 10. Os conjuntos singular e bifurcacao sio dados naquele exemplo.
Para r = 3, de modo andlogo ao feito no exemplo anterior, podemos concluir que o
congunto bifurcagdo € uma superficie chamada cuspidal edge (isto €, difeomorfa ao
conjunto {(x,y,z) € R3; 423 + 27y? = 0}). A Figura 5 mostra as estruturas locais
de S e Br de uma singularidade As com r = 2,3 (no caso r = 3 o conjunto Sp
ndo € representado na figura por ser um subconjunto de R*).

FRANCISCO, A. P;; MARTINS, L. F. Umaferramenta para o estudo local de curvas e superficies singulares no espaco Euclidiano.C.Q.D. -
Revista Eletronica Paulista de M atematica, Bauru, v. 2, n. 2, p. 2-17, dez. 2013.
DOI: 10.21167/cqdvol 22201323169664apflfm0217 - Disponivel em: http://wwwz2.fc.unesp.br/revistacqd/index.jsp



-4

]

o,

Xy

B X,

Figura 5: Conjunto singular e birfucacao de uma singularidade As.

Exemplo 15 Desdobramentos p-versais de uma singularidade Ay (r > 3)
Considere F : R x R",(0,0) — R o desdobramento p-versal de f(t) = %t‘r’ dado por

F(t,z) = 1t° + mit + jaot® + %$3t3. Entao o conjunto bifurcagao é Bp = {z €

R"; Ittt + 1 + ot + x3t? = 483 4 19 + 223t = 0}. Para r = 3 esse conjunto €
chamado de rabo de andorinha e é dado na Figura 6.

Figura 6: Conjunto bifurcacao de uma singularidade A4 (rabo de andorinha).
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2 Desdobramentos versais

Os resultados anteriores sao adaptados para o caso versal como segue.

Definigao 16 Seja G : R x R® (to,y0) — R um desdobramento a s-parametros da
fungao g = Gy,. Considere

a:R xR" (ty,x0) — R, onde a(t,zg) =t
b:R", xg — R® yp, onde b(zg) = yo

em que a e b sao suaves. Entao o desdobramento F': R xR", (tg,x9) — R de g dado
por

Flt,) = Gla(t, z), b(x))
€ dito induzido de G. Se G € tal que todo desdobramento de g ¢ induzido de G,
entdo G € chamado desdobramento versal de g em tg.

Teorema 17 ([4], p. 149) Seja g : R,0 — R dada por g(t) = +t**'. Entdo o
desdobramento G : R x R¥ (0,0) = R dado por

G(t,x) = £tF papth ™1 4 ot + 1y
é um desdobramento versal de g em 0.

Teorema 18 ([4], p. 149) Seja F : R x R", (tg,x9) — R desdobramento de f :
R,tg — R, onde f tem singularidade do tipo Ay (k > 1) em ty. Suponhamos
que %(to,xo) + 4k (%(t,ﬂﬂo))(to) = ag; + at + a9t + ...+ a(k_l)itk_l, para
i =1,...,7. Entao F € versal se, e somente se, a matriz dos coeficientes (aji)(k)xr
tem mnk k (isso requer que k <r).

Exemplo 19 Consideremos o desdobramento a 4-parametros de f(t) = t* em ty =
0 dado por F(t,x) = t* + x> 4 x9t? + 23t + 4. Como f tem singularidade do tipo
Az em 0,

oF oF oF oF
0.0+ PE N0 =0 ¢ 5(0,0)+ 725 (1,0)(0) = ¢
oF oF oF oF

00+ (0N =t 5 Z(0,0)+ (5 - (£0)(0) = 1

e 8:(: £0,0) +j (aF (t,0))(0) = ag; + it + agit?, i = 1,2,3,4, entdo a matriz (aj;)
dada no Teorema 18 é

0 001
0 01 0],
0100
a qual possui rank 3. Portanto, pelo Teorema 18, concluimos que F' é um desdobra-

mento versal de f em tg = 0.

2.1 Conjunto zero e discriminante

Definicao 20 Seja F' : R x R", (tg,z9) — R um desdobramento de f = Fy,. O
conjunto zero de F' € o conjunto

Mp ={(t,z) e Rx R"; F(t,z) = 0},

e o conjunto discriminante de F' € o conjunto

F
Dp ={xz €R"; 3t € R, onde F(t,x) = %t(t,a:) = 0}.
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Proposicao 21 ([4], p. 150) Seja F' um desdobramento versal a r-parametros de
[ = Fy, em tg. Se (to,z0) € Mp entao existe uma vizinhanga U de (to,xo) em
R x R" tal que Mp NU € uma r-variedade suave.

Considere F' e f como na proposicao acima e G um desdobramento versal a
r-parametros de ¢ = G,, em t;, onde f e g tem singularidades A; em ty e ¢y,
respectivamente. Se (tg,xg) € Mg e (t1,u1) € Mg entao, pela proposigao anterior
existem vizinhangas U de (tg,zp) e V de (t1,u1) em R x R" tais que Mp NU e
Mg NV sao r-variedades suaves.

Proposigao 22 ([4], p. 150) (Unicidade dos conjuntos zero e discrimi-
nante) Com as notagoes acima, as vizinhancas U e V podem ser escolhidas tais
que eziste um difeomorfismo ¢ : U — V dado por ¢(t,z) = (a(t,x),b(z)), com
a(to,l‘g) = tl, b($0) = uy €

(i) qb(MFﬁU) =MsNV;

(i) b é um difeomorfismo de w(U) a w(V'), onde m € a projecio no espago dos
parametros, e b(Dp Nw(U)) = Dg Nn(V).

Assim, como os conjuntos discriminantes de F' e G sao localmente difeomorfos,
para F' e G desdobramentos versais a r-parametros de fungoes tendo singularidade
do tipo Ag, entao, para estudarmos propriedades do conjunto discriminante de um
desdobramento versal de uma funcao real com singularidade do tipo Ag, as quais
sao preservadas por difeomorfismos, basta estudarmos Dp, sendo F' desdobramento
versal de tF+1.

Vejamos alguns exemplos. Note que agora requer-se que k < 7.

Exemplo 23 Desdobramentos versais de uma singularidade A, (r > 1)
Seja F : R x R",(0,0) = R o desdobramento versal de f(t) = t* dado por F(t,z) =
t2 + x1. Entdo, os conjuntos discriminante Dp sdo os conjuntos bifurcacdo de uma
singularidade As. Para r = 1 wm ponto em R, para v = 2 uma reta em R2, para
r =3 um plano em R (ver Figura 4).

Exemplo 24 Desdobramentos versais de uma singularidade Ay (r > 2)
Seja F : R x R",(0,0) — R o desdobramento versal de f(t) = t3 dado por F(t,z) =
t3 4+ 21+ xot. Entdo, os conjuntos discriminante Dy sdo os conjuntos bifurcacdo de
uma singularidade Az. Para r = 2, uma cispide em R?, para r = 3, uma cuspidal
edge em R (ver Figura 5).

Exemplo 25 Desdobramentos versais de uma singularidade As (r > 3)
Seja F : R x R",(0,0) — R o desdobramento versal de f(t) = t* dado por F(t,z) =
t* 4+ 21 + a9t + x3t2. Entdo, os conjuntos discriminante Dp sdo os conjuntos bi-
furcagdo de uma singularidade Ay. Para r =3 é a superficie rabo de andorinha em
R? (ver Figura 6).

3 Aplicacoes

Veremos nesta secao aplicagoes da teoria de desdobramentos no estudo da estrutura
local de alguns subconjuntos do espago Euclidiano. Para tanto, encontramos um
desdobramento p-versal apropriado (resp., versal) cujo conjunto bifurcacao (resp.,
discriminante) é o conjunto que queremos estudar. Dessa forma, encontrando a
dimensao do espaco de parametros e as condigoes para a funcao desdobrada ter sin-
gularidade do tipo Ag, obtemos que o conjunto em questao é localmente difeomorfo
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a um daqueles apresentados nos Exemplos 13, 14 e 15 (respectivamente, Exemplos
23, 24 e 25).

Denotamos o vetor tangente unitdrio em ¢ de uma curva regular por T'(t), o
vetor normal por N(t) e por k sua fungao curvatura.

3.1 Evoluta de uma curva plana

Seja v : I — R? uma curva regular com curvatura & ndo nula. Um ponto x de R? é
dito centro de curvatura de v em t se

1
x="(t)+ —=N(t).
90+ N
O lugar geométrico dos centros de curvatura de v é conhecido como evoluta de ~.
Para propriedades de evolutas ver, por exemplo, [4, 6]. Dado ty € I temos:

(i) v(to) é dito vértice ordindrio se, e somente se, k(tg) # 0, k'(tg) = 0e " (ty) #
0;
(i1) ~(tp) é dito vértice maior se, e somente se, x(tg) # 0, &'(tg) =0 e &”(tg) = 0;
(iii) v(to) é dito inflexao ordindria se, e somente se, £(tg) = 0 e £'(tg) # 0;
(iv) ~(to) é dito inflexao maior se, e somente se, k(tg) =0 e &/'(tg) = 0.

Podemos mostrar facilmente que a evoluta de v é uma curva regular em ¢y se,
e somente, k'(tg) # 0, ou seja, fora de vértices e de inflexdes maiores. Assim, fora
desses pontos, a evoluta é localmente difeomorfa a um segmento de reta. Portanto,
resta estudar a geometria local da evoluta nos pontos onde ela deixa de ser uma
curva regular.

Na Figura 7 apresentamos uma elipse, a qual possui quatro vértices ordinarios,
sua evoluta, possuindo quatro cispides ordindrias, uma parabola, com um vértice
ordindrio, e sua evoluta, com uma cuspide ordindria. As cispides sdo pontos cor-
respondentes aos vértices da curva. Sera que isso sempre ocorre? A resposta para
essa questao é dada na Proposigao 26.

Figura 7: Elipse, parabola e suas evolutas.
Seja v : I — R? parametrizada por comprimento de arco e consideremos a
seguinte aplicacao:
F:IxR*—R
F(t,z) = (v(t) —2)(7(t) — z), (3.1.1)

conhecida como familia de func¢ées distancia ao quadrado de +. Para cada zo € R?,
F é um desdobramento a 2-parametros de f = F,. Encontremos condigoes para f
ter singularidade Az e Ag em t9. Em (¢, ), temos:
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Portanto, f tem singularidade Ay em tg se, e somente se, xg é centro de curvatura
em to e k'(tp) # 0, isto é, ¥(tp) ndo é um vértice. Ainda mais, podemos verificar
que f tem singularidade Az em tg se, e somente se, zg € centro de curvatura em tg,
K (to) = 0 e K" (tg) # 0, o que implica que y(tp) é um vértice ordindrio.

Verifiquemos se F' é desdobramento p-versal quando f tem singularidades A,
ou A3 em ty3. Para existir um desdobramento p-versal temos que ter r > k — 1.
Como r = 2, devemos ter, portanto, £ < 3. Logo ndo precisamos nos preocupar
com k > 4, pois em tal situacdo a funcao nunca serd desdobrada p-versalmente a
2-parametros.

Suponhamos y(t) = (X (t),Y (t)). Assim, F(t,z) = (X(t) — 21)? + (Y (t) — 22)?
e, além disso,

FG (1 20)) o) = ~2(X (1) + 5 X" (1)
z1

PG b, 20))(t0) = 28V (t0) + L2¥" (1)
T2

Portanto, se f tem singularidade Ay em %y, a matriz dada no Teorema 6 é
( —2X'(to) —2Y'(to) )

que tem rank 1, j4 que « é regular. Portanto, F' é p-versal.
Se f tem singularidade As em tg, a matriz dada no Teorema 6 é

( —2X'(tg) —2Y'(to) )
_Xl/(to) —Y”(to)

que é invertivel, j& que o determinante é k(ty), que é nao nulo, concluindo assim
que F' é um desdobramento p-versal de f = Fy,.

Encontremos o conjunto singular e bifurcacao de F'. Dos calculos das derivadas
de F' com relacao a t feitos acima, concluimos que conjunto singular é

Sp = {(t,y(t) + AN(t)), A € R}

e o conjunto bifurcagao é

Br = R% 3tel;z=n(t
F {‘TE 3 cl;x ’Y()+/‘€t)

N(t)}
o qual é a evoluta de ~.

Como aplicagao do estudo que fizemos, temos o seguinte resultado. Recordamos
que uma cispide ordindria em R? é uma curva difeomorfa a (¢2,#3).

Proposigao 26 ([4], p. 161) Seja v : I — R? wma curva parametrizada regular
com curvatura nao nula e x um ponto da evoluta de v correspondente ao valor de
parametro t. Entao, localmente em x, a evoluta é

(i) difeomorfa a uma reta em R?, se a curva ndo possui um vértice em t;
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(ii)  difeomorfa a uma cispide ordindria em R?, se a curva tem um vértice or-
dindrio em t.

Demonstragao: Podemos supor v parametrizada por comprimento de arco. Seja F'
a familia de fungdes distancia ao quadrado dada na equacdo (3.1.1) e x € R? ponto
da evoluta de v em t.

Suponhamos que y(t) ndo é um vértice. Entao f = F, tem singularidade Ay em
t. Como F' é desdobramento p-versal de f, segue da Proposi¢ao 12 que o conjunto
bifurcagao de F' (e, portanto, a evoluta de ) é localmente difeomorfo ao conjunto
bifurcacdo de um desdobramento p-versal de g(t) = t3, a qual é uma reta em R?
(conforme Exemplo 13).

Se (t) é um vértice ordindrio, entdo f = F, tem singularidade A3 em t e, com
o0s mesmos argumentos anteriores, tomando g(t) = t* e o Exemplo 14, concluimos
que a evoluta de ~ é localmente difeomorfa a uma ctspide ordindria em R?. O

Observamos que em um vértice de ordem maior nao podemos deduzir nada com
o método acima. No entanto, genericamente, todo vértice é ordinario (ver [4], pag.
235, ou [2, 3] para propriedades genéricas de curvas planas e espaciais).

3.2 Paralelas de uma curva plana

Sejam 7 : I — R? uma curva parametrizada regular e d um nimero real fixado. A
curva o : I — R? definida por a(t) = y(t) + dN(t) é chamada paralela a v & uma
distancia d.

Podemos mostrar facilmente que « é regular em ¢ se, e somente se, «(t) nao é
centro de curvatura de v em ¢, ou seja, nao pertence a evoluta de v em ¢ (ver Figura
8). Portanto, para concluirmos sobre a geometria local de a basta estudarmos na
vizinhanga de centros de curvatura de «y. Para propriedades de paralelas, ver [4, 6].

A\
Ig"

74N
i

av,

i
A
(1
'i'

A\
SN
S
/

A
Y ‘!é,‘

Figura 8: Paralelas e evoluta da pardbola

Para provarmos a proposi¢do que enunciaremos usamos o Teorema de Sard, o
qual recordamos seu enunciado abaixo. Para sua demonstragdo recomendamos [7]
ou [8].

Teorema 27 (Sard) Seja f : U C R™ — RP uma aplicagio suave, sendo U um
aberto de R™. Entao o conjunto dos valores criticos de f tem medida nula.

Proposicao 28 ([4], p. 168) Seja v : I — R? uma curva parametrizada reqular.

FRANCISCO, A. P;; MARTINS, L. F. Umaferramenta para o estudo local de curvas e superficies singulares no espaco Euclidiano.C.Q.D. -
Revista Eletronica Paulista de M atematica, Bauru, v. 2, n. 2, p. 2-17, dez. 2013.
DOI: 10.21167/cqdvol 22201323169664apflfm0217 - Disponivel em: http://wwwz2.fc.unesp.br/revistacqd/index.jsp

13



(i) Se v nao tem um vértice em t, entdo a paralela a v pelo centro de curvatura
em t tem uma cuspide ordindria nesse ponto.

(ii) A paralela a vy a uma distancia d, para quase todo d, tem somente singulari-
dades cispides ordindrias.

Demonstragdo: (i) Podemos supor v parametrizada por comprimento de arco. Seja
F : I xR? — R dado por

F(t,x) = (z —y(t)(z — (1) -2,

onde r > 0.
Calculando a derivada de F' em relacao a ¢, concluimos que o conjunto discrimi-
nante de F' é
Dr = {x € R% 2 = v(t) £ rN(t)},

sendo, portanto, a uniao das paralelas a v a uma distancia r e —r.

Encontremos condigoes para a fungao desdobrada f = F) ter singularidade Ao
em t, sendo este valor de parametro correspondente a x € Dp. Sejam xg € D e ty
correspondente a xg. Temos:

0*F 1 1
-5 (to,20) = 0 & xo = y(to) + ,{(to)N(to) er= O

ot?
sendo, portanto, essas as condicoes para Fj, ter singularidade A>9 em to.
Calculando a terceira derivada de F' em relacao a t e supondo que F,, tem
singularidade A9 em tp, temos

92 H(t)
iz o w0) = =205

Concluimos assim que Fj, tem singularidade A em ? se, e somente se, g =
Y(to) £ iy N (to), 7 = oy © #/(to) # 0.

Supondo que Fy, tem singularidade Az em tp, mostremos agora que F' é desdo-
bramento versal de Fy,. Considere v(t) = (X (¢),Y (t)) e x = (z1,x2). Desse modo,
podemos escrever F' da seguinte forma: F(t, 21, 72) = (21— X (t))?+ (20— Y (t))%—r2.
Calculando as derivadas de F' em relagao a x1 e x2, obtemos

gfl(t, r) = 2(x1 — X(1)); :;Z(t’x) = 2(z2 — Y (1)).

#0< :‘Q/(to) # 0.

Assim, supondo xo = (a,b), a matriz dada no Teorema 18 é

< 2(a — X(to)) 2(b—Y(to)) >
—2X'(to) =2Y'(to) )’

cujo determinante é igual a 4(xg — v(to))N(to) = :l:ﬁ # 0 uma vez que f = Fy,
tem singularidade A em ty. Portanto, F' é desdobramento versal de f = F,, em .

Consequentemente, usando a Proposicao 22 e o Exemplo 24, concluimos que em
tais condigoes (zp é centro de curvatura e k'(tg) # 0) o conjunto discriminante de
F tem uma cuspide ordinédria em zg, ou seja, a paralela de v (Dp), que passa pelo
centro de curvatura em ty (x), tem uma cuspide ordindria em tal ponto, desde que
7 nao possua um vértice em tg.

(i) Seja a : I — R? a paralela de v a uma distancia d e seja A o conjunto de

todos d € R, tais que d # 0 e é nao é valor critico da fungao curvatura de ~. Pelo

Teorema de Sard, R — A tem medida nula.
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Seja d € A. Para concluir a proposicao basta mostrarmos que a paralela a v que
dista d, tem somente cuspides ordindarias.
Se 1/d pertence a imagem de k, ou seja, se existe tg € I tal que k(ty) = é entao
k' (tp) # 0, ou seja, v nao tem um vértice em ty. Logo, pelo item (i), a paralela a
1

que dista d = = tem uma cispide ordindria em z = ~v(t) + dN(t).

Se 1/d nao pertence a imagem de k, ou seja, se d # ﬁ para todo t € I, entao
o (t) =T(t) +dN'(t) = (1 — dr(t))T'(t) # 0, ou seja, a paralela a v que dista d nao
tem nenhuma singularidade. O

3.3 Superficie paralela de uma curva plana

Sejay : I — R? uma curva parametrizada regular com curvatura nio nula. Chamamos
de superficie paralela de  ao subconjunto S de R? dado por

S ={(z,r) e R* xR*; 3t €I tal que z = y(t) £ rN(t)}.

Logo, S consiste de todas as curvas paralelas a v empilhadas na forma de uma
ou duas superficies em R3. Se (z,7) € S et é tal que x = ~(t) £rN(t), dizemos que
t é correspondente a (x,r). A Figura 9 mostra o circulo unitério e algumas paralelas
(a esquerda), e sua superficie paralela S (& direita).

Figura 9: O circulo unitdrio e a sua superficie paralela S

Com as notacoes acima, temos:

Proposicao 29 ([4], p. 169) Sejam (z,r) € S et correspondente a (x,r). Entdo
S é, numa vizinhanga de (x,r), difeomorfo a:

(i) wm plano, se x nao € centro de curvatura de v em t;

(i) uma cuspidal edge, se x € centro de curvatura em t, r = m e vy nao tem
vértice em t;

(i4i) um rabo de andorinha, se x € centro de curvatura em t, r = Wltﬂ ey tem um

vértice ordindrio em t.

Demonstragdo: Consideremos a aplicacio G : I x R? x R*% — R dado por

G(t,a,r) = (z —y()(x — (1) — .

Podemos mostrar facilmente que o conjunto discriminante de G é a superficie
paralela S de y. Procuramos por condigoes para que a fungao desdobrada g = G,
tenha singularidade A;, A2 ou A3 em t.

Sejam (z9,70) € Dg e to correspondente a (zo,70). Entdo, para g = G4 ),
podemos mostrar que:

_1 .
k(to)’

e ¢ tem singularidade A; em ¢y se, e somente se, xg = Y(to) + AN (to) e A #
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e g tem singularidade Ay em t( se, e somente se, zg = Y(tg) — ﬁN(to), K (tg) #

_ 1 .
0ero= gy

e g tem singularidade A>3 em ty se, e somente se, z9 = y(to) — ﬁN(to),
K (to) =0, K" (tg) 0 e g = m

Encontremos condigoes para G ser desdobramento versal de g em cada um dos
casos de singularidade de g em ty. Para isso, considere v(t) = (X(¢),Y (¢)), z =
(z1,22) e 29 = (a,b). Logo, G(t,z1,22,7) = (x1 — X(t))? + (x2 — Y (¢))? — 2.

Em (t,21,22,7), temos:

el oG oG

o1 =2(z1 — X()); Oas = 2(x2 — Y (2)); o —2r.

Se g tem singularidade A; em tp, entdao a matriz dada no Teorema 18 é
( 2(a — X(to)) 2<b — Y(t())) —2r9 ) ,

a qual tem o menor —2rg nao nulo, ja que rg # 0. Portanto, G é desdobramento
versal de g em tg.
Se g tem singularidade Ay em tp, entdao a matriz dada no Teorema 18 é

< 2(a— X (to)) 2(b—Y(to)) —2ro >
2X" (1) W) 0 )

a qual tem a submatriz de ordem 2

< 2(a — X(to)) 2(b—Y(to)) )
2X'(to) 2Y"(to)

com determinante nao nulo, como feito na demonstracao da Proposicao 28. Por-
tanto, G' é desdobramento versal de g em t.
Se g tem singularidade As em tp, entao a matriz dada no Teorema 18 é

2(a — X(to)) 2(b—Y(to)) —2r0
2X7 (k) 2(ty) 0 |,
X" (to) Y (to) 0

cujo determinante ¢é
4T0(—X/(t0)Y”(t0) + Y/(to)X//(to)) = 4TOT(t0)N/(t0) = —4T0/€(7§0) 75 0.

Portanto, G é desdobramento versal de g em tg.
Consequentemente, o resultado segue da Proposicao 22 e dos Exemplos 23, 24 e
25. O

Observamos que podemos definir a superficie paralela de uma superficie regular
de maneira similar & definicao para curvas e estudar sua estrutura local usando o
mesmo raciocinio que feito acima. Ver [5].
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