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Resumo

Apresentamos neste trabalho um estudo introdutério sobre integrais e derivadas
de ordens arbitrdrias, o assim chamado calculo de ordem nao-inteira, popularizado
com o nome de Cdlculo Fraciondrio. Em particular, discutimos e resolvemos o
classico problema da tautécrona, isto é, o problema de se determinar a curva na qual
o tempo gasto por um objeto para deslizar, sem friccao, em gravidade uniforme até
seu ponto de minimo ¢é independente de seu ponto de partida, utilizando integrais e
derivadas de ordem nao inteira.

Palavras Chave: Célculo Fracionério, Integral Fracionaria, Derivada Fracionaria
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Introducao

O calculo fracionario tem sua origem em 30 de Setembro de 1695 em uma carta
escrita por ’Hospital ao seu amigo Leibniz [13, 18], na qual o significado de uma
derivada de ordem meio é proposto e discutido.

A resposta de Leibniz ao seu amigo, somada & contribuicdo de inimeros bri-
lhantes matemaéticos como Euler, Lagrange, Laplace, Fourier, Abel, Heaviside, Liou-
ville, entre outros, levaram as primeiras definicoes de derivadas e integrais de ordens
nao-inteiras, que no final do século XIX, devido primordialmente as defini¢Ges pro-
postas por Riemann-Liouville e Griinwald-Letnikov, pareciam estar completas[16].

Até préximo ao final do século passado o desenvolvimento do calculo fraciondrio
deu-se estritamente no campo da matematica pura, sem grandes aplicagoes em ou-
tras areas. Contudo, em 1969 M. Caputo, em seu livro Elasticita e Dissipazione [13],
resolveu problemas de viscoelasticidade utilizando uma nova definicao, proposta por
ele, para a derivada de ordem fracionaria. Além disso, o autor utilizou sua definicao
para descrever problemas de sismologia. Por outro lado, a assim chamada deri-
vada fraciondria de Griinwald-Letnikov, mostrou-se bastante eficiente para resolver
problemas numéricos.

A partir das defini¢es introduzidas por Caputo e Griinwald-Letnikov, que tém
um carater local, nas ultimas décadas diversos autores mostraram que a modelagem
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feita a partir do célculo fracionério oferece uma descrigao mais fina de fendmenos
naturais que aquela feita a partir do cdlculo usual, tendo em vista que derivadas
fraciondrias proporcionam uma excelente descricao para efeitos de memoria e pro-
priedades hereditarias [13].

A maneira candnica de se utilizar esta importante ferramenta é substituir a
derivada de ordem inteira de uma equacao diferencial parcial, que descreve um
determinado fenomeno, por uma derivada de ordem nao-inteira. Varios resultados
importantes e generalizagoes foram obtidos através desta técnica, em diversas dreas
do conhecimento, tais como: mecanica dos fluidos, fendmenos de transporte, redes
elétricas, probabilidade, biomatemadtica, dentre outros [1, 5, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14,
17, 18].

No presente trabalho, introduzimos os conceitos de integral e de derivada de
ordens nao inteira, segundo Riemann Liouville e utilizamos estes conceitos para
resolver o problema da tautdcrona, que consiste em se determinar a curva na qual
o tempo gasto por um objeto para deslizar, sem friccao, em gravidade uniforme até
seu ponto de minimo é independente de seu ponto de partida [15].

1 Integral Fracionaria

Vamos introduzir o conceito de integral fraciondria como uma generalizagdo da
integral de ordem inteira. Para tanto, vamos mostrar que uma integral de ordem
n, de uma funcao integravel f(z), pode ser vista como um produto de convolucao
de Laplace entre f(z) e a fungao Gel’fand-Shilov de ordem n. Em seguida, vamos
utilizar a generalizacao do conceito de fatorial através da funcao gama para gene-
ralizar o conceito de integral de ordem inteira.

Definicao 2: Fungio de Gel'fand-Shilov

Sejam n € N e v € N, definimos a fungao de Gel’fand-Shilov como

tnfl tufl
—— set>0 — set>0
Pn(t) =4 (n—1)! = e ¢u(t):=4¢ I(v) =
0 set <0 0 set <0.

Definicao 3: Operador Integral de ordem n
Definimos a integral de ordem inteira através do operador I definido como

If(t) :/0 f(t1) dty.

Desta forma temos

Pft)=1I[If(t)] = /Ot/ot1 [f(t2) dta dty.

De maneira analoga para o operador integral de ordem n, isto é,

t pt1 to tn—1
I"f(t):// / / F(t) dby Aty . dts dt.
o Jo Jo 0

Definigao 4: Convlugdo de Laplace
Definimos a convolugao, ou produto de convolugao de Laplace, de f(t) e g(t),
denotada por f(t) * g(t), como sendo [7]
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:/Otf(t—f dr_/f gt —7)d

Teorema 1: Integral de ordem n
Seja f(x) uma fungao integréavel, entao

t -7 n—1
I"f(t) = éu(?) /¢nt—7 )dT:/O %f(ﬂdr (1.0.1)

DEMONSTRAGAO: Vamos provar o teorema por indugao em n. Paran = 1 temos
que

/f dT—/O %f(T)dT:(ﬁl(t)*f(t).

Para concluir basta mostrar que se I"f(t) = ¢,(t) * f(t) entdo I["FLf(t) =
I[I"f(t)] = dns1(t) * f(t). Por hip6tese indutiva temos que

150 = 1ion(0) = 101 = [ ont) s stpan= [ [ =D i ara

Pelo teorema de Goursat [13] podemos mudar a ordem de integragao, i.e.,

") = /Ot [/Tt %f(f) du} dr.

Calculando a integral entre colchetes podemos escrever

(1) = /0 %f@ dr = o (1) * £(2),

que ¢ justamente o resultado desejado, a partir do qual apresentamos a definicao
que se segue.
Definicao 5: Integral de ordem arbitraria segundo Riemann-Liouville.

Seja f(t) uma funcao integréavel, utilizamos a generalizacao da fungao fatorial
pela fungao gama [4] para definirmos a integral de ordem v de f(t), denotada por
17§ (t), por

_ T)V—l

If@) =00 10 = [ “FTM dr. (1.02)

2 Derivada Fracionaria

H& varias formas de se introduzir a derivada de ordem nao-inteira como uma
generalizacao para a derivada de ordem inteira, dentre elas podemos citar a definigao
de Riemann-Liouville, que é a mais conhecida e a de Caputo, que é mais restritiva,
mas parece ser mais adequada para o estudo de problemas fisicos [9, 10, 11, 12]. Além
disso, destacamos a definicao de Griinwald-Letnikov que é mais apropriada para se
utilizar em problemas numéricos. Estas e outras definigbes podem ser encontradas
em detalhes no livro de Podlubny [18].

No presente trabalho, estamos interessados na resolucao de uma equacao inte-
grodiferencial fraciondaria, relacionada ao problema da tautocrona, por esta razao
apresentamos apenas a derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville, que como
veremos, baseia-se no fato da derivacao ser o operador inverso a esquerda da inte-
gragao e na lei dos expoentes de Lagrange [13].

Definicao 6: Derivada fraciondria segundo Riemann-Liouville.

Sejam f(t) uma funcao diferencidvel, m € IN e o ¢ IN tais que m — 1 < Re(a) < m.

RAMOS, P. F. P.; CAMARGO, R. F. Célculo fraciondrio aplicado ao problema da tautécrona. C.Q.D. - Revista Eletrdnica Paulista de
Matematica, Bauru, v. 1, p. 15-22, dez. 2012.
DOI: 10.21167/cqdvol 1201223169664pf prrfc1522 - Disponivel em: http://www2.fc.unesp.br/revistacqd/index.jsp

17



A derivada de ordem « no sentido de Riemann-Liouville é definida como sendo
a derivada de ordem inteira de uma integral fracionaria, de forma que a lei dos
expoentes faca sentido, isto é,

DF(t) = DI f(t) = D™ [$-alt) * F(£))- (2.0.3)

3 O Problema da Tautdcrona

Apresentamos aqui a primeira aplicacdo do cédlculo fraciondrio presente na li-
teratura, ou seja, a solucao proposta por Abel para o problema da Tatécrona ou
curva isocronica, isto é, o problema de se determinar a curva na qual o tempo gasto
por um objeto para deslizar, sem friccdo, em gravidade uniforme até seu ponto de
minimo ¢ independente de seu ponto de partida.

Vamos resolver este problema de duas maneiras distintas a primeira utilizando
o calculo usual e a segunda utilizando o calculo fracionario.

A solugao proposta por Abel parte do Principio da Conservac¢do de Energia
que estabelece que a quantidade total de energia em um sistema isolado permanece
constante, ou ainda, que a soma entre energia potencial gravitacional e a energia
cinética é constante.

Por hipétese, no problema da tautécrona, a particula se move sem atrito e con-
sequentemente sua energia cinética é exatamente igual a diferenca entre a energia
potencial em seu ponto inicial e a energia potencial no ponto em que se encontra.
Sendo m a massa do objeto, v(t) sua velocidade no instante ¢, yo a altura em que
foi abandonado e y(t) a altura no instante ¢, sabemos que as energias cinética e
potencial sao dadas, respectivamente, por

Lo 9

—muv e maguy.
9 9y

Como a particula esta restrita a mover-se sobre a curva, sua velocidade é simples-
mente v = ds/dt, onde s é a distancia medida ao longo da curva. Utilizando o
principio da conservacao de energia podemos escrever

1 ds 2 B ( )
AT = mg(yo—vy
% = +29( )
i = 9(yo —y
a _ 44
29(yo — v)
1 ds
dt = +——(@y—yo) V(= )d

onde a ultima passagem ¢é devida a regra da cadeia. Note que a fungao s(y) descreve
a distancia remanescente na curva em termos da altura remanecente y, como a
distancia e a altura diminuem a medida que o tempo passa devemos tomar apenas
o sinal negativo na equacgao anterior, isto é;

Ve
dt \/%(y Yo) <dy> dy. (3.0.4)

Integrando a equagao (3.0.4) em ambos os lados de yp a zero temos

0

7 =T(yo) /O dt = —— [ (y—yo) V2 <ds> dy
= 0) = = - — Y0 = ’
Yo \/% Yo dy
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ou seja,

o \/%_g /Oyo(y )12 <j_;> dy, (3.0.5)

na qual 7 é o tempo de descida. Esta equacao integrodiferencial pode ser resolvida
de varias formas, a seguir apresentamos a classica solucao que utiliza a transfor-
mada de Laplace e posteriormente a solucao proposta por Abel utilizando o cédlculo
fracionario.

3.1 Transformada de Laplace

Aplicando a transformada de Laplace em ambos os lados da equacao (3.0.5)

podemos escrever
1 vo ds
glr] = ——¢ / — )2 <—>d]
(7] NGT [0 (yo —v) 4 )Y

1 1 ds
= —=L£|—=|£|—/,
V29 [\/@} [dy]
a ultima igualdade é devida ao teorema da convolucao.

Sendo s o parametro da transformada de Laplace, temos que £[1] = 1/s e

1
Ll— :\/7_1'8_1/2, logo
[\/@]

dy NZS
A fim de explicitar a solugao, isto é, ds/dy, aplicamos a transformada de Laplace
inversa de onde obtemos

ds 7429 1

g _ , 1.1
- x (3.1.1)

S|

3.2 Solucao de Abel

A solucao proposta por Abel baseia-se na observacgao de que a integral da equagao
(3.0.5), exceto pelo fator multiplicativo 1/I'(1/2) = 1/4/m é exatamente a definigao
de integracao fracionaria de ordem 1/2. Desta forma aplicando a derivada segundo

Riemann-Liouville de ordem 1/2 em ambos os lados da equacio temos'

1/2 1/2 1 Yo
d T = VT dl . [ / (y — o)~/ <§> dy] : (3.2.1)
dy'/2" V2gdy'/? [T(1/2) Jo dy
Lembrando que a derivada de Riemann-Liouvile de ordem 1/2 de 1 = 3 vale
(v/7y)~ /2 podemos escrever

ou seja,

Lembre-se que a derivada fracionaria de Riemann-Liouville é o operador inverso & esquerda da integral
fracionaria.
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s §

que é o mesmo resultado obtido na equagao (3.1.1). Note que a solugao via calculo
fraciondrio é bem mais simples e direta que a solucao classica. Essa equacao
(varidveis separdveis) nos mostra que
TV2g9 1
ds = LV —dy,
T VY

de onde segue, ap0ds a integracao, que

272
s(y) = T\/_gyl/z-

3.3 Representacao grafica

A fim de ilustrar a solugdo do problema da tautdcrona apresentamos a seguir
uma representacao grafica da curva correspondente com cinco massas abandonadas
em pontos diferentes, e verificamos que todas atingem o vértice ao mesmo tempo.

Figura 1: Posicao das particulas para diferentes valores de t.
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Figura 2: Caminho percorrido por cada particula.

4 Conclusoes

Concluimos que além de ser uma ferramente precisa para refinar a descricao de
fenomenos naturais, o calculo fracionario também pode ser utilizado para obter de
maneira simples e elegante a solucao de problemas de cdlculo variacional, tais como
o da Tautocrona.
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